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Vorwort. 


In den 40 Jahren, die seit dem Erscheinen der ,, Analysis Situs'' 
von Poincaré vergangen sind, hat sich die Topologie nicht nur zu 
einer bedeutenden, sondern auch zu einer auBerordentlich umfangreichen 
mathematischen Disziplin entwickelt; die wichtigsten Resultate dieser 
Entwicklung harren einer Darstellung, die gleichzeitig in die Vergangen- 
heit und in die Zukunft weist: in die Vergangenheit als Zusammen- 
fassung dessen, was heute inhaltlich abgeschlossen vorliegt; in die Zu- 
kunft als zuverlâssige Grundlage für weitere Forschungen. Die an und für 
sich schwierige Aufgabe, eine solche Darstellung einés immerhin jungen 
Zweiges der mathematischen Wissenschaft zu geben, wird im FaUe der 
Topologie dadurch besonders erschwert, daB die Entwicklung der Topo- 
logie in zwei voneinander gânzlich getrennten Richtungen vor sich ge- 
gangen ist: in der algebraisch-kombinatorischen und in der mengen- 
theoretischen -- von denen jede in mehrere weitere Zweige zerfâllt, 
welche nur lose mitcinander zusammenhàngen. 

Als Marksteine in der Entwicklung der mengentheoretischen Topo- 
logie dürfen der Bericht übcr Punktmengen von Schoenflies (1908) 
und das klassische Buch von Hausdorff (,,Grundzüge der Mengen- 
lehre“, 1914) gelten. In den letzten Jahren sind die Bûcher von Fréchet 
(,, Espaces abstraits*'), von Menger (,,Dimensionstheorie", ,,Kurven- 
theorie") und von Kuratowski (,, Topologie 1") erschienen. Über die 
allgemeine kombinatorische Topologie gab es bis vor wenigen Jahren 
nur das grundlegende Werk von Dehn-Heegaard (Enzyklopàdie-Artikel 
über ,, Analysis Situs", 1907) und das klassische Buch von Veblen 
(,, Analysis Situs", 1922), denen I 930 die ,,Topology*‘ von Lefschetz 
folgte^. Im Jahre 1934 erschien dann das ,,Lehrbuch der Topologie" 
von Seifert-Thrfxfall, welches der Wahl des Stoffes nach ungefâhr 
dem Buch von Veblen gleicht, diesen Stoff jedoch, den verflossenen 
Jahren entsprechend, wesentlich crgànzt und modernisiert ; seine leb- 
hafte und instruktive Darstellung macht das Buch von Seifert-Threl- 
fall zur Einftihrung und als Lehrbuch besonders geeignet. 

1 Das in dieser Sammlung erschienene bekannte Buch von v. Kerékjârtô 
ist ebenso wie das Buch von Reidemeister (Einführung in die kombinatorische 
Topologie) ausschliefilich der zweidimensionalen Topologie (Flàchentopologie) 
gewidmet; diese Bûcher nehmen daher einen besonderen Platz ein. 
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Vorwort. 


Aber keines unter den genannten Büchern behandelt die Topologie 
als ein Ganzes : vielmehr wird in jedem Buch konsequent nur ein Zweig 
dieser Wissenschaft dargestellt. 

Diese bis jetzt noch fehlende intégrale Auffassung der Topologie 
liegt unserem Buch zugrunde, das drei Bande umfassen soll. Wir wollen 
weder die mengentheoretische noch die kombinatorische Seite der Topo- 
logie bevorzugen. Wir verzichten grundsatzlich auf die Trennung 
mengentheoretischer und kombinatorischer Methoden; wir betrachten 
vielmehr die Überwindung dieser Trennung als eine der wichtigsten 
methodischen Aufgaben, die vor der weiteren Entwicklung der Topo- 
logie stehen, und wir wollen zu der Lôsung dieser Aufgabe auch in 
diesem Bûche nach Môglichkeit beitragen. 

Wir stellen uns keineswegs das Ziel, in den drei Bànden dieses 
Bûches eine Darstellung der ganzen Topologie zu geben, aber wir wollen 
dem Leser die Vorstellung von der Topologie als einem Ganzen zu er- 
reichen hclfen. Die Vorstellung vom Ganzen hoffcn wir dadurch zu 
erwecken, daB wir diejenigen Telle der Topologie darstellen, die für 
jedes tiefere Eindringen in diese Wissenschaft unentbehrlich sind, die 
für ihre weitere Entwicklung maBgebend zu sein scheinen und die für 
die Anwendungeii der Topologie und ihre sonstigen Beziehungen zur 
übrigen Mathematik und ihren Nachbargebieten besonders wichtig sind. 

Eine diesen Gesichtspunkten entsprechende Wahl des Stoffes wird 
natürlich niemals frei von gewissen subjektiven Momenten sein. Immer- 
hin ist es auch objektiv zu verantworten, wenn wir die Begriffe des 
topologischen Raumes, des Komplexes und der n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit als diejenigen Begriffe hervorheben, die in dem heutigen Auf- 
bau der Topologie eine zentrale Rolle spielen. Um diese Begriffe, ihre 
verschiedenen Spezialfàlle, Verallgemeinerungen und Spielarten konzen- 
trieren sich die heutzutage aktuellen allgemeinen topologischen Theo- 
rien: die Homologietheorie der Polyeder und der kompakten Raume; 
die allgemeine Théorie der w-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ; die 
Théorie der stetigen Abbildungen von Polycdern und Mannigfaltig- 
keiten; die Dimensionstheorie; die axiomatische (oder abstrakte) topo- 
logische Raumtheorie; usw. 

Nâheres liber den Aufbau des Bûches erfahrt der Leser aus der 
Einleitung, die gleichzeitig auch eine kurze geschichtliche Übersicht 
der Grundlinien in der Entwicklung der Topologie zu geben versucht. 

Zwei Anhânge stellen den algebraischen und den elementargeometri- 
schen Hilfsapparat dar. Auf diese Weise soll erreicht werden, daB das 
Buch so gut wie keine sachlichen Vorkenntnisse beim Leser voraussetzt. 
Jedoch wird eine gewisse allgemeine Kultur des abstrakten mathe- 
matischen Denkens erwartet. Das Buch dürfte daher von einem Stu- 
dierenden der mittleren Semester, der sich für begriffliche Mathematik 
interessiert, mit Erfolg gelesen werden. Trotzdem ist das Buch durch- 



Vorwort. 


IX 


aus nicht ein Lehrbuch im üblichen Sinne des Wortes: die Verfasser 
haben sich die Aufgabe gestellt, in lückenloser Darstellung, ohne die 
Allgemeinheit und die Abstraktion der Begriffsbildung zu scheuen, die 
grundlegenden Resultate einer erfolgreichen Période in der Entwick- 
lung der Topologie — einer Période, die mit Poincaré beginnt und in 
den Arbeiten von Brouwer, Alexander und anderen zur vollen Gel- 
tung gekommen ist ~ zusammenzufassen und diese Resultate dem 
Leser als Instrument weiterer Forschung zur Verfügung zu stellen. 

Die erstcn Anfânge des Bûches gehen auf die Vortrage und Semi- 
nare zurück, welche die beiden Verfasser, zum Teil gemeinsam, zum 
Teil getrennt, in den Jahren 1925 — 1931 Mathematischen Institut 
der Universitât Gôttingen auf Einladung von Herrn Courant gehalten 
haben. Von Herrn Courant ist auch die direkte Aufforderung aus- 
gegangcn, dieses Buch zu schreiben. Wir danken ihm für seine freund- 
schaftliche Initiative, ohne die unsere Zusammenarbeit nie zustande 
gekommen wâre, und für seine herzliche, bestândige und tâtige Hilfs- 
bereitschaft, auf die wir in jeder Hinsicht und bei jeder Gelegenheit 
rechnen konnten. — - 

Die weiteren Plane für das Buch wurden in zahlreichen Gesprâchen, 
für welche die damalige mathematische Atmosphârc Gôttingens be- 
sonders befruchtend war, zwischen den Verfassern weiter entwickelt. 
Das Interesse für Topologie in Gôttingen konzentrierte sich damais vor 
allem in dem regcn mathematischen Kreise um Emmy Noether. An 
sie denken wir hcute in Dankbarkeit zurück. Die allgemeine mathe- 
matische Einsicht von Emmy Noether beschrânkte sich nicht auf ihr 
spezielles Wirkungsgebiet, die Algebra, sondern übte eiiien lebhaften 
EinfluB auf jeden aus, der zu ihr in mathematische Beziehung kam. 
Für uns war dieser EinfluB von der grôBten Bedeutung, und er spiegelt 
sich auch in diesem Buch wieder. Die Tcndenz der starken Algebrai- 
sierung der Topologie auf gruppentheoretischer Grundlagc, der wir in 
unserer Darstellung folgen, geht durchaus auf Emmy Noether zurück. 
Diese Tendenz scheint heute selbstverstândlich ; sie war es vor acht 
Jahren nicht; es bedurfte der Energie und des Temperamentes von 
Emmy Noether, um sie zum Allgemeingut der Topologen zu machen 
und sie in der Topologie, ihren Fragestellungen und ihren Methoden, 
diejenige Rolle spielen zu lassen, die sie heute spielt. — 

Von groBem EinfluB auf den Inhalt dieses Bûches ist der Win- 
ter gewesen, welchen die beiden Verfasser in Princeton verbracht 
haben (1927/28). Das anregende Milieu der Princetoner topologischen 
Schule hat unsere Arbeit wesentlich gefôrdert und uns zu neuen topo- 
logischen Ansichten und Erkenntnissen geführt. Wir erwâhnen dankend 
viele Anregungen durch die Herren Veblen, Alexander und be- 
sonders Lefschetz. — 
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Vorwort. 


Wir widmen diesen Band Herrn Brouwer. Die Wirkung seiner 
Leistungen ist in fast allen Teilen der Topologie und daher auch in 
fast allen Abschnitten unserevS Bûches zu spüren. Brouwer als Topo- 
loge und als Gelehrter überhaupt ist für unsere Tâtigkeit in der Topo- 
logie von entscheidender Bedeutung gewesen. Für den einen von uns 
(H. Hopf) bildeten die klassischen Untersuchungen Brouwers über 
stetige Abbildungen den Anreiz und die Grundlage seiner ersten 
selbstàndigen Arbeiten. Der andere (P. Alexandroff) hat ein Jahr 
(1925 — 1926) in der Nâhe von Brouwer verbracht, und in diesem 
Jahr haben seine topologischen Anschauungen unter dem EinfluB von 
Brouwer im wesentlichcn ihre jetzige Gestalt bckommen. Brouwers 
EinfluB ist, wic wir glauben, in diesem ganzen Bûche lebendig geblieben. 

Was die Ausführung des Bûches betrifft, so wurden wir von viclen 
Freunden und Kollegen unterstützt. Aus Gesprâchen mit Herrn 
PoNTRjAGiN haben wir ôfters wertvolle Anrcgung geschôpft. Die 
Herren Markoff und Stiefel haben mit âuBerster Aufmerksamkeit 
sehr groBe Teile der Korrektur mitgelescn; wir verdanken ihnen viele 
wichtige Verbesserungcn und Berichtigungcn. Zahlreiche wertvolle Rat- 
schlâge haben uns auch die Herren Hausdorff, Borsuk, Cohn-Vossen, 
Kolmogoroff sowie Fraulein Pannwitz crteilt, die aile an der Kor- 
rektur teilgenommen haben. Fraulein Pannwitz hat überdies das Sach- 
verzeichnis angefertigt und uns dadurch cine groBe Arbeit abgenommen. 
Die mcisten Abbildungen sind von Herrn Stiefel, einige sind von Herrn 
Kolmogoroff gezeichnet worden. Allen den genannten Kollegen dan- 
ken wir herzlich für ihre freundliche und verstândnisvolle Mitwirkung. 

Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer hat nicht nur die 
Herausgabe des Bûches in ihrer bekannten vortrefflichen Weise aus- 
geführt, sondern ein Entgegenkommen und eine GroBzügigkeit gezeigt, 
welche das übliche MaB dessen, was die Verfasser erwarten durften, 
weit übertrafen. Wir sprechen der Firma Springer für aile ihre Be- 
mühungen und ihr Entgegenkommen unseren aufrichtigen Dank aus. 

J ait a (Krim), am 28. September 1935- 


P. Alexandroff. 
H. Hopf. 
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Seite 23, zweite Zeile v. u. 
FuÛnote der Seite 24. 


(des Textes): das Zeichen bezieht sich auf die 


Seite 114, zweite Zeile v. ii. : lies ,,Satz IV“ statt ,,Satz III“. 
Seite 254, FuBnote: lies „FuBnote 1 “ statt „FuBnotc 2“. 

Seite 280, Zeile 22 v. o. : lies „ . . . entgegcn der irreduziblen 
von statt ,,entgegen seiner . . 


Geschlossenheit 


Seite 286 lies, in Satz XIV: ,,w ££: 2*^ statt ■ 1“ 
Seite 392, erste Zeile: lies ,,Satz 1“ statt ,,Satz II“. 



Einleitung. 

§ 1 . 

1 . Topologie ist Stetigkeitsgeometrie ; sie handelt von denjenigen 
Eigenschaften geometrischer Gebilde, welche bei ,,topologischen'\ d. h. 
eineindeutigen und in beiden Richtungen stctigen, Abbildungen erhalten 
bleiben — von Eigenschaften also, welche jedenfalls nichts mit GrôBen- 
verhâltnissen zu tun haben —, und sie handelt auch von den stetigen 
Abbildungen selbst. 

Es ist nicht ganz einfach, dieser Erklàrung der Topologie einen 
prâzisen Sinn zu geben; denn dazu gehort vor allem eine strenge Défi- 
nition eines ,,geometrischen Gebildes''. Das wird spâter nachgeholt 
werden; in dieser Einleitung, die nur einen ersten und allgemeinen 
Überblick über den Gegenstand des Bûches geben soll und auf die wir 
uns spâter niemals berufen werden, seien uns überhaupt etwas vage 
Vorstellungen und unbestimmte Ausdrücke gestattet; deren Zerlegung 
in exakte Begriffe wird ohnehin nachher eine der Hauptaufgabcn des 
Bûches sein. 

2. Die ersten Gebilde, die man unter topologischem Gesichtspunkt 
betrachtet hat, waren Polygone und Polyederflâchen oder, wie man zu 
sagen pflegt, Strccken- und Flâchenkomplexe ; das Wort ,,Komplex‘‘ 
deutet dabei an, daB die betreffenden Figuren als Système einzelner 
Strecken bzw. ,,elcmentarer Flàchenstücke'* (von denen jedes auf ein 
konvexes Vieleck topologisch abgebildet werden kann) aufgefaBt wer- 
den. Mit diesen Gebilden hat sich Euler beschâftigt — die Entdeckung 
des Eulerschen (richtiger^: Descartes-Eulerschen) Polyedersatzes darf 
wohl als das erste wichtige Ereignis in der Topologie gelten (1752). 

Der Satz lautet, um daran zu erinnern, folgendermaBen : Ist eine 
"iCugelflâche irgendwie in elementare Flâchenstücke zerlegt, so sind die 
Anzahlen ocq, ^ 2 » der Eckpunkte, Kanten und Flâchenstücke, die 
héi der Zerlegung auftreten, durch die Beziehung 
. ocç^ ~ + 0C^ = 2 

miteinander verknüpft ; dabei darf die Kugelflâche durch eine beliebige 
andere Flâche ersetzt werden, welche mit ihr ,yhomdomorph*\ d. h. 
welche ihr topologisches Bild ist 2 . 

^ Erst im Jahre I86O erfuhr man, daÛ sich die Polyederformel bereits in einem 
unverôffentlichten Fragment von Descartes befindet. 

2 DaÛ Euler den Satz nicht in dieser Allgemeinheit ausgesprochen hat, 
braucht uns hier nicht zu stôren. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Einleitung. 


8. Auch Gauss verdankt die Topologie eine Entdeckung von hoch- 
ster Bedeutung: je zwei einfach geschlossenen, zueinander fremden 
Kurven im dreidimensionalen Raum ordnet er mittels eines Intégrais 
eine ganze Zabi — ihre ,,Verschlingungszahr' — zu; sie ist dann und 
nur dann Null, wenn die Kurven in dem Sinne ,,unverschlungen'' sind, 
daB sich in die eine ein orientierbares Flâchenstück einspannen lâBt, 
welches von der anderen Kurve nicht getroffen wird^ 

4 . Man bemerkt einen prinzipiellen Unterschied zwischen dem Be- 

griff der Verschlingung und derjenigen Eigenschaft, von welcher der 
Eulersche Polyedersatz handelt; der Polyedersatz bezieht sich auf aile 
Flâchen, welche mit der Kugel homôomorph sind; er bat nichts mit 
dem Raum zu tun, in dem die Flâche liegt ; er handelt — um dieselbe 
Tatsache noch anders auszudrücken — von einer ,,inneren“ Eigenschaft 
oder einer Eigenschaft der ,,GestaW' der Flâche. Betrachtet man eine 
Flâche von anderer ,,GestalP', so hat die entsprechend definierte Zabi 
^0 + ^2 nicht mehr den Wert 2; im Falle einer geschlossenen 

Ringflâche, eines „Torus‘‘, ist sie — um nur ein Beispiel zu nennen — 
gleich Null. 

Dagegen gibt die Verschlingungszahl nicht eine ,,innere“ Eigen- 
schaft der Figur an, auf die sie sich bezieht — diese Figur besteht 
aus einem Paar zueinander fremder geschlossener Kurven, und je zwei 
solche Paare sind einander homôomorph; erst die Art, wie diese Kurven 
im Raume liegen, bestimmt den Wert der Verschlingungszahl. Diese 
drückt daher eine Eigenschaft der y,Lage*' einer Figur aus. 

Es gibt somit topologische Eigenschaften der Gestalt und topo- 
logische Eigenschaften der Lage; die einen bleiben erhalten, wenn man 
die Figur selbst, ohne den umgebenden Raum, topologisch abbildet; 
die anderen im allgemeinen nur dann, wenn man den ganzen Raum, 
welcher die Figur enthâlt, einer topologischen Abbildung unterwirft. 

5. Gauss hat (im Jahre 1833) Zustand der Topologie durch 
die folgenden Worte charakterisiert : ,,Von der Geometria situs, die 
Leibniz ahnte und in die nur ein paar Geomctern, Euler und Vander- 
MONDE, einen schwachen Blick zu tun vergônnt war, wissen und haben 
wir nach anderthalb hundert Jahren noch nicht viel mehr als nichts. “ 
Auch das — von Gauss angeregte — Buch von Listing: ,,Vorstudien 
zur Topologie' ‘ (1847) sowie die Untersuchungen des Physikers Kirch- 
HOFF über Streckenkomplexe (1847) vermochten, so intéressant sie an 
sich sind, diesen Zustand nicht erheblich zu verbessern. 

6. Die erste Période systematischer topologischer Forschung, welche 
wesentliche Fortschritte gezeitigt hat, beginnt mit Riemann. VeranlaBt 
durch die geometrische Deutung funktionentheoretischer Begriffe unter- 
sucht er in seiner Dissertation (1851) die Zusammenhangsverhâltnisse 

1 Vgl. Kap. XI, §§ 1, 2 und den Anhang zu Kap. XII; die Abbn. 30 und 32 
zeigen unverschlungene, die Abbn. 29 und 31 verschlungene Kurvenpaare. 
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der Flâchen, und in einer weiteren, ebenfalls funktionentheoretischen 
Abhandlung (1857) setzt er diese Untersuchungen fort. Systematische 
Arbeiten von Môbius (I863), Jordan (1866), Schlâfli (1872), Dyck 
(1888) bringen insbesondere das Problem der Klassifizierung der ge- 
schlossenen Flâchen zum AbschluB: man hat ein voiles Invarianten- 
system für die Gestalten der geschlossenen Flâchen gefunden; es be> 
steht ans zwei Angaben: erstens der Eigenschaft, orientierbar oder 
nicht orientierbar zu sein, und zweitens dem Wert der Charakteristik 
— also der Eulerschen Zahl ocq ocj^ 0 C 2 —, die man auch durch das 
,,Geschlecht'' der Flâche ausdrücken kann^. 

7 . Die Bedeutung des Begriffes der ,,Flâche*‘ in der Théorie der 
analytischen Funktionen und in anderen Zweigen der Analysis führte 
notwendigerweise zu der Erkenntnis, daB die Beschrânkung auf die 
Zahl Zwei als — geometrisch gesprochen — Dimensionszahl oder — 
analytisch gesprochen — Anzahl der unabhângigen Parameter weder 
zweckmâBig noch gerechtfertigt sei. Der Begriff des w-dimensionalen 
Euklidischen Raumes als des Kontinuums von n reellen Verânder- 
lichen^ war um die Mitte des 19- Jahrhunderts den Geometern bekannt 
(Grassmann, 1844 und I86I; Schlâfli, 1852). Stellt der i?” die Ver- 
allgemeinerung der einfachsten Flâche, nâmlich der Ebene, dar, so 
wird der Begriff der beliebig gestalteten Flâche durch den Begriff der 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit verallgemeinert : eine w-dimensionale 
Mannigfaltigkeit wird als ein Kontinuum erklârt, welches im Kleinen 
Euklidisch ist, d. h. in welchem jeder Punkt eine Umgebung besitzt, 
die auf n unabhângige Parameter bezogen werden kann, die also, mit 
anderen Worten, einem Gebiet des homôomorph ist. Von dieser 
,,abstrakten'' oder ,,inneren‘' Définition geht Riemann bei seinen all- 
gemeinen differentialgeometrischen Betrachtungen ans (1854). Ins- 
besondere wird durch jedes System von N — n Gleichungen zwischen 
N reellen Verânderlichen eine w-dimensionale Mannigfaltigkeit im R^ 
erklârt — vorausgesetzt, daB die Gleichungen gewisse Regularitâts- 
und Unabhângigkeitsbedingungen erftillen^; die Untersuchung solcher 
im R^ realisierten Mannigfaltigkeiten lag aus algebraischen Grtinden 
besonders nahe. 


^ Wir werden in diesem Buch auf die Klassifikation der Flâchen nur an- 
deutungsweise eingehen (Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI) ; eine ausführliche 
Darstellung findet man in dem Lehrbuch von Seifert-Threlfall, Kap. VI. 
[Ein Verzeichnis topologischer Bûcher befindet sich am Ende unseres Bûches.] 
2 Terminologische Bemerkung: Unter verstehen wir in dem ganzen Buch 
immer den tî-dimensionalen Euklidischen Raum. 

2 Die Nullstellen des Funktionensystems fi{x^, ^^) (t == 1,2,..., 

N — n) bilden eine w-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls die Funktionen /,• stetige 
partielle Ableitungen besitzen, deren Matrix überall (d. h. in jeder Nullstelle des 
Systems) den Rang N — n hat, und falls femer die Menge der Nullstellen zusam- 
menhângend ist. 

1 * 
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Wenn auch die f^-dimensionale Geometrie für ^ > 3 die Vorteile 
der unmittelbaren Anschaulichkeit verliert, so hat man doch erkannt, 
daB die geometrische Sprache bei der Behandlung vieler analytischer 
und algebraischer Fragen besonders kurz und treffend ist; zwar lâBt 
sie sich, wenn man es will, immer vermeiden, und mitunter bedeutet 
ihre Ersetzung durch die Ausdrucksweise der Analysis keinen Schaden ; 
jedoch gibt es Problème, wo die analytische Sprache hôchst unbequem 
wird — und zu diesen Problemen gehôren gerade diejenigen, die nicht 
von GrôBen, sondern von qualitativen Eigenschaften handeln, also ins- 
besondere aile Problème der Topologie^. 

8 . Der erste Beitrag zur Topologie beliehig-dimensionaler Mannig- 
faltigkeiten stammt wohl von Schlâfli (1852); er übertrug den Euler- 
schen Polyedersatz auf n-dimensionale konvexe Polyeder, wobei sich 
ein wesentlicher Unterschied zwischen den geraden und den ungeraden 
Dimensionszahlen n herausstellte. 

Die Môglichkeit, âhnliche gestaltliche Invarianten, wie sie für die 
Flâchen existieren (Nr. 6), auch für mehrdimensionale Mannigfaltig- 
keiten aufzustellen, war Riemann ~ wie aus einem nachgelassenen 
Fragment hervorgeht — bekannt. Bestimmtere Form gewann diese 
Môglichkeit in einer Arbeit von Betti (1870). 

Kronecker behandelte die Frage nach der Anzahl der gemein- 
samen Nullstellen mehrerer reeller Funktionen mit einer Méthode, die, 
der Form nach analytisch, in die Topologie der n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten gehôrt (I 869 , 1873, 1878). Vorlâufer besitzt diese Théorie 
der y, Kronecker schen CharakteristiW^ bereits in dem ersten und dem 
vierten Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra von Gauss. Mit 
Hilfe der Kroneckerschen Méthode hat spater Dyck (I 890 ) wesentliche 
Fortschritte in der Untersuchung der gestaltlij:hen Eigenschaften von 
w-dimensionalen Mannigfaltigkeiten erzielt. 

Aber aile diese Arbeiten waren nur Vorboten der neuen und groBen 
Disziplin, zu welcher die Topologie der w-dimensionalen Mannigfaltig- 
keiten unter den Hânden von Poincaré werden soUte (1895). 

9. Inzwischen war, unabhângig von dem Aufbau der Théorie der 
Mannigfaltigkeiten, der Grundstein zu dem anderen Flügel des Ge- 
bâudes der Topologie gelegt worden: G. Cantor hatte (in den Jahren 
1879—1884) die Mengenlehre und damit die mengentheoretische Topo- 
logie geschaffen. Ihr Grundbegriff — der des Hâufungspunktes — so- 
wie die ersten Sâtze über abgeschlossene Mengen bilden den fundamen- 
talen, aber nicht den einzigen unmittelbaren Beitrag Cantors zur 

^ Wir haben uns in dem letzten Absatz eng an die Einleitung zu Poincarés 
„ Analysis Situs*' [J. Ec. Polyt. ( 2 ), 1] angelehnt. Wir weisen bei dieser Gelegen- 
heit auch auf den SchluBabsatz dieser Poincaréschen Einleitung hin, den wir uns 
im Hinblick auf das vorliegende Bu ch zu eigen machen. 

* Vgl. Kap. XII dieses Bandes. 
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Topologie: er schuf auBerdem sowohl den Begriff des „Zusammen- 
hanges*'^ als auch den Begriff der — heute seinen Namen tragenden — 
allgemeinen ebenen Kurven^. Ans seinen Sâtzen hat man gelernt, daB 
der Begriff der „beliebigen‘' Punktmenge des Euklidischen Raumes zu 
interessanten topologischen Fragen AnlaB gibt, und daB man manche 
derartige Fragen mit den Methoden der Mengenlehre beantworten kann. 
Dieser Erkenntnis entsprang eine auBerordentlich lebhafte und frucht- 
bare Entwicklung, die mit den ftir ihre Zeit bahnbrechenden Arbeiten 
von ScHOENFLiES über die mengentheoretische Topologie der Ebene 
beginnt (1900, 1908) und die seitdem in verschiedenen Richtungen 
fortschreitet. Wir heben aus ihr hier etwa die Théorie der irreduziblen 
Kontinuen, die Théorie der lokal-zusammenhàngenden Kontinuen und be- 
sonders die BROUWER-URYSOHN-MENGERsche Dimensionstheorie hervor^. 

10. Poincaré und Cantor dürfen wir als die eigentlichen und un- 
mittelbaren Begründer der Topologie ansehen. Bevor wir aber die 
Hauptlinien in der Entwicklung unserer Wissenschaft weiter verfolgen, 
ist es angebracht, einen Blick auf diejenigen mathematischen Ereig- 
nisse im 19. Jahrhundert zu werfen, welche diese Entwicklung mittel- 
bar vorbereitet haben. Wir nennen hier: die Entdeckung der Nicht- 
euklidischen Geometrie; das Entstehen der projektiven Geometrie; die 
Begründung der n-dimensionalen Elementargeometrie durch Grass- 
MANN undScHLÂFLi; Riemanns Untersuchung der ,,Hypothesen, welche 
der Geometrie zugrunde liegen'"; die Schaffung des Begriffes der Rie- 
mannschen Flâche. Das Gemeinsame, was diese Disziplinen mit sich 
gebracht haben und worauf es uns hier ankommt, kann ,,abstrakte 
Raumkonstruktion'' genannt werden. Wâhrend bis dahin eine geo- 
metrische Figur stets als ein Gebilde aufgefaBt wurde, das aus den 
Elementen des gewôhnlichen dreidimensionalen Raumes (Punkten, Ge- 
raden usw.) zusammengesetzt ist, tritt in den erwahnten geometrischen 
Theorien immer deutlicher ein ganz neuer Gesichtspunkt hervor: eine 
Figur, oder der Raum, als Tràger von Figuren, wird immer mehr zu 
einer Menge von Elementen, deren individuelle Natur gleichgültig ist, 
die aber untereinander durch feste Beziehungen verknüpft sind, und 
diese Beziehungen sind das Wesentliche; sie machen die Menge der 
Elemente zu einem Rauniy die Gesamtheit ihrer Eigenschaften zu einer 
Geometrie. Diese Auffassung hat das Wesen der ganzen modernen Geo- 
metrie bestimmt; in den Untersuchungen über die Grundlagen der 
Geometrie hat sie sich zu voiler Klarheit entfaltet; in der Entwicklung 
der Topologie ist sie ein unentbehrlicher Bestandteil. 

1 Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 14, und Kap. II, § 6. 

2 Eine ebene Punktmenge heiût eine Cantorsche Kurve, wenn sie aus mehr 
als einem Punkt besteht, abgeschlossen, beschrànkt, zusammenhângend ist und 
keinen inneren Punkt enthâlt. 

3 Vgl. den § 3 dieser Einleitung. 
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In zwei verschiedenen Richtungen hat die abstrakte Raumkonstruk- 
tion in der Topologie Anwendung gefunden, und sie hat damit zwei 
prinzipiell verschiedene Raumbegriffe geliefert ; diese entsprechen ziem- 
lich genau den beiden Teilen der Topologie, von denen der eine durch 
den Namen Poincaré, der andere durch den Namen Cantor gekenn- 
zeichnet ist. 

11 . Bei Cantor ist ein geometrisches Gebilde eine beliebige Punkt- 
menge des Euklidischen Raumes. Aber dieser Standpunkt erwies sich 
in der mengentheoretischen Topologie als unnotig speziell: man sah 
ein, daB die meisten Begriffsbildungen nicht von den speziellen Eigen- 
schaften der Euklidischen Râume abhangen, und daB es Mengen gibt, 
die nicht als Punktmengen Euklidischer Râume definiert sind und 
trotzdem in zweckmâBiger Weise zum Gegenstand mengentheoretisch- 
topologischer Untersuchungen gemacht werden kônnen. Man verdankt 
diese Einsicht Fréchet (1906). Es handelt sich dabei durchaus nicht 
um künstliche Konstruktionen, sondern etwa um Riemannsche Flâchen, 
Phasenràume mechanischer Système, Funktionenrâume (diese ins- 
besondere bei Fréchet) usw. Die abstrakte Raumkonstruktion ist der- 
art, daB diese Gebilde ,,topologische Râume'' sind; das bedeutet: in der 
betreffenden Menge ist ein N achbarschaftsbegriff eingeführt, welcher es 
gestattet, von stetigen Abbildungen als von solchen zu sprechen, welche 
,,benachbarte'' Elemente wieder in ,,benachbarte‘' Elemente über- 
führen. Die ,,NachbarschafF' kann durch Vermittlung verschiedener 
anderer Begriffe erklârt werden, durch ,,Entfernung‘', ,,Umgebung“, 
„Konvergenz''^. 

Mit diesen von Fréchet geschaffenen Ideen der sogenannten ,,ab- 
strakten'' Topologie beginnt eine neue Epoche der mengentheoretischen 
Topologie; die allgemeinen topologischen Raumbegriffe sind seitdem 
zum unentbehrlichen Bestandteil nicht nur der Topologie selbst, son- 
dern vicier Zweige der Analysis und Géométrie geworden. 

12. Natürlich ist es, um konkrete Resultate zu erhalten, nôtig, die 
sehr groBe Allgemeinheit der topologischen Râume durch geeignet ge- 
wâhlte Axiomensysteme einzuschrânken. Als ein besonders glücklich 
gewâhltesAxiomensystem muB man dasjenige von HAUSDORFF^ansehen. 
Hausdorffs Buch ,,Grundzüge der Mengenlehre*' (1914) ist ein Mark- 
stein in der Entwicklung der topologischen Raumtheorie. 

Das Ziel: ausgehend von sehr allgemeinen Ràumen durch schritt- 
weise Einführung môglichst weniger und natürlicher Axiome zu spe- 
ziellen und konkreten Gebilden zu gelangen — dieses Ziel ist heute in 
dem folgenden Sinne erreicht: man kann vom topologischen Stand- 
punkt aus — d. h. bis auf Homôomorphien — einerseits aile, anderer- 
seits insbesondere die abgeschlossenen und beschrânkten, Punktmengen 
der Euklidischen Râume (beliebiger Dimension) unter allen topologischen 

2 Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 8, sowie § 6. 


1 Vgl. Kap. I. 
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Râumen durch eine geringe Zabi einfacher und begrifflich naheliegender 
Axiome charakterisieren^. 

13. Verlassen wir jetzt die von Cantor ausgehende Richtung und 
kehren wir zu Poincaré zurück. Zwar ist auch der Hauptgegenstand 
seiner Untersuchung, die w-dimensionale Mannigfaltigkeit, zunâchst im 
Grunde genommen mengentheoretisch definiert : nàmlich als zusammen- 
hàngende Punktmenge eines (A'-dimensionalen) Euklidischen Raumes, 
deren Punkte sâmtlich solche Umgebungen besitzen, welche Gebieten 
des homôomorph sind {n <C N) \ jedoch sieht sich Poincaré — auf 
Grund einer Kritik von Heegaard — im Interesse einer strengen Be- 
gründung seiner Ergebnisse bald genôtigt (1899), eine Voraussetzung 
hinzuzufügen, welche der weiteren Théorie eine ganz andere Richtung 
gibt: es soll môglich sein, die Mannigfaltigkeit in ,,Zellen‘' zu zerlegen, 
welche topologische Bilder w-dimensionaler kon vexer Polyeder sind und 
welche, wenn überhaupt, so lângs gemeinsamer Seiten beliebiger Dimen- 
sion aneinanderschlieüen. Diese Zellenzerlegung wird dann der eigent- 
liche Gegenstand der Untersuchung. 

14. Wir fügen hier eine terminologische Bemerkung ein, welche für 
das ganze Buch Gültigkeit hat. Eine Punktmenge, welche in der eben 
angedeuteten Weise in Zellen zerlegt werden kann, nennen wir ein 
Polyeder] die — im Fall einer ,,geschlossenen'' Mannigfaltigkeit end- 
liche, im Fall einer ,,offenen'' Mannigfaltigkeit abzâhlbare — Menge 
der Zellen und ihrer Seiten selber nennen wir einen Komplex^. 

Die Poincaréschen Mannigfaltigkeiten sind also Polyeder, welche — 
neben der Bedingung, zusammenhàngend zu sein — die folgende Be- 
dingung erfüllen: sie sind ,,im Kleinen Euklidisch'*, d. h. jeder Punkt 
besitzt eine Umgebung, die einem Gebiet des homoomorph ist. 

15. Die Richtung, in welcher, wie wir oben (Nr. 13 ) angedeutet 
haben, Poincarés Untersuchung der Mannigfaltigkeiten fortschreitet, 
lâBt sich jetzt so charakterisieren : Gegenstand der Untersuchung wird 
ein KompleXy also ein System von endlich oder hôchstens abzâhlbar 
vielen Elementen; die Eigenschaften der Mannigfaltigkeit, die studiert 
werden sollen, werden durch Eigenschaften des Komplexes ersetzt, und 
diese Eigenschaften des Komplexes sind durch die „Inzidenzen'‘ seiner 
Elemente, d. h. durch die Art, wie diese aneinandergefügt sind, be- 
stimmt. Poincaré gelangt so — um nur sein erstes Hauptresultat zu 
nennen — zu der strengen Définition der ,,Bettischen Zahlen*', welche 
Verallgemeinerungen der Zusammenhangszahl einer Flâche sind. 

1 Kap. IX, § 3 , Satz IX: MENGER-NôBELiNGscher Einbettungssatz für ab- 
geschlossene beschrünkte Punktmengen. Wenn man den diesem Satz zugrunde 
liegenden Dimensionsbegriff auf beliebige Mengen erweitert, erhàlt man eine topo- 
logische Charakterisierung aller Punktmengen der Euklidischen Ràume. 

2 Vgl. Kap. III, § 1 , sowie §4, Nr, 2 ; die Polyeder, von denen wir jetzt spre- 
chen, sind im allgemeinen ,,krumme“ Polyeder im Sinne von § 4 a. a. O. 
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Die Méthode bei diesen Untersuchungen ist algebraisch; man ar- 
beitet systematisch mit Hilfsmitteln wie Linearformen, Matrizen, Grup- 
pen, und es entsteht eine in sich geschlossene Théorie — die ,,kombina- 
torische Topologie" oder auch „Topologie der Komplexe" —, die man 
geradezu als Zweig der reinen Algebra ansehen kann^. Nach Poincaré 
hat diese Disziplin eine neue Blüte besonders dank den Arbeiten von 
Veblen, Alexander, Lefschetz (hauptsâchlich in dem Jahrzehnt 1920 
bis 1930) erlebt. 

16. In der kombinatorischen Topologie spielt der „Komplex“ die 
Rolle des ,,geometrischen Gebildes", âhnlich wie der ..topologische 
Raum“ in der abstrakten mengentheoretischen Topologie; der Kom- 
plex ist der in abstrakter Weise konstruierte „Raum“ (vgl. Nr. 10)^, 
dessen „Geometrie“ eben die kombinatorische Topologie ist; es kommt 
also (vgl. Nr. 10) nicht auf die Natur der Elemente (welche ursprüng- 
lich ZeUen sind) an, sondern nur auf die Beziehungen zwischen ihnen, 
d. h. auf ihre „Inzidenzen“ (Nr. 15). Somit kann man kombinatorische 
Topologie treiben, auch wenn die Elemente nicht Zellen sind, der Kom- 
plex also nicht durch die Zerlegung eines Polyeders gegeben ist, voraus- 
gesetzt, dafi zwischen den Elementen gewisse Beziehungen erklârt sind, 
welche den Inzidenzen entsprechen. 

Diese Erkenntnis, die in voiler Schârfe Dehn und Heegaard in 
ihrem Enzyklopâdie-Artikel (1907) herausgearbeitet haben, hat der 
kombinatorischen Topologie neue Anwendungsmôglichkeiten erôffnet, 
welche sich neuerdings in der topologischen Théorie viel allgemeinerer 
Gebilde, als es die Polyeder sind, auberordentlich bewahrt haben®. 

17. Ursprünglich und hauptsâchlich aber bilden die Polyeder das 
Anwendungsgebiet der kombinatorischen Topologie; man will den 
Komplex, welcher die Zellenzerlegung eines Polyeders darstellt, zur 
Auffindung und Untersuchung topologischer Eigenschaften des Polyeders 
benutzen. Für jede einzelne Eigenschaft des Komplexes erhebt sich 
die Frage: ist sie eine ,,topologische Invariante" des Polyeders, d. h. : 
kommt dieselbe Eigenschaft jeder anderen Zerlegung desselben sowie 
jedes homôomorphen Polyeders zu? Bei manchen Eigenschaften des 
Komplexes — so bei den Bettischen Zahlen — ist man aus guten Grün- 
den zu der Erwartung berechtigt, dab sie derartige invarianten seien. 

Aber die Aufgabe, diese Invarianz streng zu beweisen, stieb auf 
eine prinzipielle Schwierigkeit : die Begriffe der kombinatorischen 
Topologie — die sich auf einen Komplex beziehen — sollen mit den 

^ Der für beliebige Komplexe gültige Teil dieser Théorie ist in Kap. IV — VII 
dieses Bûches, der nur für die Zellenzerlegungen von Mannigfaltigkeiten gültige 
Teil wird im 3. Band dargestellt. 

® Man kann einen Komplex sogar in vemünftiger Weise als ,, topologischen" 
Raum im Fréchetschen Sinne auffassen; vgl. Kap. III, § 1, Nr. 8. 

» Vgl. Kap. III, § 4, Nr. 3 und Kap. IX, § 3- Im 2. Band werden diese An- 
wendungen der kombinatorischen Topologie eine noch grôfiere Rolle spielen. 
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ganz andersartigen Begriffen der mengentheoretischen Topologie — 
nâmlich mit Eigenschaften von Polyedern, also von Punktmengen — 
in Verbindung gebracht werden. Man batte zwar eine Topologie der 
Komplexe, und man batte eine Topologie der Punktmengen, aber es 
feblte zunâcbst eine ,, Topologie der Polyeder‘', in welcber sicb beide 
miteinander verbânden. 

18 . Nicbt nur für die von Poincaré gescbaffenen Begriffe der 
kombinatoriscben Topologie, sondern für einen ganz elementaren und 
uralten Begriff blieb das Invarianzproblem lange Zeit ungelost: für 
den Begriff der Dimension, Nacbdem einerseits Cantor die Môglicb- 
keit einer eineindeutigen, jedocb unstetigen, Abbildung eines w-dimen- 
sionalen auf einen bôberdimensionalen Würfel nacbgewiesen, nacbdem 
andererseits Peano eine eindeutige und stetige, jedocb nicbt einein- 
deutige, Abbildung einer Strecke auf eine Quadratflacbe konstruiert 
batte, wurde man sicb der Aufgabe bewuBt, die Unmoglicbkeit analoger 
eineindeutiger und stetiger, also topologiscber, Abbildungen zu beweisen 
und damit zu zeigen, daB die Dimension eines Euklidiscben Raumes 
eine topologiscbe Invariante ist. Es lag bier ein Problem vor, das nicbt 
nur für die Geometrie, sondern aucb für die Grundlagen der Analysis 
von der grôBten Bedeutung war. 

Brouwer bat als ers ter die Invarianz der Dimensionszabl bewiesen 
(1911). Dieser Beweis ist der Beginn einer neuen Epocbe in der Ent- 
wicklung der Topologie: seine Metbode der ,,simplizialen Approxima- 
tion*' und des ,,Abbildungsgrades“ stetiger Abbildungen ist kraftvoll 
genug, um die Widerstânde beim Aufbau der ,, Topologie der Polyede/' 
zu durcbbrecben, in erster Linie also, um die notwendigen Invarianz- 
beweise zu fübren^. In ibrer Wirksamkeit aber reicbt diese Metbode 
weit über die Durcbfübrung der Invarianzbeweise binaus; sie ist eine 
derjenigen Scbôpfungen, durcb welcbe Brouwer, neben Cantor und 
Poincaré, zum Begründer der beutigen Topologie geworden ist. 

19 . Teils unter den Hânden Brouwers in unmittelbarem An- 
scbluB an den ersten Invarianzbeweis und im wesentlicben mit der- 
selben Metbode —, teils in einer zweiten Période, insbesondere dank 
den neuen Ideen, durcb welcbe Alexander und Lefschetz die Geo- 
metrie bereiebert baben, bat die Polyedertopologie bedeutende Ergeb- 
nisse gezeitigt ; wir beben bier nur die markantesten unter ibnen bervor : 

Brouwer entwickelte die Tbeorie des Abbildungsgrades weiter^; er 
gelangte unter anderem zum Beweis des Satzes von der ,,Gebiets- 

^ Die Arbeiten von Brouwer selbst beschâftigen sich nicht mit den Invarianz- 
beweisen für die GrôÛen der kombinatoriscben Topologie. Der erste Beweis für 
die Invarianz der Bettischen Zahlen ist von Alexander erbracht worden (1915); 
ihm folgten spâter weitere Invarianzbeweise von Alexander, welcbe ebenfalls 
auf simplizialen Approximationen beruben. Die Brouwer-Alexanderscbe Beweis- 
metbode für Invarianzsàtze ist im Kap. VIII dieses Bandes dargestellt. 

2 Kap. XII. 
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invarianz“i und zu den berühmten ersten Sâtzen über Fixpunkte und 
Vektorfelder (1911)^; gerade diese Untersuchungen und Ergebnisse 
haben infolge ihrer Bedeutung für groBe Teile der Geometrie wie der 
Analysis die Aufmerksamkeit breiterer Kreise von Mathematikern auf 
die topologische Forschung gelenkt. Brouwer bewies ferner (1912) 
den Jordanschen Satz für den ^-dimensionalen Raum vollstândig, nach- 
dem für einen wichtigen Teil dieses Satzes ein Beweis von Lebesgue 
skizziert worden war (1911). 

Alexander entdeckte den nach ihm benannten ,,Dualitâtssatz'' 
(1922)3; er hat damit die Kenntnisse von den Lageeigenschaften eines 
(krummen)^ Polyeders im w-dimensionalen Raume in einer überraschen- 
den und bis heute nicht übertroffenen Weise bereichert. Der Jordan- 
Brouwersche Zerlegungssatz wird dabei in eine systematische Théorie 
der Verschlingungen eingeordnet; dieser wichtige Zusammenhang war 
übrigens zuerst von Lebesgue erkannt worden und bildete die Beweis- 
idee in seiner erwàhnten Skizze^. 

Lefschetz brachte das Problem der Anzahl der Fixpunkte bei einer 
Abbildung einer Mannigfaltigkeit in sich in gewissem Sinne zum Ab- 
schluB: er drückt die ,,algebraische‘' Anzahl der Fixpunkte durch eine 
Formel aus, in welcher nur GrôBen auftreten, die bei einer vorgelegten 
Abbildung als bekannt gelten dürfen (1926)®. 

20 . Die Erfolge in der Polyedertopologie entspringen der Verbin- 
dung algebraischer und mengentheoretischer Methoden. Bei tieferem 
Eindringen in das Wesen dieser Verbindung gewann man die Über- 
zeugung, daB die Polyeder zwar ihr nâchstliegendes, aber doch ein 
unnôtig spezielles Anwendungsgebiet darstellen; man erkannte, daB 
auch an viel allgemeineren Gebilden kombinatorische und mengen- 
theoretische Eigenschaften organisch miteinander verbunden sind. 

So kam man dazu, die Methoden der kombinatorischen Topologie 
auf beliebige Punktmengcn anzuwenden. Ein neuer Aufschwung der 
mengentheoretischen Topologie war die Folge; es entstand eine neue 
Richtung, die man als ,,allgemeine geometrische Théorie der abgeschlos- 
senen Mengen'‘ bezeichnen kann*^. 

Der Begründer auch dieser neuen Richtung ist Brouwer: an ihrem 
Beginn steht sein ,, Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve'' 
(1912). In der weiteren Entwicklung konnte man an eine bereits vor- 

1 Kap. X, § 2. 2 Kap. XII, § 3. ^ Kap. XI, § 4. ^ Kap. III, § 4, Nr. 2. 

® Diese Idee kommt am klarsten in demjenigen Alexanderschen Beweis zum 
Ausdruck, der in dem ,,Anhang“ zum Kap. XI dargestellt ist. 

® Der ursprüngliche, für Mannigfaltigkeiten gültige Beweis der Fixpunkt- 
formel soll im 3- Band dargestellt werden. Im Kap. XIV des vorliegenden Bandes 
wird die Lefschetzsche Formel für beliebige Polyeder bewiesen; dieser Beweis 
stammt von H. Hopf, 

^ Kap. IX, § 3 des vorliegenden Bandes gehôrt in diese Théorie; der 2. Band 
wird ihr in erster Linie gewidmet sein. 



Einleitung. 


11 


her erfolgte bedeutende Entdeckung von Lebesgue anknüpfen: der 
von ihm aufgestellte „Pflastersatz“ (I911)i wurde der Ausgangspunkt 
für die Anwendung kombinatorischer Methoden in der Dimensions- 
theorie*. 

§ 2 . 

1 . Einer auf prinzipielle und abschlie/Sende Erkenntnisse gerichteten 
topologischen Forschung bieten sich in ers ter Linie zwei verschiedene 
Ziele dar: einerseits eine Théorie der Gestalt und Lage môglichst all- 
gemeiner Punktmengen — wenigstens so allgemein, daü die abgeschlos- 
senen und beschrânkten Mengen der Eukiidischen Râume mit umfaBt 
werden —, andererseits eine spezielle Théorie der Mannigjaltigkeiten, 
durch welche insbesondere diejenigen Eigenschaften der Mannigfaltig- 
keiten vom Standpunkt der Topologie aus geklart werden, die bei den An- 
wendungen — so in der Funktionentheorie, Differentialgeometrie, Théorie 
der kontinuierlichen Gruppen — wichtig und merkwürdig erscheinen. 

Beide Theorien sind heute begonnen, aber nicht vollendet; in ihrem 
weiteren Ausbau darf man wohl die Hauptaufgaben der Topologie für 
die nâchste Zeit erblicken. 

2. Der Begriff des allgemeinen Polyeders — d. h. des Polyeders, das 
nicht notwendigerweise Mannigfaltigkeit ist, — steht in der Mitte zwi- 
schen dem Begriff der beliebigen Punktmenge und dem der Mannig- 
faltigkeit ; diese Zwischenstellung bringt es mit sich, daB die allgemeinen 
Polyeder als Gegenstand einer befriedigenden endgültigen Théorie nur 
in geringerem MaBc in Frage kommen. 

Trotzdem soll gerade die Topologie der n-dimensionalen allgemeinen 
Polyeder den Hauptinhalt des vorliegendcn ersten Bandes unseres Topo- 
logie-Buches bilden. Man kann zur Rechtfertigung dieser Auswahl 
erstens die Tatsache anführen, daB ja fast aile materiellen Gegen- 
stânde, mit denen man es im tâglichen Leben zu tun hat, Polyeder 
— aber im allgemeinen nicht Mannigfaltigkeiten — sind (vgl. die Ab- 
bildungen 4 und 9), und daB dadurch die Untersuchung ihrer Eigen- 
schaften besonders nahegelegt ist. Wesentlich wichtiger erscheint uns 
ein Grand methodischer Natur: 

Es ist bereits gesagt worden (§1, Nr. 17ff.), daB die Polyedertopo- 
logie der Treffpunkt der algebraisch-kombinatorischen mit den mengen- 
theoretischen Methoden ist ; man darf aber weitergehen und behaupten : 

^ Der Satz lautet; Wenn man einen «-dimensionalen Würfel in hinreichend 
kleine abgeschlossene Stücke zerlegt. so gibt es notwendigerweise Punkte, die zu 
wenigstens « -f- 1 dieser Stücke gehôren. Der erste einwandfreie Beweis stammt 
von Brouwer (1913)- Unter den spâteren Beweisen ist besonders elementar der 
von Sperner (Abh. math. Sem. Hamburg VI). Wir beweisen den Satz im Kap. IX, 
§ 2 (Satz II). 

* Zu dieser neuen Richtung in der mengentheoretischen Topologie gehôren 
Arbeiten von Alexandroff, Vietoris, Lefschetz, Pontrjagin, Cech u. a. (be- 
ginnend 192$). 
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das Studium der allgemeinen Polyedertopologie bildet eine notwendige 
— oder zum mindesten hochst zweckmâBige — gemeinsame Grundlage 
für das Studium sowohl der Mannigfaltigkeiten als auch beliebiger 
Punktmengen; die Polyedertopologie darf mit besonders gutem Recht 
als elementare Topologie bezeichnet werden. 

Wir werden diese Behauptung sogleich prâzisieren und begründen. 

3. Der Apparat der kombinatorischen Topologie, den Poincaré für 
die Untersuchung der Mannigfaltigkeiten geschaffen hat, besteht im 
wesentlichen aus drei Teilen: 1. der Théorie der Zyklen und Beran- 
dungen, gewôhnlich als ,,Homologietheone'* bezeichnet, 2. der Théorie 
des Schnittes von zwei oder mehr Zyklen in einer Mannigfaltigkeit, 
3 . der Théorie der Fundamentalgruppe, 

Von diesen drei Teilen ist der erste weitaus der einfachste. Die 
Schnitt-Eigenschaften namlich sind insofern nicht elementarer Natur, 
als sie sich noch nicht an einem Komplex âuBern, der eine Zerlegung 
der Mannigfaltigkeit darstellt, sondern erst zutage treten, wenn man 
eine zweite, die ,, duale'', Zellenzerlegung heranzieht, deren Existenz 
eine merkwürdige und tiefliegcnde Eigentümlichkeit der Mannigfaltig- 
keiten ist^. Die Théorie der Fundamentalgruppe führt zu algebraischen 
Schwierigkeiten, welche unendliche nichtkommutative Gruppen be- 
treffen und die bis heute nur zum kleinen Teil überwunden werden 
konnten. Die Homologie-Theorie dagegen bezicht sich erstens — im 
Gegensatz zu der Schnitt-Theorie — nur auf den vorgelegtcn Komplex 
selbst, und zweitens besteht ihr algebraischer Inhalt aus Sàtzen über 
Gruppen, die — im Gegensatz zu der Fundamentalgruppe — Abelsche 
Gruppen mit endlichvielen erzeugenden Elementen sind, also Gruppen, 
die man vollstandig beherrscht^. 

Aus diesen Gründen ist es berechtigt, untcr den drei Teilen der 
kombinatorischen Topologie die Homologie-Theorie, und nur sic, als 
elemeniar zu bezeichnen. 

4. Nun stellt sich aber heraus: die Homologie-Theorie lâBt sich un- 
mittelbar, ohne jede Ànderung, auf beliehige Komplexe anwenden, d. h. 
auf Zellenzerlcgungen beliebiger Polyeder, nicht nur auf Mannigfaltig- 
keiten Nicht die Mannigfaltigkeiten, sondern die allgemeinen Polyeder 
liefern uns also in natürlicher Weise die Objekte, an denen wir die 
elementare kombinatorische Topologie studieren kônnen und an denen 
sich die elementaren Mcthoden der kombinatorischen Topologie weiter 
entwickeln lassen. Und gerade die auf diCvSe Weise ausgebildeten Me- 

^ Man vergleiche zur vorlü,ufigen Orientierung die dualen Würfelzerlegungen 
in Kap. XI, § 3 , Nr. 3 . 

2 Die gruppen theoretische Auffassung der Homologie-Theorie rührt von 
Emmy Noether her (1925; vgl. Jber. Deutsch. Math.- Ver einig. Bd. 34 , S. 104 ). 
Diese Auffassung hat unsere Darstellung in diesem Bûche bestimmt. 

® Eine solche unmittelbare Übertragung ist auch für die Théorie der Funda- 
mentalgruppe, jedoch nicht für die Schnitt-Theorie, môglich. 
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thoden der ,,Homologie-Theorie der Polyeder'' sind es andererseits auch, 
die immer mehr und mehr Herrschaft über die Problème der mengen- 
theoretischen Topologie erlangen und die sich insbesondere für eine 
systematische Théorie der beschrânkten abgeschlossenen — also sehr 
allgemeiner -- Mengen eignen. 

Soviel zur Rechtfertigung des Namens y.elementare Topologie'* für 
die Homologie-Theorie der Polyeder sowie des Standpunktes, daB das 
Studium dieser elementaren Topologie eine gute Grundlage für das 
Studium der wichtigsten anderen Zwcige der Topologie sei. 

5. Wenn wir somit diese elementare Topologie der Polyeder — nicht 
etwa der Komplexe ■— zum Mittelpunkt des Programmes für den vor- 
liegenden Band machen, so dürfte schon aus dieser Wahl ersichtlich 
sein, daB wir auf die Trennung von kombinatorisch-algebraischen und 
mengentheoretischen Methoden bewuBt verzichten, oder richtiger: daB 
wir die Überwindung dieser Trennung anstreben, auch wenn sie heute 
noch nicht in endgültiger Weise durchgeführt ist. 

Bei dieser Gelegenheit seicn — zur Vermeidung von MiBverstândnissen, 
welche immerhin denkbar waren — noch zwei Bemerkungen gemacht. 

Erstens: Mit dem, was wir über die Polyedertopologie als Grund- 
lage weiterer topologischer Gebiete gesagt haben, behaupten wir nicht, 
daB die Polyedertopologie die einzige derartige Grundlage sei. Eine 
zweite unentbehrliche Grundlage wird von den Elementen der Lehre 
vom topologischen Raumbegriff, also der ,,abstrakten“ Topologie, ge- 
bildet; die Kenntnis dieser Elemente ist eine Voraussetzung für jedes 
tiefere Eindringen in topologische Problème^. 

Zweitens: Wir behaupten nicht, daB die Methoden der Polyeder- 
topologie die einzigen, oder gar die idealen, Methoden seien, welche die 
Anwendung kombinatorischer Methoden auf mengentheoretische Pro- 
blème ermôglichen; wir glauben im Gegenteil, daB es in einiger Zeit 
môglich sein wird, diese Anwendungen durch Vermittlung anderer Be- 
griffsbildungen als derer aus der Polyedertopologie vorzunehmen, und 
wir halten es für wahrscheinlich, daB eine solche ,,polyederfreie" 
Théorie gewisse prinzipielle und praktische Vorzüge besitzen wird. 

6. Die Anordnung und Einteilung des Stoffes in dem vorliegenden 
Bande ist die folgende. Er zerfâllt in vier Teile. Der erste Teil (Kap. I 
und II) enthâlt die Elemente der mengentheoretischen Topologie. Der 
zweite Teil (Kap. III— -VII) besteht in einer Darstellung der kombina- 
torischen Topologie, unter Beschrânkung auf deren ,, elementaren" Teil, 
d. h. die für beliebige Komplexe gültige Homologie-Theorie (s. oben 
Nr. 3, 4). Im dritten Teil (Kap. VIII— X) wird die Homologie-Theorie 
auf Polyeder übertragen ; er handelt also von den sogenannten Invarianz- 
sâtzen. Den Inhalt des vierten Telles (Kap. XI— XIV), der den Titel 
,,Verschlingungen imR”. Stetige Abbildungen von Polyedern" trâgt, bil- 

^ Man vergleiche die Vorbemerkungen zum ,,Ersten Teil'* dieses Bandes. 
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den die konkreten Ergebnisse der allgemeinen Polyedertopologie : ins- 
besondere der Alexandersche Dualitâtssatz, der Brouwersche Abbil- 
dungsgrad und Fixpunktsàtze. 

Über Einzelheiten unterrichten die Inhaltsverzeichnisse, welche allen, 
und die Vorbemerkungen, welche manchen Kapiteln vorausgeschickt sind. 

7. Wir weisen noch auf diejenigen Punkte hin, in denen von dem 
soeben skizzierten Programm abgewichen wird: 

Im zweiten Teil wird der eigentlich kombinatorisch-topologische 
Standpunkt erst vom Kap. IV (dem zweiten Kapitel dieses Teiles) an 
eingenommen; das Kap. III behandelt die elementargeometrische Lehre 
von den Zellenzerlegungen von Polyedern; es stellt damit den Zusam- 
menhang zwischen Elément ar géométrie und kombinatorischer Topologie 
her, und auBerdem liefert es Hilfsmittel für die spâteren Invarianz- 
beweise. Noch an einer anderen Stelle des zweiten Teiles begeben wir 
uns aus der rein kombinatorischen Topologie in die Elementargeometrie : 
bei dem Satz, daB die Homologie-Eigenschaften eines Euklidischen 
Komplexes erhalten bleiben, wenn man mit dem Komplex eine „Unter- 
teilung** vornimmt (Kap. VI, § 2). 

Der dritte Teil ist nicht ausschlieBlich den Polyedern vorbehalten; 
vielmehr werden im AnschluB an eine der dort dargestellten Methoden 
für Invarianzbeweise die einfachsten Anwendungen kombinatorischer 
Methoden auf mengentheoretische Problème vorgenommen: insbesondere 
wird der Brouwersche allgemeine Dimensionsbegriff eingeführt, und 
einige Hauptsâtze der Dimensionstheorie — darunter der Menger- 
Nôbelingsche Einbettungssatz — werden dargestellt (Kap. IX, § 3) ; es 
wird ferner der für beliebige abgeschlossene und beschrânkte Mengen 
des Euklidischen Raumes gültige ,,Zerlegungssatz'' bewiesen (Kap. X), 
welcher den Jordan-Brouwerschen Satz als Spezialfall enthâlt. 

Obwohl in diesem Bande Topologie ,,allgemeiner“ Polyeder und 
nicht Mannigfaltigkeitstopologie getrieben wird, besteht der Ausgangs- 
punkt des vierten Teiles gerade in den spezifischen Mannigfaltigkeits- 
eigenschaf ten : in den Eigenschaften des „Schnittes'' und in der Existenz 
der ,>dualen*' Zerlegung einer gegebenen Zellenzerlegung (Kap. XI, 
§§ 3)* Jedoch handelt es sich hier nicht um Zerlegungen einer be- 

liebigen Mannigfaltigkeit, sondern nur um Zerlegungen des Euklidischen 
Raumes. Die Mannigfaltigkeiten sind also nicht vollstàndig aus diesem 
Bande verbannt; aber von allen Mannigfaltigkeiten, also den ,,im 
Kleinen'' Euklidischen Râumen ist die einzige, die in diesem Bande 
eine Rolle spielt, der Euklidische Raum selbst. Eine Betrachtung von 
beliebigen Mannigfaltigkeiten im AnschluB an die Fixpunktsàtze hat 
lediglich den Charakter einer Anwendung eines allgemeineren Satzes 
(Kap. XIV, § 4). 

8 . Die beiden noch geplanten Bande dieses Bûches sollen den ersten 
Band in den beiden Hauptrichtungen der Topologie fortsetzen, von 
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denen wir schon wiederholt und ausftihrlich gesprochen haben; der 
zweite Band wird der mengentheoretischen, der dritte Band haupt- 
sàchlich der Topologie der Mannigfaltigkeiten, und daneben der Théorie 
der Fundamentalgruppe, gewidmet sein. Mit genaueren Anktindigungen 
und den daraus entstehenden Verpflichtungen wollen wir uns jetzt 
nicht belasten. 

§ 3 . 

Im ersten Paragraphe!! haben wir versucht, die Hauptlinien in der 
Entwicklung der Topologie zu zeichnen; im § 2 wurde ein Programm 
unseres Bûches skizziert. Bei beiden Gelegenheiten war V ollstàndigkeit 
weder in historischer noch in sachlicher Hinsicht moglich, und daher 
sind zahlreiche wichtige Gebiete altérer und neuerer topologischer 
Forschung unerwâhnt geblieben; manche von ihnen werden auch 
weiterhin in diesem Bûche über Gebtihr vernachlâssigt werden müssen. 
In diesem Paragraphen wollen wir die Aufmerksamkeit des Lesers auf 
einige — mehr oder weniger willktirlich ausgewâhlte — dieser Gebiete 
lenken. 

1 . Die einfachsten Gebilde der kombinatorischen Topologie sind 
die Streckenkomplexe, Seit Euler (Kônigsberger Brückenproblem) hat 
man sich viel mit ihnen beschâftigt, und es existiert über sie eine um- 
fangreiche Literatur^. Aber trotz vieler scharfsinniger Überlegungen 
und trotz der Einfachheit der Gebilde ist uns noch nicht ailes über die 
gestaltlichen Eigenschaften der Streckenkomplexe bekannt: daB das 
bekannte ,,Vierfarbenproblem‘' bis heute allen Lôsungsversuchen wider- 
standen hat, ist eine Folge dieser mangelhaften Kenntnisse. 

2. Für unsere geometrische Einsicht wichtiger als die Lôsung des 
Vierfarbenproblems und die Eigenschaften der Gestalt von Strecken- 
komplexen ist die Erforschung der Lag^eigenschaften von Polygonen 
im dreidimensionalen Raum. Man betrachte im ein einfach geschlos- 
senes Polygon oder auch ein System mehrerer zueinander fremder der- 
artiger Polygone und frage : wie erkennt man, ob zwei solche vorgegebene 
Système die „gleiche Lage"' haben, d. h. ob man den R^ topologisch so 
auf sich abbilden kann, daB das eine System in das andere übergeht? 
Die Théorie der VerschlingungszahD gibt hierüber nur unvollkommen 
AufschluB. Im einfachsten Falle lautet die Frage: ,,Wie erkennt man, 
ob ein vorgegebenes Polygon ,unverknotet‘ ist, d. h. ob es die gleiche 
Lage hat wie ein Kreis?'' Das ist das ,,Knotenproblem*\ Zahlreiche 
und in die Tiefe gehende Untersuchungen (von Dehn, Alexander, 
Reidemeister, Seifert und anderen) haben diesen Problemkreis ge- 
fôrdert, jedoch ohne ihn, auch nur in dem genannten einfachsten Falle, 
zu erledigen. Zum Teil sind die Schwierigkeiten algebraischer Natur: 

1 Man vergleiche den Artikel von Dehn-Heegaard und das Buch von St. 
Laguë (s. das Bücherverzeichnis am SchluB dieses Bandes). 

2 § 1 , Nr. 3 dieser Einleitung und Kap. XI. 
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es handelt sich dabei um unendliche diskontinuierliche nichtkommu- 
tative Gruppen^. 

3 . Ein ebenfalls naheliegendes und viel behandeltes (Alexander, 
Dehn, Heegaard, Reidemeister, Seifert, Threlfall), aber ungelôstes 
Problem ist das der topologischen Klassifikation der geschlossenen drei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten^, also das dreidimensionale Analogon 
zu dem làngst gelôsten Problem der Klassifikation der geschlossenen 
Flâchen (vgl. § 1, Nr. 6). Schon Poincaré hat es in Angriff genommen, 
aber bis heute ist nicht einmal die Richtigkeit der folgenden Poincaré- 
schen Vermutung entschieden: „Die einzige geschlossene dreidimensio- 
nale Mannigfaltigkeit, welche einfach zusammenhàngend ist (d. h. in 
welcher sich jeder geschlossene Weg stetig in einen Punkt zusammen- 
ziehen làBt), ist der sphàrische Raum (d. h. der durch Hinzufügung 
eines unendlich-fernen Punktes abgeschlossene 7?^)/' 

4 . Durch Vermittlung des sogenannten ,,Heegaard-Diagrammes*'3 
ergibt sich ein enger Zusammenhang zwischen dem soeben angcschnit- 
tenen Klassifikationsproblem und dem der Klassifikation der topologi- 
schen Abbildungen einer geschlossenen Flàche auf sich. Diese Frage 
wiederum, sowie die allgemeinere nach der Aufzâhlung der stetigen 
Abbildungen einer geschlossenen Flàche auf einc andere, steht, àhnlich 
wie das Knotenproblem, in naher Berührung — oder ist zum Teil 
sogar âquivalent — mit gruppentheoretischen Problemen^. Hier liegen 
Aufgaben vor, die in die Topologie der uns wohlbekannten geschlossenen 
Flâchen gehôren und doch noch nicht gelôst sind^. 

5. Die topologische Klassifikation der Flâchen dagegen ist nicht 
nur, wie schon mehrmals erwàhnt, für die geschlossenen, sondern auch 
für die offenen Flâchen durchgeführt®; dazu gehôrt auch die, für die 
Funktionentheorie wichtige, Aufzâhlung der ebenen Gehiete, Deren Rolle 
in der Funktionentheorie zwingt bekanntlich auch zur nàheren Unter- 
suchung ihrer Begrenzungen, und hier ist ein weiterer und eigenartiger 
Schritt durch die Théorie der ^Primenden'' von Carathéodory ge- 
macht worden*^. Neuere Arbeiten von Kaufmann haben diese Unter- 

^ Man vergleiche vor allem das Buch ,,Knotentheorie“ von Reidemeister 
sowie das Buch von Seifert-Threlfall. 

2 Vgl. das Buch von Seifert-Threlfall sowie die soeben erschienene wich- 
tige Arbeit von Reidemeister übcr die ,,Linsenràume‘* in den Abh. math. Sem. 
Hamburg 1935- — Das Problem hângt übrigens mit dem Knotenproblem zu- 
sammen (Seifert-Threlfall, § 65). 

3 Seifert-Threlfall, § 63 . 

4 Brouwer (Math. Ann. Bd. 82), Baer (Crelles J. Bd. 159 ), Hopf (Math. 
Ann. Bd. 102; Crelles J. Bd. 165), Kneser (Math. Ann. Bd. 100, 103), J. Nielsen 
(Acta Math. Bd. 50, 53, 59). 

® Die gruppentheoretisch orientierte Flâchentopologie ist in dem Buch ,,Ein- 
führung in die kombinatorische Topologie'* von Reidemeister dargestellt. 

® Vgl. Kerékjârtô: Vorlesungen über Topologie, 3. und 5. Abschnitt. 

^ Math. Ann. Bd. 73 . 
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suchungen auf dreidimensionale Gebiete übertragen^; hier liegen viel 
kompliziertere VerhëJtnisse vor. 

6. Um wieviel komplizierter die Eigenschaften der Lage von ein- 
fach gestalteten Figuren im dreidimensionalen Raum als in der Ebene 
sein kônnen, das geht besonders klar ans der berühmten These von 
Antoine hervor^: Wàhrend die Lage einer Kurve in der Ebene immer 
ziemlich ,,regulâr‘' sein muB, kann man im Raume einem einfachen 
Bogen, einer einfach geschlossenen Kurve und einer Flâche, welche 
mit der Kugel homôomorph ist, eine solche Lage geben, daB dieses 
Gebilde keinerlei Umgebung besitzen, welche einer Umgebung der 
Strecke, der Kreislinie bzw. der Kugelflàche homôomorph wàren. Diese 
Entdeckung und ihre Konsequenzen — z. B. braucht das Innengebiet 
einer mit der Kugel homôomorphen Flache nicht dem Innengebiet 
einer Kugel homôomorph zu sein — waren ganz unerwartet ; man wurde 
besorgt, ob nicht noch mehr anscheinend selbstverstândliche Tatsachen 
der dreidimensionalen Topologie ihrer Widerlegung harrten. So kam 
es, daB erst nach Antoines Entdeckungen durch Alexander bewiesen 
worden ist^: Von den beiden Gebieten, in welche der Raum durch eine 
aus geradlinigen Dreiecken aufgebaute, mit der Kugel homôomorphe 
Polyederflâche zerlegt wird, ist stets das eine mit dem Innen-, das an- 
dere mit dem AuBengebiet einer gewôhnlichen Kugel homôomorph. Für 
die hôherdimensionalen Raume ist bisher kein analoger Satz bewiesen. 

Nach den Antoineschen Beispielen bekam das Problem der ,,Um- 
kehrung des Jordanschen Satzes'' im dreidimensionalen Raum, d. h. der 
Charakterisierung der geschlossenen Flâchen des durch Lageeigen- 
schaften, ein besonderes Interesse. Das entsprechende Problem für die 
Ebene war bereits durch Schoenflies gelôst worden^; für den 
wurde es von Wilder gelôst^. 

7. Wàhrend die Schwierigkeiten, die sich einer systematischen 
Théorie der Lage selbst einfacher Figuren entgegenstellen, nur zum 
kleinen Teile überwunden sind — man denke einerseits an das Knoten- 
problem, andererseits an die Antoineschen Beispiele —, ist die Lehre 
von der Gestalt schon viel weiter fortgeschritten. So liegt die gestalt- 
liche Théorie der Kurven, d. h. der eindimensionalen Kontinuen, welche 
schon von Cantor begonnen worden war (vgl. § 1, Nr. 9), besonders 
dank der Arbeiten von Urysohn und Menger in einer abgeschlossenen 
Form vor®; sie handelt un ter anderem insbesondere von der Natur 
der ,,Verzweigungen'' einer Kurve. 

1 Math. Ann. Bd. 103, 106. ^ J. de Math. (8) Bd. 4. 

3 Proc. Nat, Acad. Sci. Bd. 10. 

^ Vgl. VON Kerékjârtô: Vorlesungen über Topologie, S. 79ff. 

® Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 32. 

® Vgl. das Buch .,Kurven théorie** von Menger sowie die Abhandlung ,,Les 
lignes Cantoriennes** von Urysohn (Verh. Akad. v. Wetensch. Amsterdam XIII). 
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Von einer analogen Théorie der „Flâchen'', d. h. der zweidimensio 
nalen Kontinuen, existieren allerdings hôchstens Ansâtze^. 

8 . Die Problème und Theorien, von denen bisher in diesem Para- 
graphen die Rede war, sind grôûtenteils von spezieller Natur; ihr Schau- 
platz ist im wesentlichen der dreidimensionale Raum, und gerade 
hierin besteht ihr Hauptreiz; man kônnte sie als zur ,,anschaulichen 
Topologie“ gehôrig bezeichnen. 

Jetzt werden wir noch von einigen allgemeinen Theorien aus der 
mengentheoretischen Topologie sprechen. 

An erster Stelle nennen wir die Dimensionstheorie. Aus ihr sind in 
den vorliegenden ersten Band nur ganz wenige grundlegende Sâtze 
aufgenommen; die systematische Darstellung der dimensionstheoreti- 
schen Eigenschaften abgeschlossener Mengen soll im Rahmen der all- 
gemeinen geometrischen Topologie dieser Mengen (vgl. § 1, Nr. 20) im 
zweiten Bande erfolgen. Die Dimensionstheorie der nicht abgeschlos- 
senen Mengen (wie sie vor allem durch Hurewicz und Tumarkin auf- 
gebaut worden ist) wird dagegen voraussichtlich grôBtenteils auBer- 
halb unserer Darstellung bleiben; wegen dieser Fragen verweisen wir 
auf das Buch ,, Dimensionstheorie'' von Menger sowie auf das Buch 
,, Topologie' ' von Kuratowski. 

9. Der Kurven théorie, von der wir soeben gesprochen haben, gingen 
historisch die Arbeiten über die irreduziblen Kontinuen und die lokal- 
zusammenhàngenden Mengen voran. 

Die erste dieser Theorien wurde von Janiszewski in seiner Pariser 
These ,,Sur les continus irréductibles entre deux points" begründet 
(1910)^. Durch diese Arbeit ist Janiszewski zum Begründer nicht nur 
einer Théorie, die sich nachher krâftig weiter entwickelt hat, sondern 
auch einer der produktivsten topologischen Schulen geworden, nâmlich 
der polnischen Schule, deren hervôrragende Vertreter vor allem Mazur- 
KiEWicz, SiERPiNSKi, Knaster, Kuratowski und zahlreiche Forscher 
jüngerer Génération, unter ihnen besonders Borsuk, sind. 

Die Définition des irreduziblen Kontinuums ist die folgende: Ein 
Kontinuum heiBt irreduzibel zwischen zwei seiner Punkte, wenn es 
kein echtes Teilkontinuum besitzt, das ebenfalls diese Punkte enthâlt^. 
Die Théorie der irreduziblen Kontinuen ist ein treffendes Beispiel da- 
für, daB eine scheinbar sehr spezielle Fragestellung zu einer Fülle von 
allgemeinen Kenntnissen über die gestaltlichen Eigenarten der ab- 
geschlossenen Mengen führen kann. 

Unter den irreduziblen sind besonders merkwürdig die von Brouwer 
entdeckten (1910) unzerlegbaren Kontinuen) sie gehôren zu den inter- 

^ Zu erwàhnen sind hier die mengentheoretischen Charakterisierungen von 
Flâchen durch R. L. Moore, I. Gawehn (Math. Ann. Bd. 98; dortselbst auch 
Hinweise auf R. L. Moore), Zippin (Amer. J. Math. Bd. 55), sowie neue Unter- 
suchungen von Kaufmann (Proc. Cambridge Phil. Soc. XXX). 

2 J. de l’Ecole Polyt. (2) Bd. 16. ® Die Définition rührt von Zoretti her. 
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essantesten Gebilden in der mengentheoretischen Topologie. Ein Kon- 
tinuum heiBt unzerlegbar, wenn es nicht die Vereinigungsmenge zweier 
echter Teilkontinuen ist; die unzerlegbaren Kontinuen wurden von 
Brouwer als merkwürdige Gebietsgrenzen entdeckt: nâmlich als ge- 
meinsame Begrenzungen von drei oder mehr einfach zusammenhângen- 
den ebenen Gebieten^. Spâter bat Kuratowski bewiesen, daB jede 
solche Gebietsgrenze entweder selbst unzerlegbar oder Vereinigungs- 
menge zweier unzerlegbarer Kontinuen ist 2. Die systematische Théorie 
der unzerlegbaren Kontinuen ist von Janiszewski und Kuratowski 
aufgebaut worden^. 

Besondere Erwàhnung verdient ein von Knaster entdecktes (in 
der Ebene gelegenes) unzerlegbares Kontinuum^: seine samtlichen Teil- 
kontinuen sind unzerlegbar, und es enthâlt daher insbesondere keinen 
Jordanbogen. 

Eine Einführung in die allgemeine Théorie der irreduziblen Kon- 
tinuen — an welcher auBer den schon genannten mehrere Forscher: 
Hahn, Kline, Rosenthal, Urysohn, Vietoris, Wilson und andere 
mitgearbeitet haben — geben die §§31 und 39 der „Mengenlehre'' von 
Hausdorff. Eine ausführliche Théorie findet man in den Arbeiten von 
Kuratowski im 3- und im 10. Bande der Fundamenta Mathematicae. 

10 . An die Topologie der Kontinuen schlieBt die allgemeinere 
Théorie der zusammenhàngenden Mengen an. Die elementaren Teile 
dieser Théorie haben wir im Kap. I, § 2, Nr. 14, 15 und Kap. II, § 6 
dieses Bandes dargestellt; wegen hôherer Fragen aus diesem Gebiet 
verweisen wir auf die Arbeit von Knaster und Kuratowski sowie 
diejenige von Sierpinski im 2. Bande der Fundamenta Mathematicae. 

11 . Die Théorie der ,,lokal-zusammenhàngendeyi' Kontinuen wurde 
von Hahn und Mazurkiewicz — unabhàngig voneinander — begründet 
(1914). Als erste Einführung kônnen die §§ 29 und 26 der ,,Mengenlehre'‘ 
von Hausdorff dienen. In den Hànden der polnischen (Mazurkiewicz, 
Sierpinski, Kuratowski, Zarankiewicz u. a.) sowie der amerikanischen 
Schule von R. L. Moore (Moore, Kline, Ayres, Gehman, Whyburn, 
Wilder u. a.) hat sich eine sehr umfangreiche Théorie entwickelt. 

12 . Zur Topologie gehôrt auch die ,,deskriptive Punktmengenlehre'' 
(Théorie descriptive des ensembles), d. h. im wesentlichen die Théorie 
der Borelschen Mengen, der ^-Mengen und der projektiven Mengen. 

Ein Mengensystem K heiÛt ein Borelscher Kôrper, wenn die Differenz je zweier 
Mengen aus K sowie die Vereinigungsmenge von je abzàhlbar vielen Mengen aus 
K wiederum zu K gehôren. Es sei K ein Borelscher Kôrper, dessen Elemente 
Punktmengen eines festen topoiogischen Raumes R sind. Der Kôrper K heiBt 
ein topologischer oder Lusinscher Kôrper (ein E-Kôrper), wenn er zu jedem seiner 
Elemente M auch aile stetigen Bilder von M (in R) enthâlt. 


^ Math. Ann. Bd. 68. ^ Fund. Math. Bd. 6. ^ Fund. Math. Bd. 1. 

4 Fund. Math. Bd. 3- 

2 * 
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Die Elemente des kleinsten Borelschen Kôrpers über den abgeschlossenen 
Mengen von R heiBen die Borelschen (oder B-Mengen), die Elemente des kleinsten 
L-Kôrpers (über den abgeschlossenen Mengen) heiBen die projektiven Mengen 
(oder die L-Mengen) von R^ 

Zwischen den B- und den L-Mengen liegen die -^-Mengen; sie entstehen, 
wenn man auf abgeschlossene Mengen eine Operation anwendet, die die -^-Opera- 
tion heiBt und allgemeiner ist als abzâhlbare Summen- und Durchschnittsbildung. 
Es hat sich spâter gezeigt, daB die ^-Mengen als eindeutige stetige Bilder der 
Menge aller Irration alzahlen, die B-Mengen als eineindeutige und (in einer Rich- 
tung) stetige Bilder der Menge aller Irration alzahlen definiert werden kônnen. 
Das Komplement R — M einer -Menge M ist nicht notwendig eine ^ -Menge; 
vielmehr sind die B-Mengen unter den ^-Mengen dadurch ausgezeichnet, daB ihre 
Komplemente ebenfalls -Mengen sind. Aile diese Mengenklassen (einschlieBlich 
der Komplemente zu den ^-Mengen) sind topologisch invariant. 

Die deskriptive Mengenlehre wurde (anschlieBend an Baires Arbei- 
ten über nnstetige Funktionen) von Lebesgue^ 1905 begründet. Ihre 
weitere Entwicklung beginnt elf Jahre spâter mit dem Mâchtigkeits- 
satz für die Borelschen Mengen^, an den 1917 die Entdeckung der 
(nicht-Borelschen) ^-Mengen durch Suslin und der Aufbau der Théorie 
dieser Mengen durch Suslin und Lusin anschlieBt. Die Théorie der 
^-Mengen führte weiter zu den projektiven Mengen (Lusin) und der 
allgemeinen Théorie der Mengenoperationen (Hausdorff, Sierpinski, 
Kolmogoroff, Kantorowicz-Livenson u. a.). 

Eine Einführung in die deskriptive Mengenlehre findet man in 
Hausdorffs Mengenlehre (§§ 18, 19, 32, 33> 37, 43), eine ausführlichere 
Darstellung in dem Buch „Topologie V* von Kuratowski; eine stark 
philosophisch gefârbte Darstellung dieser Théorie gibt Lusin in den 
,, Leçons sur les ensembles analytiques*' (Collection Borel). 

13 . Zum AbschluB dieses Überblicks müssen wir wenigstens kurz auf 
die Zusammenhànge der Topologie mit anderen Zweigen der Mathematik 
und auf die Anwendungen der Topologie hinweisen; aus den Grenz- 
gebieten hat die Topologie von jeher fruchtbare Anregungen cmpfangen, 
und gerade hier ist neuerdings eine lebhafte Entwicklung im Gange. 

Die topologischen Methoden in der Analysis haben ihren Ursprung 
grôBtenteils in Arbeiten von Poincaré, teils in den Abhandlungen 
,,Sur les courbes définies par les équations différentielles", teils in den 
„Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste". Besonders die in dem 
letzteren Werke in Angriff genommenen Untersuchungen des Gesamt- 
verlaufes der Bahnkurven dynamischer Système — so die Frage nach 
Existenz, Verteilung und Eigenschaften periodischer Lôsungen — sind 
von Birkhoff, Morse, Lusternik, Schnirelmann wieder aufgenom- 
men, durch zahlreiche neue Ideen bereichert und bis zu bedeutenden 

^ Nur diese Definitionen gelten für beliebige Ràume; überall weiter braucht 
man gewisse Voraussetzungen über den Raum R. 

2 Sur les fonctions représentables analytiquement. J. de Math. (6) Bd. 1. 

3 Alexandroff: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 162 (1916). — Hausdorff: 
Ifàth. Ann. Bd. 77 (1916). 
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Ergebnissen gefôrdert worden^. Eine gemeinsame Darstellung dieser 
Theorien wâre heute môglich und sehr erwünscht — in unserem Bûche 
werden wir hôchstens (im 3 . Band) auf einige ihrer topologischen Grund- 
lagen eingehen konnen. 

14. Die Théorie der stetigen Abbildungen im Euklidischen Raume 

der Brouwersche Abbildungsgrad und die Kroneckersche Charakte- 

ristik^ — liefert Existenzsâtze für die Lôsungen endlich-vieler Glei- 
chungen mit endlich-vielen Unbekannten; diese Methoden lassen sich, 
wie zuerst Birkhoff und Kellogg^ und dann besonders Schauder^ 
gezeigt haben, auf Funktionenràume übertragen und zum Beweis von 
Existenzsàtzen jür die Lôsungen von DifferentiaU und anderen Funktio- 
nalgleichungen benutzen. Man darf mit Spannung der weiteren Ent- 
wicklung der Topologie der stetigen Abbildungen in unendlich-dimen- 
sionalen Râumen und den Anwendungen dieser Théorie entgegensehen. 

15. In der algebraischen Geometrie haben sich Anwendungen neuerer 
topologischer Methoden oder auch die topologische Deutung und 
Prâzisierung altérer algebraisch-geometrischer Methoden — die Schnitt- 
Theorie — in den letzten Jahren besonders dank der Arbeiten von 
Lefschetz und van der Waerden als fruchtbar erwiesen. Eine Ein- 
führung in dieses Gebiet und weitere Literaturangaben findet man in 
dem letzten Kapitel der ,,Topology'* von Lefschetz. 

16. Der folgende bekannte Satz (von Dyck) ist typisch für die 
Zusammenhânge, welche zwischen Topologie und Differentialgeometrie 
bestehen: das über eine stetig gekrümmte geschlossene Flâche vom 
Geschlecht p erstreckte Intégral des Gaussischen KrümmungsmaBes hat 
den Wert 4:7r • (1 — p) . Der Satz zeigt, daü zwischen der topologi- 
schen Gestalt einer Mannigfaltigkeit und den Moglichkeiten, die Mannig- 
faltigkeiten im Sinne von Riemann zu metrisieren, merkwürdige Bin- 
dungen bestehen. Die allgemeine Frage nach diesen Gesetzen halten 
wir für ein wichtiges und fruchtbares Problem der Geometrie^. 

17. In den letzten Jahren haben sich die Beziehungen zwischen der 
Topologie und der Théorie der kontinuierlichen Gruppen lebhaft ent- 
wickelt. Erstens handelt es sich hier um die Topologie der ,, Gruppen- 
mannigfaltigkeiten'" (d. h. der Mannigfaltigkeiten, die als ,,Gruppen- 

^ Birkhoff: Dynamical Systems (Amer. Math. Soc. Coll. IX). — Morse: The 
calculus of variations in the large (ibid. XVIII). — Lusternik-Schnirelmann: 
Méthodes topologiques dans les problèmes variationnels (Actualités scientifiques 
Bd. 188; bisher ist hier nur der erste Teil erschienen; die vollstândige Abhand- 
lung liegt in russischer Sprache in den Schriften des Moskauer Instituts für Mathe- 
matik und Mechanik, 1930, vor). 

2 Kap. XII. 3 Birkhoff-Kellogg : Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 23- 

^ Schauder: Math. Z. Bd. 26. — Studia Mathematica 1 und 2. — Leray- 
Schauder: Ann. de TEcole Norm. (III) 51. 

^ Ergebnisse und Literatur sind von Hopf im Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 
Bd. 41 zusammengestellt; dazu kommen neue Resultate von Cohn-Vossen (Compos. 
Math. Bd. 2) und Myers (Duke Math. J. Bd. 1 — Proc. Nat. Acad. Sci. Bd. 21). 



22 


Einleitung. 


ràume“ auftreten); sie sind zuerst von Hurwitz, dann von Weyl und 
besonders von E. C art an für gruppentheoretische Zwecke herangezogen 
worden. In den Arbeiten von Cartan sind wesentliche Beitrâge für 
die topologische Erforschung dieser Mannigfaltigkeiten enthalten^; dabei 
spielt eine wichtige Rolle die intéressante Abhandlung von de Rham 
über mehrfache Intégrale in w-dimensionalen Mannigfaltigkeiten*. Neuer- 
dings bat Pontrjagin für die wichtigsten Klassen geschlossener Grup- 
pen die Bettischen Zahlen explizit angegeben*. 

Zweitens bat sicb neuerdings der Begriff der im klassiscben Sinne 
von Lie kontinuierlicben Gruppe zu dem viel allgemeineren und sicb 
als âuBerst frucbtbar erweisenden Begriff der topologischen Gruppe er- 
weitert. Die Tbeorie der topologiscben Gruppen ist von Schreier 
begründet worden* und bat durcb Pontrjagins Untersucbungen der 
kompakten und im Kleinen kompakten (insbesondere Abelschen) Grup- 
pen die grôûten Fortscbritte erlebt®. 

Für den Zusammenbang zwiscben der klassiscben Lieschen und der 
neuen topologiscben Gruppentbeorie ist es von der grôBten Bedeutung, 
daB das Hilbert scbe Problem der topologiscben Cbarakterisierung (obne 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) der Liescben Gruppen wenigstens 
für die kompakten Gruppen im AnscbluB an Arbeiten von Weyl und 
Haar durcb von Neumann* und kurz darauf durcb Pontrjagin’ 
gelôst worden ist. Die ersten bierbergeborigen Ergebnisse stammen 
übrigens scbon von Brouwer*. 

Die Tbeorie der topologiscben Gruppen ist der am weitesten aus- 
gebildete Zweig der ,, topologischen Algebra" , die nicbt nur von Grup- 
pen, sondern aucb von topologiscben Korpern, Ringen usw. bandelt®. 
Gerade im Verein mit algebraiscben Begriffen und Methoden wird die 
topologiscbe Forscbung, so glauben wir, weiterbin an der Klârung all- 
gemeiner Gesetze mitwirken, welcbe gleicbzeitig in verscbiedenen 
Gebieten der Matbematik Gültigkeit besitzen. 

^ Vgl. das Buch von E. Cartan: La Théorie des Groupes Finis et Continus 
et r Analysis Situs; dort findet man auch weitere Literaturangaben. 

2 J. de Math. (9) Bd. 10 . 

2 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 200. — Weitere hierhergehôrige Sâtze stammen 
von O. Schreier: Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 4 (§ 4 ). — Freudenthal: 
Math. Z. Bd. 33. — Smith: Ann. of Math. Bd. 36. — Stiefel: Comment, math, 
helv. Bd. 8. 

^ Wie in FuBnote 3 sowie ibid. Bd. S- — In diesem Zusammenhang ist 
aufierdem auf Arbeiten von v. Kerékjârtô hinzuweisen: Ann. of Math. Bd. 27, 
29 — Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 8 — Acta Szeged VI, VII. 

2 Ann. of Math. Bd. 35. ® Ann. of Math. Bd. 34. 

’ C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 198. ® Math. Ann. Bd. 67, 69. 

® Hierher gehôren Arbeiten von van Dantzig (Math. Ann. Bd. 107 ; Compos. 
Math. Bd. 2 ) und einer Reihe anderer Mathematiker ; Literaturangaben bei van 
Dantzig, a. a. O. 
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Grundbegriffe 

der mengentheoretischen Topologie. 

Die Grundbegriffe und die einfachsten Tatsachen aus der mengen- 
theoretischen Topologie braucht man in sehr verschiedenen Gebieten 
der Mathematik; die Begriffe des topologischen und des metrischen 
Raumes, der Kompaktheit, die Eigenschaften stetiger Abbildungen 
U. dgl. sind oft unentbehrlich. 

Insbesondere kônnten wir bei der Darstellung der in den spâteren 
Teilen dieses Bandes behandelten Gegenstande nicht ohne sie auskom- 
men, deren Schwerpunkt, wie schon in der Einleitung betont wurde, 
durchaus nicht in den mengentheoretischen Fragestellungen, sondern 
in der Topologie der ^-dimensionalen Polyeder liegt. 

Würde man aber aus dem groBen und bedeutenden Gebiet der 
mengentheoretischen Topologie nur das herausgreifen, was unmiUelhar 
in der Polyedertopologie gebraucht wird, so entstânde ein Konglomerat 
von Definitionen und Sâtzen, das keine einheitliche Perspektive erôffnet 
und in den Rahmen einer systematischen Darstellung, wie sie dieses 
Buch sein will, weder inhaltlich noch formai paBt. Daher ziehen wir 
es vor, eine zusammenhângende Darstellung der elementaren Grund- 
begriffe der allgemeinen mengentheoretischen Topologie gleich zu Be- 
ginn des Bûches zu geben. Gleichzeitig wird dadurch auch die Grund- 
lage für die Entwicklungen des zweiten Bandes geliefert. 

Ein Leser, der sich für mengentheoretische Fragestellungen nicht 
interessiert, kann die Lektüre des vorliegenden Bandes mit dem zweiten 
Teil beginnen und braucht auf den ersten nur nach Bedarf zurückzu- 
greifen. 

Mengentheoretische Bezeichnungen. 

Punktmengen werden mit groBen lateinischen oder griechischen, ihre Punkte 
mit kleinen lateinischen, Système von Punktmengen mit groBen deutschen 
Buchstaben bezeichnet^. 

^ + B ist Vereinigungsmenge (SummeY der (nicht notwendig zueinander fremden 
Mengen) A und B. Desgleichen ist 2 A,, bzw. Z A die Vereinigungsmenge der 

^ Dieselben Arten von Buchstaben werden auch zur Bezeichnung von anderen 
Objekten — Gruppen, Zahlen usw. — gebraucht: es wird nicht gesagt, daB ein 
groBer lateinischer Buchstabe nur zur Bezeichnung von Punktmengen dienen 
soll, wohl aber, daB, wenn von einer Punktmenge und ihren Punkten die Rede 
ist, die erste mit einem groBen, die letzteren mit kleinen Buchstaben bezeich- 
net werden. 
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endlich- oder abzâhlbar-vielen Mengen bzw. der Mengen A (die als Elemente 
eines Mengensystems, etwa 9 ï, erklârt sind). 

A •B bzw. IIAj^ bzw. U A bezeichnet die Durchschnittsbildung^. Als Durch- 
schnitt darf auch die leere Menge auftreten. 

A -- B, die Differenz. bedeutet die Menge aller Punkte von A, die nicht 
zu B gehôren. Dabei wird im allgemeinen nicht vorausgesetzt, daB B Teilmenge 
von A ist. 

Das Inklusionszeichen cbzw. 3 ist auszusprechen : ,,ist enthalten in‘' bzw. 
,,enthâlt'‘. Dementsprechend bedeuten A cB und B "O A dasselbe, nàmlich, 
dafi jedes Elément von A gleichzeitig auch Elément von B ist (d. h. dafi A Teil- 
menge von B, oder B Obermenge von A ist; dabei wird der Fall A — B nicht 
ausgeschlossen) . Es bezeichnet p d A, daB der Punkt p ein Elément der Menge A 
ist; zwischen emem Punkt und der aus diesem einzigen Punkt bestehenden 
Punktmenge wird nicht unterschieden. 

Die (endlich- oder unendlich-vielen) Mengen A, B , heiBen disjunkt, wenn 
sic paarweise zueinander fremd sind. 

Die leere Menge wird mit 0 bezeichnet. 

Ist A eine Menge (bzw. eine Folge) reeller Zahlen, so wird durch sup^ (Supre- 
mum von A) die obéré, durch inf^ (Infimum von A) die untere Grenze von A 
bezeichnet (Hausdorff). Besitzt die nichtleere Punktmenge A keine obéré bzw. 
keine untere Grenze, so wird gelegentlich sup^ = 4-00 bzw. inf^ = —00 ge- 
schrieben. 


Erstes Kapitel. 

Topologische und metrische Râume. 

§ 1. Die topologische Zuordnung und ihre verschiedenen Erzeugungsarten. 

1. Allgemein-topologische Râume. Abgeschlossene und offene Mengen. — 

2. Konvergenzrâume. — 3. Allgemein-metrische und metrische Râume. Ent- 
fernung zwischen Punkten und Punktmengen. Durchmesser. Metrisierbare 
Râume. — 4. Beispiele allgemein-metrischer und metrischer Râume. — 
5. Konvergenz in metrischen Ràumen. — 6. Umgebungssysteme und Um- 
gebungsrâume. — 7. Umgebungssysteme eines gegebenen allgemein-topo- 
logischen Raumes. Hausdorffsches Gleichwertigkeitskriterium. — 8. An- 
wendung auf metrisierbare Râume. Sphârische bzw. £-Umgebungen. — 
9. Relativierung. Kogrediente Eigenschaften. — 10. Produktbildung. — - 
11. Metrisches Produkt. Euklidische Râume. — 12. Der Hilbertsche Raum. 

§ 2. Topologische Râume. 

1. Définition. Die Axiome von Kuratowski. •— 2. Zellensysteme als Bei- 
spiele topologischer Râume. — 3. Metrisierbare Râume als Spezialfall der 
topologischen Râume. “ 4. Abgeschlossene und offene Mengen. — 5 - Innere 
und Randpunkte. — 6. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Aus- 
zeichnung der abgeschlossenen Mengen. — 7. Topologische Râume als Um- 
gebungsrâume. — 8. Basis eines topologischen Raumes. Die Hausdorffschen 
Umgebungsaxiome. — 9 - Erzeugung der topologischen Zuordnung durch 
Auszeichnung der offenen Mengen. — 10. Relativierung. Abgeschlossen und 
offen in einer Punktmenge. — 11. Hâufungspunkte. — 12. Dichtigkeits- 

1 Unter der Vereinigungsmenge von endlich- oder unendlich-vielen Mengen A 
versteht man die Menge derjenigen Elemente, die zu mindestens einer Menge A^ 
unter dem Durchschnitt der Mengen A versteht man die Menge derjenigen 
Elemente, die zu jeder Menge A gehôren. 
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begriff. — 13. Überdeckungen. — 14. Zusammenhang. — 15. Beispiele zu- 
sammenhângender und nichtzusammenhângender Râume. 

§ 8. Stetige Abbildungen topologischer Raume. 

1. Allgemeines über Abbildungen. — 2. Stetige Abbildungen. Homôomorphie. 
Verschiedene Stetigkeitskriterien. — 3. Raum der Abbildungen eines topo- 
logischen Raumes X in einen beschrânkten metrischen Raum Y . — 4. Stetige 
Scharen von Abbildungen. Stetige Abànderungen einer stetigen Abbildung. 
Deformationen. — 5. Stetige Funktionen. — 6. Stetige Abbildungen metri- 
scher Raume. 

§ 4. Trennungsaxiome : T^- und T^-Raume. 

Vorbemerkung : Umgebungen von Punktmengen. — 1. Nulltes und erstes 
Trennungsaxiom. Tq- und T^-Raume. — 2. Hâufungspunkte in T^-Ràumen. 

§ 5. Zerlegungen von Tj-Raumen in disjunkte abgeschlossene Mengen. Beziehun- 
gen zu stetigen Abbildungen. Zerlegungsràume. 

1. Abbildungen und Zerlegungen, Àquivalenz von stetigen Abbildungen. 
Konjugierte Râume. — 2. Der Zerlegungsraum Z- — 3- Beispiele von Identi- 
fizierungen. — 4. Stark-stetige Abbildungen. — 5. Schwache Zerlegungs- 
ràume. Stetige Zerlegungen. 

§ 6. Trennungsaxiome : Hausdorffsche, regulàre und normale Raume. 

1. Zweites Trennungsaxiom. Hausdorffsche Raume. — 2. Drittes Trennungs- 
axiom. Regulàre Ràume. Viertes Trennungsaxiom. Normale Ràume. — 
3. Beispiele. — 4. Relativierung. Fünftes Trennungsaxiom (vollstàndig 
normale Ràume). — 5. Bemerkimg über die topologische Invarianz der 

Trennungsaxiome. ~ 6. Trennungsaxiome für Zerlegungen. — 7. Fine andere 
Formulierung der Regularitât und der Normalitàt. — 8. Àhnlichkeit zweier 
Mengensysteme. Zwei Sàtze über endlichc Système offener bzw. abgeschlos- 
sener Punktmengen normaler Ràume. — 9. Stetige Funktionen in normalen 
Ràumen. — 10. Beweis des Erweiterungssatzes. — 11. Spezialfall der metri- 
vSchen Ràume. Zweiter Beweis des Erweiterungssatzes (für metrische Ràume). 
§ 7. Ràume mit abzàhlbarer Basis. 

1. Ein Überdeckungvssatz. 2. Der Baire-Hausdorffsche Satz. — 3. Ab- 
zàhlbare Basis und abzàhlbare dichte Punktmengen. 

§ 8. Der Urysohnsche Einbettungssatz. 

§ 1. Die topologische Zuordnung und ihre verschiedenen 

Erzeugungsarten . 

1. Allgemein-topologische Ràume. Abgeschlossene und offene 
Mengen. Définition. In einer Menge R von irgendwelchen Gegen- 
stânden eine topologische Zuordnung erklâren, heiCt: jeder Teilmenge M 
von R eine Teilmenge M von R entsprechen lassen. Der Inbegriff einer 
Menge R und einer in ihr erklârten topologischen Zuordnung heiBt ein 
allgemein-topologischer Raum; wir bezeichnen ihn, falls keine MiBver- 
stândnisse zu erwarten sind, ebenfalls mit^ R, Die Elemente von R 
heiBen Punkte, die Teilmengen von R Punktmengen des allgemein- 
topologischen Raumes R. Ist M eine Punktmenge eines allgemein- 

^ Gelegentlich schreiben wir E für die Menge selbst, R für den allgemein- 
topologischen Raum, welcher aus E durch Einführung einer topologischen Zu- 
ordnung entsteht. 
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topologischen Raumes, so heiBt die Menge M die abgeschlossene Hülle 
von M; die Punkte von M heiBen Berührungspunkte von M. 

Eine Punktmenge M heifit abgeschlossen (im allgemein-topologischen 
Raume R), wenn sie aile ihre Berührungspunkte enthâlt (d. h. wenn 
M Z3M ist). 

Eine Punktmenge M heiBt offen, wenn ihr Komplement (d. h. die 
Punktmenge R — M) abgeschlossen ist. 

Bemerkung. Wenn man in einer und derselben Menge E einmal die 
eine, ein anderes Mal eine andere topologische Zuordnung einführt, so 
erhâlt man zwei verschiedene allgemein-topologische Raume R^ und R^ . 

Beispiele. 1°. R sei die Menge aller reellen Zahlen; p ist Be- 
rührungspunkt von M, falls jedes offene Intervall, welches p enthâlt, 
mindestens einen Punkt von M enthâlt; dadurch wird in der Menge 
der reellen Zahlen eine topologische Zuordnung eingeführt, welche diese 
Menge zu einem allgemein-topologischen Raum macht. Dieser Raum 
heiBt die Zahlengerade oder das arithmetische Kontinuum. 

2°. Es sei R irgendeine Menge von reellen Funktionen einer reellen Variablen, 
die aile einen und denselben Definitionsbereich, etwa die Einheitsstrecke 0 1, 

habeni. 

M sei eine (beliebige) Teilmenge, p ein Elément von R. Es ist also p — p(t) 
eine für 0 -.v t ïr. l definierte reelle Funktion. Wir sagen, daB p Berührungspunkt 
von M ist, falls es eine Folge p^ — Pi{^)> P 2 ^ Pzi^) • • Pk = • von Ele- 

menten von M gibt derart, daB die reellen Funktionen pi(t), ^ 2 ( 0 » •• • • • • 

überall auf der Einheitsstrecke gegen die Funktion p{t) konvergieren. 

Man würde eine andere topologische Zuordnung und folglich einen anderen 
allgemein-topologischen Raum erhalten, wenn man sich in diesem Beispiel anstatt 
der gewôhnlichen Konvergenz von Funktionenfolgen der gleichmâBigen Kon- 
vergenz bedienen wollte, 

3°. Es sei R irgendein allgeinein-topologischer Raum, a irgendein Gegenstand. 
Ist M eine Teilmenge von R, so soll Mr die abgeschlossene Hülle von M (im 
Raume R) bezeichnen. Wir betrachten nun die aus dem Gegenstand a und allen 
Punkten von R bestehende Menge R -{• a und erklâren in ihr folgendermaBen 
eine topologische Zuordnung. Es sei M eine Teilmenge von R a] wir setzen 

M = (M — a)B a , 

falls M unendlich oder eine den Punkt a enthaltende endliche Menge ist und 

M = M«, 

falls M endlich ist und a nicht enthâlt. 

4°. Wir unterziehen die Ebene einer Einteilung in kongrucnte achsenparallele 
Quadrate (etwa von der Seitenlânge 1). Die Elemente der Menge R seien: a) die 
Quadrate dieser Einteilung, b) diejenigen geradlinigen Strecken, die als Seiten 
dieser Quadrate auftreten, c) die Punkte, die als Eckpunkte dieser Quadrate 
auftreten. Es sei p ein Elément von R. Ist p ein Quadrat, so soll die abgeschlossene 
Hülle p der aus dem einzigen Elément p bestehenden Teilmenge von R aus neun 
Elementen bestehen: aus p selbst und aus den vier Seiten und den vier Eck- 

^ Wir kônnen als R insbesondere die Menge aller auf der Einheitsstrecke 
definierten und dortselbst stetigen Funktionen, oder die Menge aller quadratisch- 
integrierbaren, oder schlieBlich die Menge überhaupt aller auf der Einheitsstrecke 
definierten reellen Funktionen wâhlen. 
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punkten des Quadrats p\ ist p eine Strecke, so bestehe p aus drei Elementen: 
aus P selbst und den beiden Endpunkten von p; ist schlieÛlich p ein Eckpunkt, 
so sei p — p gesetzt. Des weiteren definieren wir für eine beliebige Teilmenge 
M = (/>!, p 2 , . . .) von R ^ 

M - 2 Pi. 

Aufgabe. Welches sind die abgeschlossenen (offenen) Punktmengen dieses 
Raumes? 

5°. R sei irgendeine Menge. Für jede Teilmenge Md R definieren wir 
M — R — M. In diesem Raume ist die Menge aller Punkte des Raumes die ein- 
zige abgeschlossene, die leere Menge die einzige offene Menge. 

2. Konvergenzrâume. Nur in seltenen Fâllen wird die topologische 
Zuordnung in einer Menge dadurch erklart, daB für jede Teilmenge 
ihre abgeschlossene Hülle direkt (d. h. ohne Benutzung von Hilfsbegrif- 
fen) angegeben wird, wie dies etwa in den beiden letzten Beispielen 
allgemein-topologischer Raume geschehen ist. Gewôhnlich wird die 
topologische Zuordnung vermoge gewisser Hilfskonstruktionen ein- 
geführt. Die wichtigsten von diesen sind: die Einführung von Kon- 
vergenz, Metrik, Umgebungen. Wie diese Begriffe dem genannten 
Zweck dienen, soll gleich an Definitionen und Beispielen klargemacht 
werden. 

In einer Menge R einen Konvergenzbegriff einführen, heiBt: gewisse 
abzâhlbare Folgen von Elementen dieser Menge als konvergent erklâren 
und jeder konvergenten Folge einen eindeutig definierten Punkt als 
Limes der Folge zuordnen. Ein Konvergenzbegriff, eingeführt in der 
Menge i?, induziert folgendermaBen eine topologische Zuordnung in R 
und bestimmt somit einen allgemein-topologischen Raum: das Elé- 
ment p von R wird dann und nur dann als Berührungspunkt der Menge 
M CL R definiert, wenn es in M eine konvergente Folge mit dem Limes p 
gibt. Allgemein-topologische Raume, deren topologische Zuordnung 
sich auf diese Weise durch einen passend eingeführten Konvergenz- 
begriff induzieren lâBt, heïüen KonveYgenzràume^. Der unter 2° in Nr. 1 
definierte Raum liefert ein Beispiel eines Konvergenzraumes. 

3. Metrische Raume. In einer Menge R eine allgemeine Metrik ein- 
führen, heiBt: für jedes Paar von Elementen a y b von R eine nicht 
négative reelle Zahl g (a, 6) — die Entfernung von a bis è — erklâren. 
Die Metrik heiBt eigenilich, wenn sie die folgenden Bedingungen — 
die Axiome des metrischen Raumes"^ — erfüllt: 

1. Identitâtsaxiom : g(a, 6) = 0 dann und nur dann, wenn a und h 
identisch sind. 

2. Symmetrieaxiom : Q{ayb) ■= g {b, a). 

3 . Dreiecksaxiom: bei jeder Wahl der Elemente a^by c von R gilt: 

Q{ay b) + Q{byC) ^gicLyC). 

^ Diese Begriffe rühren von Fréchet her (1906). 

2 Der Begriff und die Axiome des metrischen Raumes stammen von 
Fréchet (1906), der Name von Haüsdorff (1914). 
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Der Inbegriff einer Menge R und einer in ihr eingeführten allge- 
meinen Metrik heiBt ein allgemein-metrischer Raum ; der Inbegriff einer 
Menge und einer in ihr eingeführten eigentlichen Metrik heiBt ein me- 
trischer Raum, Die Elemente von R heiBen Punkte des Raumes. 

Es seien A und B zwei Punktmengen des allgemein-metrischen 
Raumes R; die Zahl infp(a, b), wobei a aUe Punkte von A und 
b aile Punkte von B durchlâuft, heiBt die Entfernung von A bis B] 
sie wird mit q{A, B) bezeichnet. In metrischen Râumen ist q{A, B) 
= Q {B, A), man spricht also einfach von der Entfernung zwischen A 
und B\ besonders wichtig ist, wie wir gleich sehen werden, der Spezial- 
fall, wenn die eine der beiden Mengen, etwa A, aus einem einzigen 
Punkt a besteht : man hat dann die Entfernung zwischen dem Punkte a 
und der Menge B. 

Ist M irgendeine Punktmenge des allgemein-metrischen Raumes R, 
so heiBt supp(/), q) , wobei p und q irgend zwei variable Punkte von 
M sind, der Durchmesser der Punktmenge M. 

Eine allgemeine Metrik g (a , 6) , eingeführt in einer Menge R, indu- 
ziert folgendermaBen eine topologische Zuordnung in R und bestimmt 
somit einen allgemein-topologischen Raum: der Punkt p von R wird 
dann und nur dann als Berilhrungspunkt der Menge M cz R erklàrt, 
wenn Q(p , M) =0 ist. 

Ist umgekehrt ein allgemein-topologischer Raum R gegeben und 
induziert .eine Metrik Q(a,b) in der Menge aller Punkte von R gerade 
die in R a priori gegebene topologische Zuordnung, so sagen wir, daB 
der allgemein-topologische Raum R die Metrik p (a , b) besitzt oder daB 
Q[ayb) eine Metrik dieses allgemein-topologischen Raumes ist. Ein all- 
gemein-topologischer Raum heiBt allgemein-metrisierhar , falls er minde- 
stens eine allgemeine Metrik besitzt. Ein allgemein-topologischer Raum 
heiBt metrisierbar , falls er mindestens eine eigentliche Metrik besitzt. 

Zwei verschiedene Metriken Q{a, b) und q' {a , b) in einer und der- 
selben Menge R heiBen topologisch-gleichwertig, falls sie in R dieselbe 
topologische Zuordnung induzieren. Für die topologische Gleich wertig- 
keit von Q{a, b) und q' {a , b) ist offenbar notwendig und hinreichend, 
daB bei beliebiger Wahl des Punktes a und der Punktmenge M in R 
die Bedingungen 

Q{a, M) = 0 und q' {a, M) = 0 

beide gleichzeitig erfüllt oder beide nicht erfüllt sind. 

4. Beispiele allgemein-metrischer und metrischer Râume. 

r. Die mittels Q{a,h) = \a-h\ 

metrisierte Menge der reellen Zahlen ist ein metrischer Raum; er heiBt 
der eindimensionale Euklidische Raum und wird mit bezeichnet. 
Diese Metrik ist eine Metrik der Zahlengerade, wie wir letztere in 
Nr. 1 als allgemein-topologischen Raum definiert haben. 
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2 In der Menge aller auf der abgeschlossenen Einheitsstrecke der 
Zahlengerade definierten stetigen reellen Funktionen f{t) führen wir 
eine Metrik ein, indem wir als Entfernung zwischen zwei stetigen Funk- 
tionen das Maximum des Betrages ihrer Differenz erklâren. Dadurch 
entsteht ein metrischer Raum C, der in der Funktionalanalysis von 
groBer Bedeutung ist. Wir werden übrigens auf Verallgemeinerungen 
dieses Raumes noch bei spâterer Gelegenheit zurückkommen (vgl. § 3, 
Nr. 3). 

3 iî sei die Menge aller geordneten Système von n reellen Zahlen 

(t^, . . . , . Die beiden folgenden Metriken 


(1) .... g; (fl, . . .. Q) = y(^i - t\Y + ••• + (<„- 

Q'iih’ ■ ■ (^1 > • • • > O) = 1^1 ~ I + • • ' + 1*^» ■“ Cl 


sind topologisch-gleichwertig ; der durch sie bestimmte allgemein-topo- 
logische Raum heiût der n-dimensionale Zahlenrautn. Wird er durch (1) 
metrisiert, so heiBt der dadurch gewonnene allgemein-metrische Raum^ 
der n-dimensionale Euklidische Raum oder kurz der R". 

Wir führen noch einige Beispiele von Râumen an, die allgemein-metrisch, 
jedoch nicht metrisch sind. 

4°, Der Paddler auf einem FluÔ und der Wanderer im Gebirge pflegen als 
Entfernung zwischen zwei Orten die Zeitspanne zu betrachten, die sie brauchen, 
um paddelnd bzw. wandemd von dem einem Ort zu dem andern zu gelangen. 

Die Menge aller an dem gegebenen Elusse bzw. in dem gegebenen Gebirge 
gelegenen Orte wird mittels dieser Entfemungserklàrung zu einem^ allgemein- 
metrischen Raum, der im allgemeinen nicht metrisch ist (es fehlt das Symmetrie- 
axiom) . 

5°. i? besteht aus den Punkten 


und 

der Zahlenebene. 


0 ), 0 <x^\ 
(x, i), O^x < \ 
Wir definieren: 


q((x,o); (x',0)) 
Q ((^. 0); (x'. 1)) 
Q ((^. 1 ); 1 )) 

Q ({x. 1 ): {x', 0 )) 



falls X^ x' 
falls X <C x' 

falls X > x' 
falls X ^ x' 

falls ^ AT' 
falls X x' 

falls X a x' 
falls X ^ x'. 


In dem so gewonnenen allgemein-metrischen Raum gilt ebenfalls das Symme- 
trieaxiom nicht. 


^ Er ist, wie wir in Nr. 11 sehen werden, nicht nur allgemein-metrisch, 
sondern metrisch. 



30 


I. Topologische und metrische Râume. 


6°. Die Punkte von R seien geordnete Paare reeller Zahlen (x, y) mit der 
Nebenbedingung 0<Ar<1, 0<y<l. Wir setzen 

Q{(x,y)-, {x,y')) = \ Oder =0, 
je nachdem y 4" y' oder y = y' ist, und für x x' 

e((^. y); y')) == - ^')“ + (y - yO* • 

Diese Metrik erfüllt nicht das Dreiecksaxiom. 

7 Die Punkte von K seien die Paare komplexer Zahlen (x, y) ; die Metrik wird 

e ((AT. y) ; {x', y’)) = - x')^ + (y - y')^] 

gegeben. Diese Metrik erfüllt nicht das Identitàtsaxiom. 

5. Satz I. Jeder metrisierbare Raum ist ein Konvergenzraum. 

Beweis. Es genügt irgendeine Metrik des Raumes R zu wâhlen 

und in ihm die Konvergenz nach folgender allgemeiner Vorschrift zu 
erklâren : 

Définition der Konvergenz in einem metrischen Raume. 
Eine Punktfolge , ag , . . . , . des metrischen Raumes R heiBt 

konvergent, wenn es einen solchen Punkt a gibt, daB für aile hin- 
reichend groBen k die Entfernung q [a , beliebig klein ist ; a heiBt 
Limes der Folge; man sagt auch, daB die Folge gegen den Punkt a kon- 
vergiert. 

Offenbar ist dann und nur dann q {a , M) = 0 , wenn es in M eine 
konvergente Folge mit dem Limes a gibt; damit ist der Satz I bewiesen. 

Korollar. Ist a Berührungspunkt der Punktmenge A des metrischen 
Raumes R, so gibt es in A eine konvergente Folge mit dem Limes a, 

Bemerkung. Aus dem Dreiecksaxiom folgt leicht, dafi in einem 
metrischen Raum eine konvergente Folge nur einen Limes hat; in einem 
allgemein-metrischen Raum kann es dagegen mehrere Punkte a geben, 
die die Eigenschaft haben, daB p(a, a^^ bei hinreichend groBem k be- 
liebig klein wird; hâtten wir bei der Définition der Konvergenzrâume 
in Nr. 2 zugelassen, daB eine konvergente Punktfolge mehrere Limes- 
punkte besitzt, so würde der obige Beweis auch für allgemein-metrische 
Raume gelten. 

6. Umgebungsrâume. In einer Menge R ein Umgebungssystem 
erklâren (oder einen Umgebungsbegriff einführen) heiBt: gewisse Teil- 
mengen von R auszeichnen und diese Teilmengen den Elementen 
von R als deren Umgebungen zuordnen^. Von dieser Zuordnung wird 
dabei zunâchst nur verlangt, daB jedes Elément von R mindestens eine 
Umgebung besitzt. 

Ein Umgebungssystem in der Menge R induziert in R eine topo- 
logische Zuordnung und bestimmt somit einen allgemein-topologischen 
Raum, dessen Punkte die Elemente von R sind: p heiBt Berührungs- 
punkt von M, wenn jede Umgebung von p mindestens ein Elément 
von M enthàlt. Ein allgemein-topologischer Raum, dessen topologische 


^ Fréchet; Hausdorff; Weyl. 
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Zuordnung sich auf diese Weise mittels eines passend gewâhlten Üm- 
gebungssystems induzieren lâBt, heiBt ein Umgebungsraum. 

Beispiele: die Zahlengerade, die Zahlenebene. 

Weitere Beispiele von Umgebungsràumen : 

1 i? sei die Einheitsstrecke O^p'Si, D die Menge aller Zahlen i/n, n ~ 1, 
2, 3, . . . Ist 0 <. P i, so sei J(p) ein beliebiges offenes Teilintervall von R, 
welches p enthàlt; ist /? == 0, bzw. /? = i, so sei J[p) ein Halbintervall a 

bzw. wobei a zwischen 0 und 1 liegt, und sonst beliebig ist. Falls 

P ^ 0 ist, so soll jedes J{p) einc Umgebung von p sein. Dagegen werden als 
Umgebungen der Null aile Mengen von der Gestalt /(o) — D und nur diese zu- 
gelassen. 

2°. R sei die Menge aller Punkte der Halbebene y ^ 0 (es sind und y Car- 
tesische Koordinaten). Ist p = (x, y) und y > 0, so soll jede offene Kreisscheibe 
mit dem Mittelpunkt p und einem Radius < y Umgebung von p sein. Ist aber 
y — 0, so bestehe eine Umgebung von p aus dem Punkt p selbst und aus allen 
Punkten einer beliebigen offenen Kreisscheibe, die in der Halbebene y > 0 liegt 
und deren Randkreis die ;r-Achse im Punkte p berührt^ 

7 . Verschiedene Umgebungssysteme in einer und derselben Menge 
kônnen in dieser Menge dieselbe topologische Zuordnung induzieren. 
So wird Z. B. die topologische Zuordnung auf der Zahlengerade durch 
jedes der folgenden Umgebungssysteme induziert: 

a) Umgebung eines Punktes p ist jedes offene Intervall, welches 
diesen Punkt enthâlt; 

b) Umgebung eines Punktes p ist jedes offene Intervall mit ratio- 
nalen Endpunkten, welches den Punkt p enthâlt; 

c) Umgebung eines Punktes p ist jedes Intervall mit p als Mittel- 
punkt. 

d) Umgebung eines Punktes p ist jedes Intervall von der Form 

\ n n f 

In den unter c) und d) genannten Umgebungssystemen kann man 
unter einem Intervall nach Belieben ein offenes oder ein abgeschlossenes 
Intervall verstehen. 

Zwei Umgebungssysteme in einer und derselben Menge R heiBen 
gleichwertig, wenn sie in R dieselbe topologische Zuordnung induzieren. 

Ist R ein allgemein-topologischer Raum, so heiBt jedes Umgebungs- 
system in R, welches die (den Raum R definierende) topologische Zu- 
ordnung induziert, ein Umgebungssystem des allgemein-topologischen 
Raumes R (oder ein den Raum R definierendes Umgebungssystem). 

Umgebungssysteme werden gewôhnlich mit U, $8, . . . bezeichnet. 
Ausführlicher schreiben wir: U — {U{p)] — das heiBt, daB das Um- 
gebungssystem U aus den Umgebungen U{p) der Elemente p (einer 
Menge R) besteht. 

Hausdorffsches Gleichwertigkeitskriterium. Zwei Um- 
gebungssysteme U = {U{p)} und SS = {V{p)} in einer und derselben 


1 Dieses Beispiel rührt von Herrn Niemytzki her (vgl. § 6. Nr. 3). 
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Menge R sind dann und nur dann gleichwertig, falls für ein heliebiges 
pcz R jedes U[p) ein V(p) und jedes V(p) ein U{p>) enthàlt, 

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daB ein bestimmtes U(p) — etwa 
Î7i(ÿi) — kein V{p^ enthàlt, und folgern daraus, daB U und SB nicht 
gleichwertig sind. Denn unter unserer Voraussetzung enthàlt jedes 
F(^i) mindestens einen Punkt von R — U^(p^ , so daB p^ Berührungs- 
punkt von R — (ÿi) im Sinne der durch SS induzierten topologischen 
Zuordnung ist. Da aber p^ eine zm R — [p^) fremde Umgebung des 

Systems U, nàmlich besitzt, ist p^ kein Berührungspunkt von 

R — Ui (p-^ im Sinne der durch U induzierten topologischen Zuord- 
nung. Die beiden Zuordnungen sind somit verschieden und die Um- 
gebungssysteme U und SS nicht gleichwertig. 

Jetzt nehmen wir umgekehrt an, daB jedes U{p) ein V{p), jedes 
Vp) ein U{p) enthàlt, und beweisen die Gleichwertigkeit von U und SS. 
Es sei P ein Berührungspunkt der Menge M etwa im Sinne der durch U 
induzierten topologischen Zuordnung. Da jedes V{p) ein U(p) enthàlt, 
und jedes U(p) einen nicht leeren Durchschnitt mit M hat, hat auch 
jedes V{p) einen nicht leeren Durchschnitt mit M, d. h. p ist Be- 
rührungspunkt von M im Sinne der durch SS induzierten topologischen 
Zuordnung, w. z. b. w. 

8. Anwendung auf metrisierbare Râume. Sphârische bzw. e-Um- 
gebungen. Wir betrachten einen Punkt p des allgemein-metrischen 
Raumes R und eine positive Zahl e. Die Menge aller Punkte x von R, 
die der Bedingung Q{p, x)<,£ genügen, nennt man sphârische Umgebung, 
und zwar sphârische Umgebung vom Radius e (kurz: e-Umgebung) des 
Punktes p ; man bezeichnet sie mit U(p , e) . 

Sa t Z II. Jeder allgemein-metrisierbare Raum ist ein Umgebungsraum. 

Beweis. Der aUgemein-metrisierbare Raum R sei in einer festen 
Metrik p(a, b) gedacht. Es folgt aus den Definitionen der Nr. 3 , daB 
das System der sphàrischen Umgebungen in R und die diesen Um- 
gebungen zugrunde liegende Metrik dieseîbe topologische Zuordnung 
in R induzieren, w. z. b. w. 

Korollar. Zwei Metriken Q{a,b) und Q'(a,b) in einer und der- 
selben Menge R sind dann und nur dann topologisch gleichwertig, wenn 
bei f ester (aber beliebiger) Wahl von p a R es zu jedem e > 0 ein (5 > 0 
gibt, so daji , fi) 3 i7' (/> , (5) und U' {p , e) :d Up , ô) ist. 

Beweis. Das Korollar ergibt sich aus dem soeben bewiesenen Satz 
und dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium. 

Aufgabe 1. Wie sehen die sphàrischen Umgebungen in den in Nr. 4 defi- 
nierten allgemein-metrischen Ràumen aus? 

Aufgabe 2. Der Leser beweise (durch Anwendung des Dreiecks- 
axioms !) : 

Satz III. Die sphàrischen Umgebungen eines metrischen Raumes sind 
offene Mengen. 
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Aufgabe 3 (Hausdorff). Der Leser beweise, daB, wenn Q{a,b) 
eine beliebige Metrik in einer Menge R ist, man durch 

eine topologisch-gleichwertige Metrik erhàlt. Ist g (a, b) eigentlich, so 
gilt dasselbe auch von g' (a, b). Des weiteren ist für jedes Paar (a, b) 
stets g' (a, b) <C i • 

Wir wollen diesem Résultat für metrische Râume gleich die Form 
eines allgemeinen Satzes geben. 

Satz IV. Un^er den (eigentlichen) Metriken eines metrisierbaren 
Raumes giht es solche, bei denen der Raum heschrànkt ist (d. h. einen 
endlichen Durchmesser besitzt). 

Bemerkung. Der Übergang von einer Metrik zu einer topologisch- 
gleichwertigen heiBt eine Ummetrisierung (des gegebenen metrischen 
Raumes). Man kann also das letzte Résultat kurz wie folgt aussprechen : 
Jeder metrische Raum là fit sich in einen beschrànkten metrischen Raum 
ummetrisieren, 

9. Relativierung^. Jcde Punktmenge A eines allgemein-topologischen 
Raumes R wird selbst zu einem topologischen Raum, zum Relativraum A 
in bezug auf R, wenn man für jede Teilmenge M von A als abgcschlos- 
sene Hülle von M in A den Durchschnitt A • M von A mit der ab- 
geschlossenen Hülle M von M in R versteht. Dieser Übergang von der 
topologischen Zuordnung in R zu der soeben erklàrten topologischen Zu- 
.ordnung in A heipt Relativierung (genauer : Rclativierimg in bezug auf A 
der in R gegebenen topologischen Zuordnung). 

Wenn man von einer Punktmenge eines allgemein-topologischen 
Raumes R als von einem Raurne spricht, meint man iminer don Relativ- 
raum in bezug auf R. 

Nicht nur die topologische Zuordnung, sondern auch die Konver- 
genz, die Metrik, der Umgebungsbegriff lassen sich relativieren. Am 
selbst verstandlichsten ist die Relativierung der Metrik: ist in R eine 
Metrik gegeben, so auch erst redit in A cz R \ ist 7? ein allgemein- bzw. 
eigentlich-metrischer bzw. metrisierbarer Raum, so auch A. '^ 

Beispiel: die n-dimensionalen Sphàren. Im 7?^*+^ (als allgemein- 
metrischer Raum definicrt in Nr. 4) bctrachten wir die Menge aller 
Punkte (/i, . . ., ^^^.l), deren Koordinatcn der Gleichung 

- a-iY H (/«+i — «n+i)** = 

genügen, wobei die a^ reelle Zahlen sind und g> 0 ist. Diese Punkt- 
menge heiBt die n-dimensionale Sphàre des R^^^^ mit dem Mittelpunkt 
a ^ [ay, , . . y a^^Pj und dem Radius g] sie wird mit S^{a, g) bezeichnct. 

^ Hausdorff. 

^ Dabci kann A unter Umstànden ein metrischer Raum sein, wenn auch R 
nur allgemein-metrisch ist (Beispiel: ebenes Stück in einer Gebirgslandschaft mit 
der Metrik des Wanderers). 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Ist 0 = (0, . . . , 0) und Q ~ \ y so erhâlt man die Einheitssphâre S"(o, 1) 
des Die Einheitssphâre des als metrischer Raum^ be- 

trachtet, wird kurz die n-dimensionale Einheitssphâre genannt und mit 

bezeichnet. 

Die Relativierung (in bezug auf A) eines Umgebungssystems 
U = {U{p)} besteht darin, da6 man für jeden Punkt p von A die Men- 
gen A • U(j>) konstruiert. Sie heiBen Umgehungen von p in bezug auf A 
(oder auch Umgebungen von p in A). Das aus U auf diese Weise ge- 
wonnene Umgebungssystem in A induziert in A gerade die topo- 
logische Zuordnung, die mit tels Relativierung aus der von U in i? 
induziert en Zuordnung hervorgeht. 

Hieraus folgt: Ein Umgebungsraum geht dur ch Relativierung wieder 
in einen Umgebungsraum Über. 

Définition. Eine Eigenschaft eines allgemein-topologischen Rau- 
mes heiBt nach Hausdorff kogredient, wenn daraus, daB sie für einen 
Raum R gilt, ihre Geltung für jeden Relativraum von R folgt. 

Wir kônnen also sagen : Die Eigenschaft eines allgemein-topologischen 
Raumes, ein Umgebungsraum zu sein, ist kogredient, 

Aufgabe. Man definiere in sinngemâBer Weise die Relativierung 
des Konvergenzbegriffes. 

10. Produktbildung. Sind X und Y irgend zwei Mengen, so heiBt 
bekanntlich die Menge aller Paare (% , y) , wobei x ein Elément von X 
und y ein Elément von Y ist, das Produkt von X und Y. Es wird mit 
X X Y bezeichnet. Liegen drei Mengen X, Y, Z vor, so wird ein für 
allemal die Konvention gemacht, daB zwischen den Begriffen {[x , y); z) , 
(x;{y,z)) und {x,y,z) nicht unterschieden wird^. Diese Konvention 
erlaubt, die obige Produktbildung als eine assoziative Mengenoperation 
zu betrachten. Somit werden wir auch ohne weiteres vom Produkt 
der n Mengen als von der Menge aller fî-Tupel 

{x■^^, X 2 , y x,f) , wobei ein Elément von X.^ ist, sprechen. 

Es sei jetzt in X und in Y je ein Umgebungssystem U — {U{x)} 
bzw. SB = {U(y)} gegeben, Indem wir für jedes {x, y) das Produkt 
einer beliebigen U{x) mit einer beliebigen U {y) als Umgebung erklâren, 
erhalten wir in X x Y ein Umgebungssystem, welches wir das Produkt 
der beiden Umgebungssysteme U und SB nennen und mit U X SB be- 
zeichnen. Eine Anwendung des Hausdorffschen Gleichwertigkeits- 
kriteriums zeigt leicht, daB, wenn U mit U' und SB mit SB' gleichwertig 
sind, auch U x SB mit U' X SB' gleichwertig ist. Hieraus ergibt sich: 

Définition. Es seien X und Y zwei Umgebungsrâume. Der Um- 
gebungsraum, zu dem X x Y wird, wenn man das Produkt eines Um- 

^ In Nr. 11 wird bewiescn, daÜ der folglich auch die 5” (a, (>), nicht 

nur allgemein-metrische Ràume, sondcrn auch metrische Râume sind. 

2 An und für sich sind diese Begriffe verschieden, denn ({x, y) ; z) ist ein Paar 
mit den Elementen {x, y) und z, wâhrend (x, y, z) ein Tripel mit den Elementen 
X, y, z ist. 
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gebungssystems von X und eines Umgebungssystems von Y als Um- 
gebungssystem in X x Y betrachtet, heiBt das topologische Produkt 
von X und Y. Er hangt von der Wahl der beiden Umgebungssysteme 
von X bzw. Y nicht ab. 

11. Metrisches Produkt. Euklidische Râume. Sind X und Y all- 
gemein-metrische Râume mit den Metriken q{x,x') und g (y, y')» 
führen wir in X x Y die Metrik 

(1) q{(x, y), {x', y')) =^q{x, xy + Q{y, y')® 

ein und nennen den so aus X x Y gewonnenen allgemein-metrischen 
Raum das metrische Produkt von X und Y. Man überzeugt sich leicht, 
daB die Metrik (1) eine Metrik des topologischen Produkt es von X und Y 
ist, d. h. daB die von der Metrik (1) induzierte topologische Zuordnung 
in X X Y diejenige ist, die man bekommt, wenn man die allgemein- 
metrischen Râume X und Y als Umgebungsrâume und X x Y als ihr 
topologisches Produkt auffaBt. Dieselbe topologische Zuordnung würde 
man übrigens auch erhalten, wenn man in X x Y nicht die Metrik (1), 
sondern 

( 11 ) Q{(x, y).(x', y')) = q{x, x') + Q{y,y'), 

oder auch allgemein 

(^;,) Q{ix, y),{x', y')) = + }/[(?(;»:, x')Y + [{?(y, y'W 

mit ^ 1 einführen wollte^. 

Satz V. Das metrische Produkt zweier metrischer Râume ist ein 
metrischer Raum. 

Beweis. Es ist zu zeigen, daB die Metrik (1) die Axiome des metri- 
schen Raumes erfüllt, falls q[x, x') und ^p(y, y') diese Axiome erfüllen. 
Für die ersten beiden Axiome ist das klar. 

Das Dreiecksaxiom ist Folge des allgemeinen Satzes: Sind a, h, c, 
a' , h', c' reelle nicht-negative Zahlen mit a-{- b '^: c, a' + 6' ^ c', so ist 

(2) 2 + fb^ + h'^ S ]/c2 + c'2 . 

Denn setzt man in der Formel (2) 

a — q{x, x'), h ~ Q{Yy x") y c = Q{Xy x'')\ 

a' = e(y>y')> *' = ?(y'. y"). <^'=^Qiy.y") 

[wobei Jii:, x', x" bzw. y, y', y" irgend drei Punkte von X bzw. Y und 
folglich {x, y) y {x' y y'), (a;", y") drei beliebige Punkte von X x Y 

^ Hausdorff, Mengenlehre, S. 98—102. 

2 Beweis der Formel (2) : 

(j/a^ 4" “h + 6'“)^ — a'^ -f- 6- -f + 2 (b'^ + 6'^) 

= 4- 6^ H- -f 2 j/{a b -1- a'b')^ -j- (a b' — a'b) ^ 

4" 4- 4" b'“ 4- 2(ab 4- ci'b') 

= (a 4- 6)2 4- (a' 4- 6') 2 ^ c2 4- c'2. 
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sind], so sind die Voraussetzungen unseres Satzes erfüllt, und (2) ver- 
wandelt sich in 

q{{x, y),{x', y')) + eiix', y'), (x”, y'')}^e((x, y), {x”, y")). 

Wir wenden diese Betrachtungen auf den Fall der Euklidischen 
Râume an. 

Unter dem n-dimensionalen Euklidischen Raum jf?" verstehen wir, 
wie bereits erwâhnt (Nr. 4). den allgemein-metrischen Raum, den 
man bekommt, wenn man in die Menge aller «-Tupel reeller Zahlen 
{x-^, X2, . . . , x„) die Metrik 

QiiXj . X2, . Xj, {X{, X2, O) = f(Xi - X'i)^ + • • • + K - O* 

einführt. Die Zahlen heiûen bekanntlich die Koordinaten 

des Punktes p = {x-^, . . , , x^) , Ans dieser Définition (und der in Nr. 10 
gemachten Konvention) folgt, daB das metrische Produkt von 7?”"^ 
und ist. Da aber die Axiome des metrischen Raumes für den R^ er- 
füllt sind, überzeugt man sich durch vollstandige Induktion, daB sie 
auch für den R^ geltcn. 

Aufgabe. Wâhlt man im metrischen Produkt die Metrik (Ij) bzw. 
(1„) mit P > 1 anstatt (1), so erhâlt man ebenfalls einen metrischen 
Raum. 

12. Der Hilbertsche Raum. Aus dem Dreiecksaxiom für den R” 
(das wir soeben als gültig erwiesen haben) folgt [wenn man die drei 
Punkte , . . . , , (0 , . . . , 0) , (/'j , . . . , betrachtet ] : 



Da dies für beliebiges n gilt, ergibt sich mittcls eines Grenzübergangs 
der SchluB: Sind die Folgen reeller Zahlen , tj., . . . und 

^ 2 » • • • » gewahlt, daB die Reihen und konver- 

gent sind, so konvergiert auch ^(^a* — 4)^ • 

Wir definieren jetzt den Hilbertschen Raum R"^ (als die unendlich- 
dimensionale Verallgemeinerung der Euklidischen Raume) folgender- 
maBen. Seine Punkte sind unendliche Folgen reeller Zahlen: 

P ~~ (^1 > ^2 y * y ^Jc. y • * y 

die der einzigen Bedingung unterworfen sind, daB ihre Quadrate eine 
konvergente Reihe bilden. Als Entfernung zwischen 

p^[t^j^y..,y tj,, . . .) und P' {t\y t^y . . ., . • .) 

definieren wir 

Q (P > P') — ih > 

daB diese Entfernungsdefinition einen Sinn hat (d. h. daB sie für je 
zwei Punkte des Hilbertschen Raumes eine endliche Zahl als Ent- 
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fernung liefert), folgt aus der zu Beginn dieser Nummer gemachten 
Bemerkung. DaB sie den ersten beiden Axiomen des metrischen Raumes 
genügt, ist klar. DaB sie auch das Dreiecksaxiom 

- 4 )* + ^ ^ 

erfüllt, ergibt sich dur ch Grenzübergang aus der für jedes n als gültig 
erwiesenen Formel 

|/i: ih - + |/i: (^i. - riY ^ |/i; {t, - nf . 

Die Menge aller Punkte des Hilbertschen Raumes, deren Koordi- 
naten den Ungleichungen Æ = 1 , 2 ,..., genügen, 

heiBt der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes. 

§ 2. Topologische Râume. 

1. Définition. Die Axiome von Kuratowski. Ein allgemein-topo- 
logischer Raum heiBt ein topologischer Raum, wenn seine topologische 
Zuordnung den folgenden Axiomen von Kuratowski genügt: 

Axiom 1. Die ahgeschlossene Hiille der Vereinigungsmenge zweier 
Punktmengen ist die V ereinigungsmenge der abgeschlossenen Hüllen der 
beiden Punktmengen: 

(1) A'+ B À -\- B. 

Axiom II. Jede Punktmenge ist in ihrer abgeschlossenen Huile enU 
halten: 

( 2 ) Ad A. 

Man kann das Axiom II auch so aussprechen: 

Jeder Punkt einer Punktmenge ist Berührungspunkt dieser Punkt- 
menge. 

Axiom III. Ist A eine Punktmenge, A ihre abgeschlossene Hiille, 
so ist jeder Berührungspunkt von A in A enthalten: 

A Cl A. 

Da nach II notwendig A ci A ist, wird in unserem Axiomensystem 
nichts geândert, wenn wir Axiom III dur ch die Forderung 

( 3 ) A=A 
ersetzen. 

Axiom IV. Dïe leere Menge hat keinen einzigen Berührungspunkt: 

(4) 0 = 0. 

Mit Hilfe der Begriffe abgeschlossene und offene Menge (§ i, Nr. 1) 
kônnen wir die Axiome III und IV auch so aussprechen: 
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Iir. Die abgeschlossene Hülle einer jeden Punktmenge ist ab- 
geschlossen. 

IV'. Der ganze Raum R ist offen. 

Da die abgeschlossene Hülle einer jeden Punktmenge (also auch der 
Menge aller Punkte von R) eine (eclite oder unechte) Teilmenge von R 
ist, ist R abgeschlossen. Diese Tatsache und IV' kônnen wir zusammen- 
f assen : 

Satz I. Der ganze Raum und die leere Menge sind sowohl offen als 
auch abgeschlossen. 

Aufgabe. Der Leser diskutiere die im § 1 gegebenen Beispiele all- 
gemein-topologischer Râume und stelle fest, welche von ihnen topolo- 
gische Ràume sind. 

2. Zellensysteme als Beispiele topologischer Ràume. Wir knüpfen 
an das in § 1, Nr. i, unter 4° gegebene Beispiel eines allgemein-topologi- 
schen Raumes an; der Leser bestâtigt ohne Mühe, daB die topologische 
Zuordnung dieses Raumes die vier Axiome von Kuratowski erfüllt, 
daB somit dieser Raum topologisch ist. 

Als Verallgemeinerung dieses Beispiels denken wir uns irgendeine 
Menge von konvexen Zellen^ beliebiger Dimensionszahlen. 

Diese Zellen und ihre Seiten aller Dimensionszahlen L -: 0 seien 
die Punkte des zu konstruierenden Raumes R. Als abgeschlossene 
Hülle eines Punktes p ^ der ja eine konvexe Zelle ist, definieren wir die 
aus P und allen Seiten von p bestehende endliche Menge. Als ab- 
geschlossene Hülle einer beliebigen Menge M c: R erklâren wir sodann 
die Summe der abgeschlossenen Hüllen der einzelnen Punkte von M. 

Die Axiome I — IV sind offenbar erfüllt. 

Es ist auch die folgende Verscharfung des Axioms I erfüllt: 

I'. Die abgeschlossene Hülle der Summe von beliehig vielen Punktmengen des 
Raumes ist die Summe der abgeschlossenen Hüllen dieser Punktmengen. 

Ràume, die die Bedingungen I', II, III, IV genügen, sollen diskrete Ràume 
genannt werden. 

Die diskreten Ràume umfassen als Spezialfall die Komplexe der kombina- 
torischen Topologie (vgl. Kap. III, § i, Nr. 8 sowie Kap. IV, § 1). 

3. Metrisierbare Râume aïs Spezialfall der topologischen Ràume. 

Satz. Jeder metrisierbare Raum ist topologisch. 

Beweis. Infolge des Identitatsaxioms (§ 1, Nr. 3) erfüllt die von 
einer eigentlichen Metrik induzierte topologische Zuordnung das 
Axiom II; sie erfüllt auch das Axiom IV. 

Wir zeigen jetzt, daB das Axiom I erfüllt ist. Aus den elementaren 
Eigenschaften der unteren Grenze einer Zahlenmenge folgt, daB 
Q(j) , A B) die kleinere unter den beiden Zahlen Q{j>,A) und Q(p, B) 
ist, folglich ist q(P,A + B) dann und nur dann Null, wenn mindestens 
eine der Zahlen Q{p, A), Q{p,B) Null ist. Das bedeutet aber gerade 
A + B = A + B, d. h. die Gültigkeit von Axiom I. 

^ Wegen der Définition der konvexen Zellen siehe Anhang II, § 4. 
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Eine von einer eigentlichen Metrik induzierte topologische Zuord- 
nung erfüllt auch das Axiom III. Denn ist p ein Berührungspunkt 
von À y so gibt es zu jedem e > 0 einen Punkt p' (Z A, welcher von p 
um weniger als e entfernt ist; z\i p' cz A gibt es einen Punkt p" c: A 
mit Q (p', p")<e; daraus folgt : g {p y p") ^^Q{p , p') + Q(P\ P") <2e. 
Da p" (Z A und e beliebig klein ist, ist g{p,A)=Oy also pczA, 
w. Z. b. w. 

Bemerkung I. Ans dem Identitàtsaxiom folgt, daB die topo- 
logische Zuordnung eines metrischen Raumes auBer den vier Axiomen 
von Kuratowski noch die folgende fünfte Bedingung erfüllt: 

Eine Menge, die nur einen einzigen Punkt p enthàlt, hat keinen 
von p verschiedenen Berührungspunkt: 

p^p, 

Auf diese wichtige Bedingung kommen wir in § 4 zu sprechen. 

Bemerkung II. Der obige Beweis zeigt, daB die Axiome I und IV auch für 
die allgemein-metrisierbaren Ràume gelten. 

4. Abgeschlossene und offene Mengen. Wir setzen einen beliebigen 
topologischen Raum R voraus. Wir wissen bereits (§ 1, Nr. 1): 

Eine Punktmenge heiBt abgeschlossen, wcnn sie aile ihre Berührungs- 
punkte enthalt. 

Wegen Axiom II kônnen wir jetzt sagen: 

Eine Punktmenge ist abgeschlossen, wenn sie mit ihrer abgeschlossenen 
Hülle identisch ist. 

Da die offenen Mengen als Komplementârmengen zu den abgeschlos- 
senen definicrt wurden (§ 1, Nr. 1), gilt: 

Das Komplement einer abgeschlossenen Menge ist offen, das 
Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen. 

Ferner: 

Satz IL Aus A (Z B folgt A ci B- 

Beweis. Wegen ^cBist B = A+ B, B — A + By also A ci B- 

Satz III. Die Summe endlich-vieler und der Durchschnitt beliebig- 
vieler abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. 

Beweis: Die Behauptung für Summen folgt unmittelbar aus 
Axiom I und der Définition der abgeschlossenen Mengen. 

Es liege ein behebiges System © von abgeschlossenen Mengen des 
topologischen Raumes R vor; es seien F die Elemente von © und F 
der Durchschnitt aller dieser F. Nach Satz II ist F in jedem F, also 
auch in F enthalten, w. z. b. w. 

Aus den Anfangsgründen der Mengenlehre^ kennt man folgenden Satz : 

Für ein behebiges Mengensystem © — {M} gilt 

(5 (3 

1 Z. B. Hausdorff: Mengenlehre, S. 19. 
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Dieser Satz erlaubt aus Satz III und der Définition der offenen 
Mengen sofort abzuleiten: 

Satz Iir. Der Durchschnitt endlich-vieler und die Summe beliehig- 
vieler offener Mengen sind offen. 

In den Sàtzen III und III' ist enthalten: 

Satz III". Die Differenz zwischen einey ahgeschîossenen Menge und einer offenen 
ist abgeschlossen; die Differenz zwischen einer offenen Menge und einer ahgeschîossenen 
ist offen. 

5. Innere und Randpunkte. Ist M eine Punktmenge des topologischen RaumesP, 
so bildet die Vereinigungsmenge aller in M enthaltenen offenen Mengen die grôûte of- 
fene Punktmenge in M ; sie heiBt der offene Kern von M. Seine Punkte heiBen die 
inneren Punkte von M. Punkte von M, die keine inneren Punkte sind, heiBen 
Randpunkte^ die Menge der Randpunkte heiBt der Rand von M. Die Vereinigungs- 
menge des Randes von M und des Randes von R — M heiBt die Begrenzung von M. 

Da in dieser Définition M und R ~M symmetrisch auftreten, haben M und 
sein Komplement R — M dieselbc Begrenzung. Bezeichnet man den offenen 
Kern von M mit J(M), so ist die gcmeinsame Begrenzung von AI und R — M 
offenbar identisch mit der Menge 

R _ {/(M) + - JVf)}. 

Da die Menge in der geschwciften Klammer offen ist, ist die Begrenzung einer jeden 
Punktmenge abgeschlossen. Bei abgeschlossencn Mengen stimmt die Begrenzung 
mit dem Randc, bei offenen mit dem Rcinde des Komplcmeiites überein (denn 
die offenen Mengen sind unter allen Punktmengen dadurch ausgezeichnet, daB 
sie keine Randpunkte, also keinen Rand besitzen). 

Einfache Beispiele: 

1) M sei eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene R'^. Dann ist der 
Randkreis zugleich Rand und Begrenzung von M\ es ist R'^ — Al offen, also 
ohne Rand. 

2) M R^ sei eine offene Kreisscheibe. Dann ist der Randkreis Begrenzung 
von M und Rand von R'^ — M. 

3) M CZ R^ bestehe aus einer offenen Kreisscheibe und einer Strecke, die, 
in einem Punkte des Randkreises beginnend, nach auBen weist. Der Rand von AI 
besteht aus den Punkten der Strecke, die Begrenzung aus den Punkten der Strecke 
und den Punkten des Randkreises. 

4 ) R sei der dreidimensionale Raum R^, M eine offene Kreisscheibe. Aile 
Punkte von M sind Randpunkte, so daB die Menge AI mit ihrem Rande zusammen- 
fâllt. Die Begrenzung von AI ist die abgeschlossene Kreisscheibe; sie enthalt 
also die Menge AI als echte Teilmenge. 

5) R ist die Zahlengerade ID, AI die Menge der rationalen Punkte derselben. 
Die Begrenzung von AI fallt mit R^ zusammen. 

Satz IV. Ist G offen und zu M fremd, so ist G auch zu M fremd. 

Denn aus M c: R — G folgt nach Satz II M a R — G ^ R — G . 

Bemerkung. Die Sàtze I bis IV benutzen nicht das Axiom III. 

6. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Auszeichnung 
der ahgeschîossenen Mengen. 

Satz V. Der Durchschnitt aller ahgeschîossenen Mengen, die die ge- 
gehene Punktmenge M enthalten, ist die Menge M. 

Beweis. Es seien: F eine beliebige abgeschlossene Menge Z) M, 
F der Durchschnitt aller dieser F, Da M abgeschlossen, also selbst 
ein F ist, ist jedenfalls F c M. Andererseits folgt aus F ^ M, daB 
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F — M F ist, also auch = F = M + F und folglich M c: F; da 
dies für jedes F gilt, ist M c: F, somit M = F, w. z. b. w. 

Aus diesem Satz folgt, dafi man in einem topologischen Raum die 
topologische Zuordnung vollstàndig kennt, sobald man weifî, welches die 
abgeschlossenen Mengen dieses Raumes sind. 

Nun genügt aber, wie wir wissen, das System der abgeschlossenen 
Mengen eines topologischen Raumes den folgenden Bedingungen: 

a) Die Summe endlich-vieler und der DurchschniU beliebig-vieler ab- 
geschlossener Mengen sind abgeschlossen ; 

P) die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. 

Das führt uns zum 

Satz VI. 1°. Wenn man in einer Menge E unter Geltung der Be- 
dingungen oc) und P) gewisse, sonst ganz beliebige Teilmengen 0 als ,,ah- 
geschlossen'^ erklàrt und die abgeschlossene Hülle einer beliebigen Punkt- 
menge M als den DurchschniU aller die Menge M enthaltenden ,, ab- 
geschlossenen** Mengen definiert, so erhàlt man einen topologischen 
Raum R. 

2"^. Die abgeschlossenen Punktmengen, die der soeben definierten topo- 
logischen Zuordnung im Raume R entspringen, sind mit den ,,abgeschlos- 
senen* Mengen 0 identisch. 

3°. Jeder topologische Raum kann auf dieseWeise erhalten werden. 

Beweis von 2°. Ist 0i eine beliebige ,,abgeschlossene‘' Menge, so 
ist in R: 

also (da 0^ unter den 0 D 0^ vorkommt) 0i ci 0^ , und 0^ ab- 
geschlossen. 

Ist andererseits F eine beliebige abgeschlossene Menge des Raumes F, 
so ist F ZD F = ^ F, also F = und nach /3) die Menge F 

<ï> s y 0 3F 

,, abgeschlossen''. 

Beweis von 1°. Es ist zu zeigen, daB die in E definierte topo- 
logische Zuordnung den Axiomen I bis IV von Kuratowski genügt. 

Zunachst folgt aus unseren Voraussetzungen unmittelbar, daB die 
abgeschlossene Hülle einer jeden Menge „abgeschlossen'', also auch in 
R abgeschlossen, ist und die gegebene Menge enthalt. Die Bedingun- 
gen II und III sind also erfüllt. ^ 

Da die leere Menge ,, abgeschlossen'' ist, ist IV erfüllt. 

Es seien A und B zwei Teilmengen von R. Wir bezeichnen mit 
0A+B beliebige ,, abgeschlossene" Menge 0ddA-FB\ da jedes 
0a^b sowohl A als auch B enthalt, sind A und B im Durchschnitt 
aller 0aj,b> h. ’m A A- B enthalten: A B cz A A- B . Da anderer- 
seits A B nach a) ,, abgeschlossen" ist und A A~ B enthalt, ist ^ + B 
ein 0A^By der Durchschnitt aller 0^+j5, d. h. die Menge A A- B , 
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muQ in A + B enthalten sein : A ^ B a A B . Es ist somit 
A^ B A B y und Axiom I ist erfüllt. 

Beweis von 3° — ist in den Sâtzen III, I, V enthalten. 

7. Topologische Râume als Umgebungsràume. Absolûtes Um- 
gebungssystem. 

Définition. Jede offene Menge, die einen gegebenen Punkt p cz R 
enthâlt, heiBt ahsohite Umgebung dieses Punktes. 

Das System aller absoluten Umgebungen eines topologischen Rau- 
mes R heiCt das absolute Umgebungssystem des Raumes R, 

Um diese Définition zu redit fertigen, muB man zeigen, daB das 
absolute Umgebungssystem tatsâchlich ein Umgebungssystem des 
Raumes R ist (§ 1, Nr. 6). Zu beweisen ist mit anderen Worten der 

Satz VII. Der Punkt p ist dann und nur dann Berührungspunkt 
der Menge M, wenn jede absolute Umgebung von p mindestens einen Punkt 
von M enthàlt. 

Beweis. Es enthalte jede U{p) mindestens einen Punkt von M. 
Wir wâhlen eine beliebige abgeschlossene Menge F zd M] da die offene 
Menge R — F gewiB keinen Punkt von M enthâlt, enthâlt sie laut 
unserer Voraussetzung auch p nidit ; es ist also p cz F . Da dies für 
jede abgeschlossene Menge F zd M gilt, ist nach Satz V p c: M . 

Es sei umgekehrt p cz M] die absolute Umgebung U{p) sei beliebig 
gewâhlt. Da M^U{p) ■] 0 ist, ist nach Satz IV auch M*U{p) 4^ 0, 
w. Z. b. w. 

Korollar. Jeder topologische Raum ist ein Umgebungsraum. 

Aufgabe. Der Lcser beweise^: Der allgemein-topologische Kaum R 
ist dann und nur dann ein Umgebungsraum, wenn seine topologische 
Zuordnung die folgenden Bedingungen erfüllt: 

1 Aus A<zlB folgt A (ZI B] 

2°. 0-0. 

8. Basis eines topologischen Raumes. Die Hausdorffschen Um- 
gebungsaxiome. 

Définition. Ein System U von offenen Mengen des topologischen 
Raumes R heiBt eine Basis dieses Raumes, falls jede offene Menge 
Vereinigungsmenge gewisser Mengen des Systems U ist. 

Aus dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitssatz (§ 1, Nr. 7) und 
dem Satz VII folgt, daB ein in der Menge aller Punkte des Raumes R 
eingeführtes Umgebungssystem U = {U{p)} dann und nur dann den 
topologischen Raum R definiert, falls jede den Punkt p enthaltende 
offene Menge ein U(j>) enthâlt und umgekehrt. Hieraus folgt: 

Satz VIII. In dem topologischen Raum R sei ein System U offener 
Mengen gegeben, Jede Menge des Systems U sei jedem ihrer Punkte 
als Umgebung zugeordnet. Das so gewonnene Umgebungssystem definiert 
dann und nur dann den Raum if, falls U eine Basis von R ist. 

1 Der zu beweisende Satz ist von Herrn A. Markoff. 
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Aufgabe, Der Leser führe den Beweis dieses Satzes durch! 

Satz IX, Ein Umgebungsraum R ist dann und nur dann topolo- 
gisch, falls er ein Umgebungssystem U = {t/(/>)} besitzt mit den folgenden 
Eigenschaften : 

A. Jeder Punkt p von R besitzt mindestens eine Umgebung und ist 
in jeder seiner Umgebungen enthalten, 

B. Der Durchschnitt zweier Umgebungen eines und desselben Punktes 
enthàlt eine Umgebung dieses Punktes. 

C. Liegt der Punkt q in der Umgebung U{p) des Punktes p, so be- 
sitzt er eine in U(p) enthaltene Umgebung. 

Beweis. Jeder topologische Raum besitzt ein den Bedingungen A 
bis C genügendes Umgebungssystem, denn sein absolûtes Umgebungs- 
system ist ein solches. 

Ist umgekehrt R ein Umgebungsraum mit einem den Bedingungen A 
bis C genügenden Umgebungssystem, so gelten für die topologische 
Zuordnung in R die Axiome I bis IV von Kuratowski. Es ist in der 
Tat Axiom IV in jedem Umgebungsraum erfüllt; Axiom II folgt un- 
mittelbar aus A; Axiom I folgert man leicht aus B. Endlich ist 
Axiom III eine Folge von C: es sei in der Tat ^ Berührungspunkt 
von A ; jedes U{p) enthâlt einen Punkt p’ c: A und nach C ein U[p') ; 
in U{p') muB aber mindestens ein Punkt von A enthalten sein, wel- 
cher somit auch in U{p) liegt. Da U(p) beliebig war, folgt, daB p 
Berührungspunkt von A ist, w. z. b. w. 

Bemerkung. Die Bedingungen A, B, C sind die ersten drei Uni- 
gebungsaxiome von Hausdorff^. 

Aufgabe. Man beweise, daB die sphàrischen Umgebungen (§ 1, Nr. 8) eines 
metrischen Raumes die Bedingungen A bis C erftillcn. 

Aufgabe. Der Leser beweise folgenden 

Satz IX'. Ein Umgebungssystem definiert dann und nur dann einen topologi- 
schen Raum, falls es den Bedingungen A, B und der folgenden Bedingung C' genügt; 

C'. Jede Umgebung U (p) enthâlt eine Umgebung U^(p) von der Eigenschaft, 
dafS jeder Punkt von U^ {p) eine in U (p) liegende Umgebung besitzt. 

Beweisskizze. Die eine Hâlfte des Satzes IX' (das ,,dann*‘) beweist man 
nach dem Muster des Satzes IX. Die zweite Hàlfte folgt daraus, daB man zeigt: 
sind U und zwei gleichwertige Umgebungssystcme, von denen das eine die Be- 
dingungen A, B, C erfüllt, so erfüllt das andere die Bedingungen A, B, C'. 

9. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Auszeichnung 
der offenen Mengen. Es seien in einer Menge E irgendwelche Teil- 
mengen unter dem Namen ,,offeneU' Mengen ausgezeichnet. Wir setzen 
dabei voraus, daB die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

oc') Der Durchschnitt endlich-vieler und die Summe beliebig-vieler 
,,offener'' Mengen sind ,,offen**. 

^ Das vierte Umgebungsaxiom von Hausdorff — das Hausdorffsche Tren- 
nungsaxiom — findet der Leser in § 6, Nr. 1. Besitzt ein Umgebungsraum ein 
Umgebungssystem, welches die vier Hausdorffschen Axiome erfüllt, so heiBt er 
ein Hausdorffscher Raum. Vgl. § 6, a. a. O. 
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/3') Die leere Menge und die ganze Menge E sind ,,offen*\ 

Wir führen jetzt in E ein Umgebungssystem ein, indem wir als 
Umgebung eines beliebigen Punktes jede diesen Punkt enthaltende 
„offene“ Menge definieren. Das so gewonnene Umgebungssystem genügt, 
wie leicht ersichtlich, den Bedingungen A, B, C, definiert also einen 
topologischen Raum R. Umgekehrt wird jeder topologische Raum 
auf diese Weise erzeugt (nach den Sâtzen VII, IIP und I). 

SchlieÛlich beweisen wir noch: 

Die offenen Mengen des Umgebungsraumes R sind mit den in E 
a priori gegebenen ,, offenen'* Mengen identisch. Denn ist F ,,offen", 
so besitzt jeder Punkt von F eine in F enthaltene Umgebung, nam- 
lich F selbst, kann also nicht Berührungspunkt von R — F sein. So- 
mit enthâlt R — /'aile seine Berührungspunkte, ist also abgeschlossen, 
so daB F offen ist. 

Ist andererseits G eine offcne Punktmenge des Umgebungsraumes R, 
so enthâlt G zu jedem seiner Punkte p eine in G liegende Umgebung, 
d. h. es existiert eine ,, offcne" Menge /, welche p enthâlt und in G 
enthalten ist. Das bedeutet: G ist Summe der ,, offenen Mengen" Fa G, 
also nach oc') selbst ,, offen", 

Als Seitenstück zu Satz VI haben wir somit das Résultat bewiesen : 

Satz X. Wenn man in einer Menge E tinter Geltung der Bedin- 
gungen oc') und /5') gewisse Teilmengen als ,,offene'' Mengen auszeichnei 
und jede ,,offene'' Menge als Umgebung eines beliebigen ihrer Punkte be- 
trachtet, so ist der dadurch gewonnene Umgebungsraum topologisch und seine 
offenen Punktmengen sind mit den ,, offenen*' Teilmengen von E identiseJu 

2°. Jeder topologische Raum kann auf diese Weise als ein Umgebungs- 
raum erzeugt werden. 

10. Relativierung. Bereits in § 1, Nr. 9, haben wir gelernt, daB die 
topologische Zuordnung eines allgemein-topologischen Raumes R in 
jeder Punktmenge A dieses Raumes mittels Relativierung eine topo- 
logische Zuordnung erzeugt und somit A als allgemein-topologischen 
Raum, den Relativraum A in bezug auf R, auffassen lâBt. 

Man sieht leicht ein, daB, falls die Zuordnung in R den Axiomen 
von Kuratowski genügt, dasselbe auch von der relativierten Zuord- 
nung gilt. Somit ist jede Punktmenge eines topologischen Raumes selbst 
ein topologischer Raum. Mit anderen Worten: Die Eigenschaft eines 
allgemein-topologischen Raumes, ein topologischer Raum zu sein, ist 
kogredient (im Sinne von § 1, Nr. 9)- 

Man kann also insbesondere von abgeschlossenen und offenen 
Mengen in A sprechen: die Menge Ma A ist in ^ abgeschlossen, 
wenn sie mit ihrer abgeschlossenen Hülle in A identisch ist, d. h. wenn 
M — A • M ist. Eine Menge M a A ist also dann und nur dann 
abgeschlossen in A, wenn sie Durchschnitt von A mit einer abgeschlos- 
senen Menge des Raumes R ist. 
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In analoger Weise sind die in A offenen Mengen mit den Durch- 
schnittsmengen von A mit den offenen Mengen des Raumes R identisch, 
Denn ist G in R offen, so ist R — G abgeschlossen, (R — G) • A ab- 
geschlossen in A, folglich G-A:=A’- {R — G) •A in A offen, Um- 
gekehrt: Ist H in A offen, so ist M — A — H in A abgeschlossen, 
also M ~ A • M, folglich 

H = A--M = A- A-M:=^A-{R-M), 

w. Z. b. w. 

Man erhàlt eine Basis von A, wenn man eine Basis von R wàhlt 
und die Durchschnitte der Elemente dieser Basis mit A hetrachtet. Daraus 
folgt insbesondere, daB, wenn R eine abzâhlbare Basis besitzt, dasselbe 
auch von jeder Punktmenge A c: R gilt. 

11. Hàufungspunkte. Définition. Ein Punkt p heiBt Hàufungs- 
punkt der Punktmenge M, wenn cr Berührungspunkt von M — p ist. 

Ans dieser Définition und aus der Tatsache, daB jeder topologische 
Raum ein Umgebungsraum ist, folgt, dap p dann und nur dann Hàu- 
fungspunkt von M ist, wenn jede Umgebung von p mindestens einen 
von p verschiedenen Punkt der Menge M enthàlt. 

Offenbar ist jeder Berührungspunkt von M, welcher selbst kein 
Punkt von M ist, notwendig Hâufungspunkt von M, 

Hioraus und aus Axiom II (Nr. 1) folgt: 

Satz XI. Wenn man zu M aile Hàufungspunkte von M hinzu- 
nimmt, entsteht die abgeschlossene Hiille von M. 

Hierin ist enthalten: 

Zusatz. Eine Punktmenge ist dann und nur dann abgeschlossen, 
wenn sic aile ihre Hàufungspunkte enthàlt, 

Aufgaben. 1. Der Leser beweise: Ist R ein metrisierbarer Raum, 
p ein Punkt, M eine Punktmenge von R, so ist p dann und nur dann 
Hâufungspunkt von M, wenn jede Umgebung von p unendlich-viele 
Punkte von M enthàlt. 

2. Was sind die Hàufungspunkte der Menge aller Punkte des in 
§ 1, Nr. 1 sub 4° definierten topologischen Raumes? 

Définition. Ein Punkt einer Menge M a R, der kein Haufungs- 
punkt dieser Menge ist, heiBt ein isoUerter Punkt der Menge. Mengen 
ohne isolierte Punkte heiBen insichdicht\ Mengen, die abgeschlossen und 
insichdicht sind, heiBen perfekt, 

Aufgabe. Man beweise: 

1) Satz XII. Die isolierten Punkte eines topologischen Raumes sind 
identisch mit den einpunktigen offenen Mengen dieses Raumes, 

2) Das Cantorsche Diskontinuum, d. h. die Menge aller Punkte der 
Einheitsstrecke 0 ^ a; ^ 1 der Zahlengerade, deren triadische Ent- 
wicklung ohne Benutzung der Ziffer 1 geschrieben werden kann, ist 
eine perfekte Menge. 
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12. Dichtigkeitsbegriff. Eine Punktmenge M des topologischen 
Raumes R heiBt dicht in R, wenn Af = if ist. 

Mittels Relativierung lâBt sich ohne weiteres auch von der Dichtig- 
keit einer Menge M in einer Punktmenge AzdM des topologischen 
Raumes R sprechen: M ist dicht in A, falls die abgeschlossene Hülle 
von M in A die ganze Menge ^4 ist. 

Eine Punktmenge M heiBt nirgendsdicht in if, wenn bei keiner 
Wahl der nichtleeren offenen Menge G cz R die Menge G - M in G 
dicht ist. 

Mit anderen Worten: M ist nirgendsdicht in if, wenn jede offene 
Menge G a R eine offene Teilmenge mit G^* M = 0 enthâlt. 

Hieraus folgt mühelos: 

Satz XIII. Die Summe zweier (also auch endlich-vieler) in R nir- 
gendsdichter Punktmengen ist in R nirgendsdicht, 

Beweis. Es seien und in if nirgendsdicht. Die offene 
Menge G cz R sei beliebig; G^ c: G sei zu fremd, G^ cz G^ sei zu Mg 
fremd ; dann ist G^ auch zu fremd, w. z. b. w. 

Aufgaben. 1) Man beweise: 

Satz XIV. Die Punktmenge M des topologischen Raumes R isi dann 
und nur dann nirgendsdicht in if, wenn R — M dicht in R ist. 

2 ) Der Leser konstruiere Bcispiele von dichten und nirgendsdichten Punkt- 
mengen des in § 1, Nr. 1 sub 4 definierten topologischen Raumes. 

Beispiele. 1. Die Menge der rationalen Punkte ist dicht, das 
Cantorsche Diskontinuum nirgendsdicht in der Zahlengerade. 

2. if = if2 sei die Euklidische Ebene. Man wàhle als A eine der 
folgenden Punktmengen : 

1) Die Menge aller Punkte der Strecke 0 x ^ i , y — 0 und der 

Punkte ^ 1 . 3 , • • . , 2" — 1 , « = 1 , 2, . . . in inf.; 

2) die Menge aller Punkte (%, 0) mit 0-X^i und der Punkte 
{x,y), wobei ein Elément des Cantorschen Diskontinuums und 
0 y 1 ist, ist nirgendsdicht im Quadrat 0 a; - ^ 1 , 0 f:, y 1 ; 

i 

3) die sogenannte sin ^ -Kurve, d. h. die Menge der Punkte {x, y) mit 

Il 1 

y — sin bei — a: < 0 und 0 < a: - vermehrt um die Strecke 

X .'7 Jl 

x ~ 0, *— 1 ;S y 1 ; diese Strecke bildet eine nirgendsdichte Teil- 
menge der Kurve; 

4) die Menge aller Punkte der Ebene mit mindestens einer bzw. 
mit genau einer bzw. mit zwei rationalen Koordinaten. Jede dieser 
Mengen ist dicht in der Ebene. 

Wie sehen in jedem dieser Falle die in A abgeschlossenen bzw. die 
in A offenen Mengen aus? Für welche dieser Mengen A gibt es in A 
offene Mengen, die aus einem einzigen Punkte bestehen ? Abzâhlbare, 
in A offene Mengen? Für welche gilt die Behauptung, daB jede in A 
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abgeschlossene Menge auch in abgeschlossen ist ? Gilt für irgend- 
eine dieser Mengen der sog. Satz von der Gebietsinvarianz ? (D. h. die 
Behauptung: Ist von zwei homôomôrphen'^ Teümengen von A die eine 
in A offen, so ist es auch die andere.) Man konstruiere für jede dieser 
Mengen A eine ans abzâhlbar vielen Elementen bestehende Basis. 

13, Überdeckungen. Ein System von Punktmengen eines nicht- 
leeren topologischen Raumes R heiCt eine Überdeckung einer Punkt- 
menge A in R, wenn jeder Punkt von A in mindestens einer Menge 
des gegebenen Systems enthalten ist. Ist von zwei Überdeckungen 
einer und derselben Punktmenge ^ in jR jedes Elément der ersten 
Überdeckung gleichzeitig Elément der zweiten, so sagt man, daü die 
zweite Überdeckung die erste enthàlt. 

Eine Überdeckung heiBt offen bzw. abgeschlossen, wenn aile ihre 
Elemente offene bzw. abgeschlossene Mengen sind. 

Nach der Anzahl der Elemente einer Überdeckung werden ins- 
besondere endliche bzw. abzâhlbar e Überdeckungen unterschieden. 

Eine Überdeckung U heiBt von endlicher Ordnung, wenn es eine 
natürliche Zahl l gibt von der Eigenschaft, daB kein Punkt des Raumes 
zu mehr als l Elementen der Überdeckung gehort; die kleinste unter 
diesen Zahlen X heiBt die Ordnung o (U) der Überdeckung U . Die Zahl 
o(U) wird somit unter allen natürlichen Zahlen durch folgende beiden 
Eigenschaften charakterisiert : 

1) es gibt keinen Punkt des Raumes, der zu mehr als e(U) Ele- 
menten von U gehort; 

2) Es gibt mindestens einen Punkt des Raumes, der genau zu o (U) 
Elementen von U gehort. 

Eine Überdeckung eines metrischen Raumes heiBt eine e-Über- 
deckung, wenn aile ihre Elemente einen Durchmesser < e haben. 

14. Zusammenhang. In dieser Nummer wird im AnschluB an Haus- 
DOKFF der Zusammenhangsbegriff für topologische Râume aufgestellt 
und untersucht; damit wird ein Beispiel einer sehr allgemeinen und 
dcnnoch anschaulichen mengen theoretischen Überlegung gegeben. Da 
der Begriff des topologischen Raumes, den wir hier zugrunde legen, die 
Komplexe der kombinatorischen Topologie ^ als Spezialfall enthalt, um- 
faBt unsere Darstellung auch den Zusammenhangsbegriff für Komplexe. 

Ein topologischer Raum heipt zusammenhàngend , wenn er nicht Summe 
zweier nichtleerer disjunkter abgeschlossener Mengen ist. 

Da das Komplement einer abgeschlossenen Menge offen, einer 
offenen Menge abgeschlossen ist, kônnte man in dieser Définition auch 
von offenen (anstatt von abgeschlossenen) Summanden sprechen. Man 
konnte auch sagen: Ein Raum ist dann und nur dann zusammen- 
hangend, wenn er auBer der leeren Menge keine gleichzeitig abgeschlos- 
sene und offene echte Teilmenge enthalt. 

2 Kap. III, § 1, Nr. 2 sowie Kap. IV, § 5, Nr. 1. 


^ Définition: § 3, Nr. 2. 
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Définition. Eine endliche Mengenfolge 

heiBt eine {Mengen)keUe (und zwar eine mit Mg verhindende Kette 
oder auch eine Kette zwischen Afj und MJ, wenn 
1 ^ ^ s — 1 , ist. Ein Mengensystem © heiBt verkettet, wenn je zwei 
seiner Elemente durch eine Kette aus Elementen des Systems © ver- 
bunden werden konnen. 

Satz XV. Jede offene und jede endliche abgeschlossene Überdeckung 
eines zusammenhàngenden topologischen Raumes ist verkettet, 

Beweis. Es sei U eine nicht verkettete offene oder endliche ab- 
geschlossene Überdeckung des topologischen Raumes R. Wir wâhlen 
in U zwei Elemente und Mg, die durch keine Kette verbunden 
werden konnen. Es sei Ui die Menge derjenigen Elemente von U, die 
mit Ml durch Ketten verbunden werden konnen ; U2 sei die Menge der 
übrigen Elemente von U . Weder Ui noch 11 2 ist leer (denn Mj ist ein 
Elément von Ui und M2 ein Elément von U2). Die Vereinigungsmenge 
aller Elemente von Ui bzw. U2 ist eine nichtleere offene (abgeschlos- 
sene) Punkt menge bzw. von R, und es ist R = ^1 + ^2» 

R nicht zusammenhângend, w. z. b. w. 

Bemerkung. Wenn jede aus zwei Elementen bestehende abge- 
schlossenc (offene) Überdeckung des Raumes R verkettet ist, so ist R 
zusammenhângend, Folglich gilt auch die Umkehrung des Satzcs XV. 

Da durch Relativierung jede Punktmenge eines topologisrhen Kau- 
mes selbst zu einem topologischen Kaume wird (Nr. 10 ), konnen wir 
ohne weiteres auch von zusammenhàngenden Ptmktmengen eines topo- 
logischen Raumes sprechen : Die Punktmenge A ist zusammenhângend, 
wenn sie nicht Summe zweier nichtleerer in ihr abgcschlossener dis- 
junkter Teilmengen ist. 

Satz XVI. Wenn eine zusammenhangende Punktmenge A a R in 
der Summe H + H’ zweier disjunkter abgeschlossener oder offener Mengen 
von R enthalten ist, so ist sie in einem der beiden Summanden enthalten, 

Denn wâre A • H ^ Q A • H', so hâtte man ïn A ^ A * H + A • H' 
eine Zerlegung von A in zwei nichtleere in A abgeschlossene disjunkte 
Teilmengen. 

Satz XVII. Die Vereinigungsmenge eines heliebigen verketteten Sy- 
stems zusammenhàngender Punktmengen ist zusammenhângend. 

Beweis. Es sei A die Vereinigungsmenge eines verketteten Systems 
© = {M} zusammenhàngender Punktmengen. Wir betrachten eine Zer- 
legung A ~ Hi A- H2 von A in zwei disjunkte in A abgeschlossene 
Summanden und wâhlen irgendein Elément Mi von © . Nach Satz XVI 
ist Ml in einer der beiden Mengen und H2 enthalten. Es sei etwa 
Ml cz Hi . Wir zeigen, daB jedes Elément Mg von © in Hi enthalten 
ist (damit wird offenbar der Satz XVII bewiesen). 
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Es sei ilf 1 , . . . , Mg eine Kette zwischen M-^ und . Ist M^c: 
so ist • Hi 3 0, also nach Satz XVI ist c: . 

Da Mid Hi, sind aile M^c: insbesondere ist also M^cz Hi, 

w. Z. b. w. 

Korollar. Die Summe beliehig-vieler zusammenhàngender Punkt- 
mengeriy von denen je zwei einen nichtleeren Durchschnitt haheUy ist zu- 
sammenhàngend. 

Satz XVIII. Wenn je zwei Punkte eines Raumes R in einer zusam- 
menhàngenden Punktmenge dieses Raumes enthaÜen sind, so ist der 
Raum zusammenhàngend. 

Beweis. Es sei a ein fester Punkt von R\ zu jedem Punkt x von R 
gibt es eine zusammenhângende Menge Z^zd a x; die Summe aller 
dieser Z^ ist nach dem Korollar zusammenhàngend; sie ist mit R 
identisch. 

Satz XIX. Faits die Punktmenge M a R zusammenhàngend ist, so 
ist auch jede Menge N, welche M enthàlt und in M enthalten ist, zu- 
sammenhàngend. 

Beweis. Es sei N ~ N' N" eine Zerlegung von N in zwei 
disjunkte in N abgeschlossene Mengen. Nach Satz XVI mu6 M in 
einer dieser Mengen, etwa in N', enthalten sein. Da iV' in N ab- 
geschlossen ist, mul3 jeder zu N gehôrende Berührungspunkt von iV', 
also erst recht jeder zu N gehôrende Berührungspunkt von M und 
somit die ganze Menge N in iV' enthalten sein , so daB iV" = 0 
sein muB. 

Définition. Die Vereinigungsmenge aller zusammenhângenden 
Punktmengen des Raumes R, die einen gegebenen Punkt p von R ent- 
halten, heiBt nach Hausdorff die Komponente von p in R. Nach dem 
Korollar zu Satz XVI ist sie zusammenhàngend, so daB die Kompo- 
nente des Punktes p im Raume R die grôBte diesen Punkt enthaltende 
zusammenhângende Punktmenge von R ist. 

Aus demselben Korollar folgt ferner, daB zwei verschiedene Punkte 
entweder eine und dieselbe oder zwei disjunkte Komponenten haben. 

Nach Satz XIX ist jede Komponente abgeschlossen. 

Somit zerfàllt jeder nicht zusammenhângende Raum R in ein- 
deutiger Weise in seine Komponenten — in disjunkte abgeschlossene 
Mengen, von denen jede zusammenhàngend ist und in keiner grôBeren 
zusammenhângenden Punktmenge von R enthalten ist. 

15. Beispiele zusammenhàngender und nicht zusammenhângen- 
der Raume. Die Z ahlengerade R^ ist zusammenhàngend. In derXat: es sei 
R^ — + F 2 eine Zerlegung von R^ in zwei disjunkte abgeschlossene 

Mengen. In der ad absurdum zu führenden Annahme, daB beide Men- 
gen nichtleer sind, wàhlen wir einen Punkt a^ in F^, einen Punkt «2 
in Fg und bezeichnen — in der Annahme, daB etwa ^2 > a^ ist — mit 


Alexaridroff-Hoof. ToDoloerie I. 
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c die untere Grenze der Durchschnittsmenge von F 2 und der Strecke^ 

. Der Punkt c ist von verschieden ; das Intervall {a^ , c) besteht 
aus lauter Punkten von , so daB der Punkt ça F 2 Berührungspunkt 
von F^ sein müBte, was unmôglich ist. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, daB jede Strecke der Zahlengerade 
zusammenhângend ist (insbesondere auch jede Halbgerade). Man sieht 
ferner ohne Mühe, daB eine zusammenhângende Teilmenge der Geraden 
mit irgendzwei Punkten a, h auch die ganze Strecke ah enthâlt. Dar- 
aus schlieBt man leicht (Aufgabe!), daB die einzigen zusammenhângen- 
den mehrpunktigen Teilmengen der Geraden die endlichen und unend- 
lichen Strecken sind. 

Daraus ergibt sich ferner, daB die Komponenten offener Mengen 
G d offenô Intervalle sind (die ,,komplementàren Intervalle'' der 
abgeschlossenen Menge R^ — G). 

Das Cantorsche Diskontinuum [vgl. Nr. 11, Aufgabe, sub 2)] enthâlt 
kein Intervall, also (da es sich um eine lineare Menge handelt) keine 
mehrpunktige zusammenhângende Teilmenge. Solche Mengen heiBen zn- 
sammenhangslos. Die Komponenten einer zusammenhangslosen Menge 
sind ihre einzelnen Punkte. 

Die Menge der Punkte [Xy y) der Zahlenebene, bei denen x zur 
Cantorschen Menge gehôrt und y der Ungleichung 0^ 1 genügt, 

besteht aus einer Menge der Mâchtigkeit c von Komponenten, die sâmt- 
lich geradlinige Strecken sind. 

Man erhâlt nach Satz XIX eine zusammenhângende Menge, wenn 

11 

man die Vereinigungsmenge des Kurvenstücks y = sin , 0 < ^ 

X JZ 

und einer ganz beliebigen Punktmenge auf der Strecke — 1 :: y ^ 1 
der y-Achse bildet. 

Satz XX. Fine offerte Menge G des R^ ist dann und nur dann 
zusammenhângend y wenn je zwei Punkte von G durch einen in G liegen- 
den {einfachen) Streckenzug verbunden werden kônnen. 

Beweis. Lassen sich je zwei Punkte von G durch einen Strecken- 
zug (evtl. auch mit mehrfachen Punkten) verbinden, so ist G zusammen- 
hângend nach Satz XVIII. Bleibt übrig zu zeigen, daB, wenn es in G 
zwei Punkte p und q gibt, die durch keinen in G liegenden einfachen 
Streckenzug verbunden werden kônnen, G nicht zusammenhângend ist. 

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit P die Menge aller Punkte 
von Gy die durch einfache Streckenzüge mit p verbunden werden kônnen. 
Die Menge der übrigen Punkte von G sei Ç. Beide Mengen sind nicht 

^ Wir rechnen zu den endlichen Strecken die offenen Intervalle (a, b), die 
abgeschlossenen Intervalle [a, b] (oder ab) und die halboffenen Intervalle (a, b] 
und [a, b), die nur einen ihrer beiden Endpunkte enthalten in (a, è] ist der End- 
punkt b, in \a, b) der Endpunkt a enthalten. Unendliche Strecken sind: die ganze 
Gerade, die Halbgeraden ( — oo, a], [a, 00) und die unendlichen offenen Inter- 
valle (—00, a) und (a, 00). 
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leer, denn es gehôrt p z\x P und q zu Q. Da P und Q zueinander fremd 
sind und P + Ç = G ist, brauchen wir nur noch zu zeigen, daB P in G 
gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. 

Es sei a ein Punkt von P, p a ein einfacher Streckenzug, welcher p 
mit a innerhalb von G verbindet, Ü{a) eine in G liegende Vollkugel 
mit dem Mittelpunkt in a; wir bezeichnen mit a' einen beliebigen, im 
Innern von tJ\a) gelegenen Punkt, mit a a! die geradlinige Strecke, 
die a mit a' verbindet. 

pa a a! ist ein p mit a' verbindender Streckenzug in G; bat er 
mehrfache Punkte, so ist es ein Leichtes, sie loszuwerden: wir durch- 
laufen den einfachen Streckenzug pa va der Richtung von p nach a, 
bis wir zum ersten Punkt p' gelangen, der zu aaf gehort; dann ist 
PP' -f p' a' (wobei pp' auf pa und p' a' auf a a' liegt) ein a und a' in G 
verbindender einfacher Streckenzug. Somit gehort a', d. h. ein be- 
liebiger innerer Punkt von TJ {a), zu P; folglich ist a innerer Punkt 
von P, und P offen. 

Es sei jetzt a ein Berührungspunkt von P, U (a) eine in G enthaltene 
Vollkugel mit dem Mittelpunkt a, a' irgendein zu U {a) gehorender 
Punkt von P, pa^ ein p mit a' verbindender einfacher Streckenzug 
in G, und schlieBlich a' a die geradlinige Strecke zwischen a und a\ 
Wir haben wieder den in G liegenden Streckenzug pa' + ci' a, auf dem 
sich ein einfacher Streckenzug zwischen p und a finden lâBt ; es gehôrt 
also a zu P, und P ist abgeschlossen, w. z. b. w. 

Définition. Offene zusammenhângende Mengen heijSen Gehiete. 

Besonders hâufig wird diese Benennung in bezug auf Punktmengen 
des gebraucht. 

§ 3. Stetige Abbildungen topologischer Ràume. 

1. Allgemeines über Abbildungen. Liegen zwei Mengen X und Y 
vor, und entspricht jedem Elément x von X ein eindeutig bestimmtes 
Elément y = f[x) von Y, so spricht man von einer Abbildung von X 
in Y ; dabei brauchen die Mengen X und Y zunachst keine allgemein- 
topologischen Raume zu sein, so daB von Stetigkeit noch nicht die 
Rede ist. 

Das Elément / [x) von Y heiBt das Bild von x bei der Abbildung /. 
Ist jedes Elément von Y Bild mindestens eines Eléments von X, so 
sagt man, daB die Abbildung / eine Abbildung von X auf Y ist. 

Ist A irgendeine Teilmenge von X, so heiBt die Menge aller der- 
jenigen Elemente von Y, die Bilder der Elemente von A sind, das 
Bild von A bei der Abbildung /; es wird mit f{A) bezeichnet. Es liegt 
offenbar eine Abbildung von A auf f{A) vor. 

Ist B eine Teilmenge von Y, so bezeichnen wir mit {B) die Menge 
aller derjenigen Elemente von X, deren Bilder zu B gehôren; f~^ {B) 
heiBt die Originalmenge oder das Urbild von B. Wenn das Urbild eines 


4 * 
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jeden Elementes von Y ein einziges Elément von X ist, so liegt eine 
eineindeutige oder schlichte Abbildung von X auf Y vor. Eine einein- 
deutige Abbildung von X auf eine Teilmenge Y' von Y heiBt eine 
eineindeutige Abbildung von X in Y. 

Ist / eine eineindeutige Abbildung von X in Y, f {X) = Y' c Y, 
und lâBt man jedem Elément y von Y' sein Urbild f~^{y) entspre- 
chen, so entsteht eine eineindeutige Abbildung f~^ von Y' auf X — 
die Umkehrung der Abbildung /. 

Es gelten für beliebige Abbildungen / einer Menge X auf eine 
Menge Y die folgenden Relationen (durch A bzw. werden dabei 
Teilmengen von X, durch B bzw. Teilmengen von Y bezeichnet); 


(f) 

f{Ai A 2 -\- 

...)- f{A,)+ f{A2) + 

(1-1) 

/-^ {Bi -f- R 2 + 

•••)-/-M^i)+/-'(52) + 

(2) 

fiX 

-A) 3 Y-f{A). 1 

(2-1) 

f-HY 

-B)=A-/-i(S),J 

(3) 

f{A,.A2- 

..)C/(^,)./(^2 )..., 

(3-^) 


••)==/-MS,)-/-1(B2 )---, 

(4) 


/-l(/(^))3^, 

(4-^) 


f{tHB)) = B, 

(5) 

fit 

-HB)^A) = B^f{A). 


Der Beweis dieser Formeln besteht aus wenigen sich zwangsmâBig 
ergebenden Schlüssen und soll vom Leser selbst erbracht werden*. 

Bemerkung. Liegt eine Abbildung /j von X^ in X^ und eine Ab- 
bildung /2 von Aj in X^ vor, so entsteht eine Abbildung /j von X^ 
in Xg, die jedem Elément x von Aj das Elément von A 3 ent- 

sprechen lâBt; diese Abbildung /g wird mit /g/i bezeichnet. 

2. Stetige Abbildungen. Définition. Die Abbildung / des allgemein- 
topologischen Raumes A in den allgemein-topologischen Raum Y heiBt 
steiig, wenn das Bild eines jeden Berührungspunktes einer beliebigen Punkt- 
menge A c X Berührungspunkt der Bildmenge f{A)c:Y, d. h. wenn 
immer f(A)czf(A) ist. 

Eine eineindeutige stetige Abbildung / des Raumes A in den Raum Y 
heiBt eine topologische Abbildung oder eine Homôomorphie [zwischen A 
und / (A) = Y' c: YJ , wenn die Umkehrung von / eine stetige Ab- 
bildung (von Y' auf A) ist. Zwei Râume bzw. zwei Punktmengen 
heiBen homôomorph, wenn sie aufeinander topologisch abgebildet werden 
kônnen; man sagt von ihnen auch, daB sie topologisch àquivalent oder 
vom gleichen topologischen Typus sind. 

^ Die Menge der A bzw. der B kann eine beliebige Mâchtigkeit haben. 

2 Die obige Tabelle ist im wesentlichen der Hausdorffschen ,,Mengenlehre^‘ 
entnommen. 
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Es seien jetzt X und Y zwei topologische Râume. Wir beweisen die 
folgenden Sàtze von einer Abbildung / von X in Y. 

Satz 1. f ist dann und nur dann stetig, wenn das Urbild jeder ah- 
geschlossenen Menge abgeschlossen ist. 

Beweis. Es ist zu zeigen: 

a) Wenn / unstetig ist, so gibt es eine abgeschlossene Menge B mit 
nicht abgeschlossenem Urbild; 

b) wenn es eine abgeschlossene Menge B mit nicht abgeschlossenem 
Urbild gibt, so ist / unstetig. 

Ad a). Die Menge A und der Punkt x seien in X so gewâhlt, daB 
xCLÀy f{x)(t f {A) ist. B — i ÇA) ist abgeschlossen. Wir beweisen, 
daB f~^{B) nicht abgeschlossen ist. Da B = ist, ist 

A c: f~^{B) J also x Berührungspunkt von f~^{B) \ x gehôrt aber nicht 
zu denn f{x) ist nicht in f{A) enthalten; die abgeschlossene 

Menge B hat somit ein nicht abgeschlossenes Urbild. 

Ad b). B sei abgeschlossen, i~^[B) nicht abgeschlossen, x ein Be- 
rührungspunkt von /“^(S), der nicht zu f'~^{B) gehôrt; dann gehôrt 
i{x) nicht z\x B— B, obwohl B Bild von f~^{B) ist, / ist also unstetig. 

Korollar. Ein stetiges Bild Y=^f(X) eines zusammenhàngenden 
topologischen Raumes X ist zusammenhàngend. 

Denn ist Y ~ B^ B^ eine Zerlegung von Y in zwei disjunkte 
nichtleere abgeschlossene Punktmengen, so wâre X == 
eine analoge Zerlegung von X. 

Satz II. f ist dann und nur dann stetig, wenn die Originalmenge 
jeder offenen Menge offen ist. 

Denn die Originalmenge jeder offenen Menge ist wegen der For- 
mel (2“^) dann und nur dann offen, wenn die Originalmenge jeder 
abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist. Somit folgt Satz II ans 
Satz 1. 

Bemerkung. Aus den Sàtzen I und II folgt: 

Bei einer HomOomorphie zwischen zwei topologischen Ràumen ent- 
sprechen die abgeschlossenen sowie die ofjenen Mengen der beiden Râume 
einander eineindeutig. 

Satz III. Wenn eine stetige Abbildung von X^ auf X^y /a 
stetige Abbildung von X 2 auf X^ ist, so ist f^fi eine stetige Abbildung 
von Xi auf X^. 

Beweis. Es sei abgeschlossen in X^\ dann ist f7^{F^ ab- 
geschlossen in X^y also fÇ^f^^iF^ abgeschlossen in X^\ es ist aber 
/rVr^(^ 3 ) iiichts anderes als {f^fij'~'^{F^ , also die Originalmenge 
von Fg bei der Abbildung / 2 / 1 , w. z. b. w. 

Satz IV (Cauchysche Stetigkeitsbedingung). / ist dann und 
nur dann stetig, wenn es zu jeder Umgebung U (y) eines Punktes y von Y 
und zu jedem Punkt x von f~^{y) eine Umgebung U{x) gibt, der en Bild 
in U {y) enthalten ist. 
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Bemerkung I. Unter Umgebung darf hier nicht nur eine absolute 
Umgebung (§ 2, Nr. 7), sondern auch eine, einem beliebigen Umgebungs- 
system des betreffenden topologischen Raumes (§ 1, Nr. 7) entnommene 
Umgebung verstanden werden. 

Beweis. 1°. Ist die Cauchysche Bedingung von der Abbil- 
dung / erfülit, so ist / stetig. 

Es seien in der Tat die Punktmenge A cz X und ihr Berührungs- 
punkt X beliebig gewàhlt. F c: Y sei eine beliebige Umgebung von 
r ~ f(x); wir wâhlen die Umgebung U von x unter der Bedingung 
f{U) c: F; da U • ^ 4= 0 ist, ist auch F* f{A) 4" 0, also, da F beliebig 
war, qcz f(^A) und / stetig. 

2°. Ist die Cauchysche Bedingung nicht erfülit, so ist / un- 
stetig. Die Punkte x cz X, y ^ f(x) cz Y und die Umgebung Fq von y 
seien so gewàhlt, daB in jeder Umgebung U{x) Punkte liegen, deren 
Bilder nicht zu Fq gehôren. Dann ist Berührungspunkt der Menge 
A =f ^^{Y Fq), wâhrend f{x) kein Berührungspunkt von f{A) ist. 

Bemerkung II (A. Markoff). Der Satz IV und sein obiger Be- 
weis gelten für jeden Umgebungsraum. 

Bemerkung III. Die Cauchysche vStetigkeitsbedingung kann offcn- 
bar auch so formuliert werden: Jeder Originalpimkt von y ist innerer 
Punkt der Originalmenge einer beliebigen Umgebung von y. Oder auch: 
liegt bei jeder Wahl von U {y) im offenen Kern von i~^U{y). 

Bemerkung IV. / heiBt stetig im Punkte x von X, wenn bei jeder 
Wahl der Umgebung U {y) von y = / (a;) der Punkt innerer Punkt 
von f^^U{y) ist. Aus dem soeben Bewiesenen folgt, daB die Abbil- 
dung / dann und nur dann stetig (im ganzen Raume X) ist, wenn sie 
stetig in jedem Punkt von X ist. 

Bemerkung V. Der Satz I legt die Frage nahe, ob bei einer 
stetigen Abbildung das Bild einer abgeschlossenen Punktmenge not- 
wendig abgeschlossen ist. Folgendes einfaches Beispiel zeigt, daB dies 
keineswegs der Fall zu sein braucht, selbst wenn / eineindeutig (jedoch 
nur in einer Richtung stetig) ist. X sei die Strecke 0 x <i 2n der 
Zahlengerade. Wir bilden X auf die Peripherie des Einheitskreises 
dadurch ab, daB wir als y~f{x) den Punkt mit den Polarkoordinaten 
r — \ und (p — X erklâren. Die in X abgeschlossene Menge aller 
Punkte X, \ x geht mittels / in die nicht abgeschlossene 

Menge r = 1, \ '^(p <,27i der Kreisperipherie über. Ist bei einer 
stetigen Abbildung / (von X in Y) das Bild jeder abgeschlossenen 
Punktmenge von X eine abgeschlossene Punktmenge von Y, so heiBt / 
abgeschlossen. Auf diesen wichtigen Begriff kommen wir noch zurück 
(im Kap. II, § 2). 

Aufgabe. Der Leser zeige durch ein Beispiel, daB bei einer 
stetigen Abbildung das Bild einer offenen Menge nicht notwendig 
offen ist. 
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3. Raum der Abbildungen eines topologischen Raumes X in einen 
beschrânkten metrischen Raum Y. Es seien gegeben : ein topologischer 
Raum X, ein metrischer Raum Y, die Menge A {X, Y) aller (nicht not- 
wendig stetigen) Abbildungen von X in Y. Vom metrischen Raum Y 
wird auBerdem vorausgesetzt, daB er beschrânkt ist, d. h. daB sein 
Durchmesser d(Y) = sup 5 (yi, eine endliche Zahl ist. 

Vu vicy 

In der Menge A {X, Y) führen wir eine Metrik ein, indem wir für 
zwei Abbildungen /j, /j von X in Y die Entfernung als 

e(/i. fi) = sup(/i(A;). f^ix)) 

xcX 

definieren. Man bcstatigt ohne Mühe, daB diese Entfernungsdefinition 
den Axiomen des metrischen Raumes genügt. Somit ist A {X, Y) als 
ein metrischer Raum, der Raum der Abbildungen von X in Y , aufzufassen. 

Im metrischen Raume A (X, Y) ist als Relativraum der Raum 
C(X, Y) der stetigen Abbildungen von X in Y enthalten. Es gilt: 

Satz V. C{X,Y) ist eine abgeschlossene Punktmenge des Raumes 
A (X, Y). 

Da jeder metrische Raum, also auch A{X,Y), nach § 1, Nr. 5, ein 
Konvergenzraum ist, besagt Satz V nichts andcres als 

Satz V'. Wenn die stetigen Abbildungen /i, /g, . . 4, . . . von X 

in Y im Raume A[X,Y) gegen f konvergieren, so ist / eine stetige Ab- 
hildung. 

Es ist aber Icicht ersichtlich, daB die Konvergenz einer Folge 
/i> / 2 » • • • > /a;» • • • glcichniaBigc Konvergenz 

der Abbildungen ii{x) , . . . gegen i{x) bedeutet. Dabei 

definieren wir die gleichmâBige Konvergenz einer Folge von Abbildungen 
wie üblich, namlich: 

Eine Folge von Abbildungen /i, / 2 , • • • , /a- » • • • des topologischen 
Raumes X in den metrischen Raum Y konvergiert gleichmàfiig gegen 
die Abbildung /, wenn es zu jedem s ein gibt, so daB für jeden 
Punkt X von X und aile k > 

Q{f(x),fk(x))<£ 

Somit ist der Satz V zurückgeführt auf 

Satz V". Wenn die stetigen Abbildungen ^ gleichmà^ig gegen f 
konvergieren, so ist auch f stetig, 

Beweis. Der Punkt x^ von X und ein e > 0 seien beliebig gegeben. 
Es handelt sich darum, eine Umgebung U{x^ so zu bestimmen, daB für 
sâmtliche xci U {xq) 

QifiXo), f{x)) < e 

ist (Cauchysche Stetigkeitsbedingung). Man wâhle zuerst k so groB, 

daB für aile x p 

Qifix), fAx)) < ~ , 
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dann die Umgebung U{xo) so, dafi für xcz U{Xq) 

ist. Dann ist 

e (/ (^o) ,f(x))^Q(f (aïo) , /t (^Ko)) + Q {fi {X^) ,fic(X)) + Q {fi (x),f{x)) <e, 
w. Z. b. w. 

4. Stetige Scharen von Abbildungen. Stetige Abànderungen einer 
Abbildung. Deformationen. Wir bleiben bei den Bezeichnungen der 
vorigen Nummer. Eine stetige Abbildung (p einer abgeschlossenen 
Strecke der Zablengerade, etwa der Einheitsstrecke A 

in den Raum C{X, Y), heiBt eine stetige Schar von stetigen Abbildungen 
von X in Y. Die Bildmenge (p[A) ist also eine Menge von stetigen Ab- 
bildungen 4 von X in Y, die vom Parameter t (etwa 0 1) abhângen, 

wobei es zu jedem e ein ô gibt, so daÛ für aile Punkte x von X 

Q{ftAx)Jr(x)) < e 

gilt, wenn nur \t' — t"\ <C ô ist. Ist auüerdem /q — I, so sagt man, 
dafi die Schar eine stetige Abànderung der Abbildung f ist, deren 
Endergebnis die Abbildung h (die ,,abgeânderte Abbildung'*) ist. Ist 
schlieBlich X eine Punktmenge von Y und f = fo die identische Ab- 
bildung von X auf sich (als Abbildung von X in Y betrachtet), so 
heiBt eine stetige Abànderung von / eine Deformation der Menge X ini 
Raume Y [mit der Punktmenge fi(X) als Endergebnis]. 

Die bei einer stetigen Schar auftretendc Bildmenge (p{A) heiBt die 
Menge der Abbildungen der stetigen Schar, Als stetiges Bild einer zu- 
sammenhàngenden Menge (der Einheitsstrecke) ist die Menge der Ab- 
bildungen einer stetigen Schar'^ eine zusammenhàngende Punkimenge von 
C {X, Y) ; sie ist somit in einer Komponente des Raumes C {X, Y) ent- 
halten. Ist die gegebene stetige Schar eine Deformation, so liegt die 
Menge ihrer Abbildungen in der Komponente der identischen Abbil- 
dungen (des Raumes C{X,Y)). 

5. Die stetigen (reeUen) Funktionen bilden einen Spezialfall der 
stetigen Abbildungen: das sind stetige Abbildungen eines Raumes in 
die (reelle) Zahlengerade. Durch Übergang zu dem Produktraum ge- 
winnt man dann die stetigen Funktionen von zwei Verânderlichen : 
eine solche Funktion (erklàrt im topologischen Raume X) ist defini- 
tionsgemâB eine stetige Abbildung des topologischen Produktes X xX 
in die Zahlengerade. Diese Définition bedeutet in der Tat: Jedem 
Punktepaar (x, x') des Raumes X ist eine Zahl f(x, x') derart zu- 
geordnet, daB bei beliebig gewâhlten Punkten Xq und x{^ von X man 
zu jedem e> O solche Umgebungen U{Xq) und U{x'q) bestimmen kann, 


1 Nach dem Korollar zum Satz I. 
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daB aus x cz x' <z. U{x'q) die Ungleichung 

\f{xo> *ü) — /(*. x')\<e 

folgt^. 

Bemerkung. Wendet man das Korollar zum Satz I (Nr, 2) auf 
den Fall einer in einem zusammenhângenden Raume X erklârten 
stetigen reellen Funktion an, so erhâlt man den 

Satz von Bolzano. Die Werimenge einer in einem zusammen- 
hàngenden Raume definierten stetigen reellen Funktion ist eine (endliche 
oder unendliche) Strecke der Zahlengerade (d. h, eine solche Funktion 
nimmt aile Zwischenwerte je zweier ihrer Werte an). 

Die Sâtze, daB bei stetigen und /g die Funktionen fl ± /2> il • /a 

und (für /g 4- 0) stetig sind, beweist man wortlich so wie in der 
12 

elementaren Analysis. 

6. Stetige Abbildungen metrischer Raume. 

Satz VI. Die Entfernungsfunktion q{x, x') im metrischen Raume X 
ist eine stetige Funktion der zwei V erànderlichen x und x' . 

Denn aus x^(z. ui^x, x[ a u[^x\ folgt, daB 
\q[x, x') — q{x^, x\) I < e 

ist (Dreiecksaxiom). 

Satz VIL Es sei A eine feste Punktmenge des metrischen Raumes X, 
X ein verànderlicher Punkt von X. Dann ist q(x, A) eine stetige Funk- 
tion von X. 

Dieser Satz ist in dem folgenden enthalten, den wir gelegentlich 
(§ 6, Nr. il) brauchen werden: 

Satz VIII. Auf der Punktmenge A des metrischen Raumes X sei 
eine reelle Funktion g (y) mit 0 < g{y) <. c gegeben. Dann ist 

<p(x) = inf [g (y) ^q{x, y)] 

V 

eine stetige Funktion in X. 

Beweis von Satz VIII. Es genügt offenbar, die folgende Verall- 
gcmeinerung des Dreiecksaxioms zu beweisen: 

(p{x^)^C-Q{Xi, X^ + <P{Xi) 

für je zwei Punkte x^, jVg von X. 

Es seien also x^, gegeben. Zu jedem £ > 0 gibt es einen Punkt 
yg c: ^ mit 

^ Verlangt man, daB diese Bedingung blofi für ein bestimmtes Punktepaar 
(Xq, (also nicht notwendig für aile solchen Paare) gilt, so erhâlt man eine „an 
der Stelle (at^, stetige Funktion f(x, y). 
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Unter Benutzung des Dreiecksaxioms ergibt sich weiter 

? {Xi) â g (>'2) Q (xi .Vi)^ g (Tî) e (xi . Xe) + g (y^) Q (Xz , 

< c • Xz) + ç’W + e, 

also, da dies für jedes positive e gilt, die Behauptung. — 

Im Falle metrischer Râume ist es ôfters bequem, den Stetigkeits- 
begriff auf den Konvergenzbegriff zurückzuführen. Es gilt nâmlich : 

Satz IX (Stetigkeitsbedingung von Heine). Eine Abbildung f 
des metrischen Raumes X auf den metrischen Raum Y ist dann und nur 
dann stetig, wenn für jede konvergente Folge ACg, . . . , . . . des 

Raumes X aus = x folgt lim = /(^). 

Beweis. Die Bedingung von Heine sei erfüllt. Wenn x ein Be- 
rührungspunkt von M ist, so gibt es eine Punkt folge {xj^ in M mit 
lim% == X. Dann ist aber nach Voraussetzung limf{x^) = f{x), also 
f{x) Berührungspunkt von /(M), und / stetig. 

Es sei jetzt die Bedingung von Heine nicht erfüllt. Dann gibt es 
in einer passend gewâhlten konvergenten Folge {x^.], l\mXf^ = x, eine 
Teilfolge mit der Eigenschaft, daB bei hinreichend kleinem 

£ > 0 für jedes v 

Q(f(x)y f(Xky)) > e 

ist, Bezeichnen wir mit A die Menge aller Xky, so ist a: Berührungs- 
punkt von A, wahrend f{x) kein Berührungspunkt von f{A) ist; / ist 
also unstetig und der Satz IX ist bewiesen. 

§ 4. Trennungsaxiome : und Tj-Raume. 

Vorbemerkung : Umgebungen von Punktmengen. Unter einer 
Umgebung eines Punktes (im topologischen Raume R) wird hier und 
im folgenden stets eine absolute Umgebung dieses Punktes, d. h. eine 
diesen Punkt enthaltende offene Menge, verstanden. In analoger Weise 
heiBt jede offene Menge, die eine gegebene Punktmenge M enthâlt, 
Umgebung der Punktmenge M, Ist der Raum R metrisch, so versteht 
man unter der e-Umgebung U(M, e) der Punktmenge M a R die Menge 
aller Punkte p von R mit q (M, p) <e, Man beweist leicht, daB U (M, e) 
offen ist (§ 3, Satz VII). 

1. To- und Tj-Raume. Nulltes (Kolmogoroffsches) Tren- 
nungsaxiom. Von je zwei Punkten besitzt mindestens einer eine Um- 
gebung, die den anderen Punkt nicht enthàlt, 

Ein diesem Axiom genügender topologischer Raum heiBt ein 
TQ-Raum. 

Beispiel eines topologischen Raumes, welcher kein 7 V Raum ist. 
Der Raum bestehe aus zwei Punkten; die abgeschlossene Hülle der 
leeren Menge sei leer, die abgeschlossene Hülle jeder nichtleeren Punkt- 
menge sei der ganze Raum. Die abgeschlossenen und offenen Mengen 
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dieses Raumes sind: die leere Menge und der ganze Raum; jede von 
ihnen ist gleichzeitig offen und abgeschlossen. 

Satz Iq. Das Kolmogoroffsche Trennungsaxiom ist der folgenden Be- 
dingung àquivalent: Zwei verschiedene Punkte haben stets verschiedene 
(d. h. nicht zusammenfallende) abgeschlossene Hüllen. 

Beweis. Wir nehmen an, es sei ftir zwei Punkte p ^ q des topo- 
logischen Raumes R stets p \^q\ dann ist mindestens einer der beiden 
Punkte in der abgeschlossenen Hülle des anderen nicht enthalten (demi 
wâre P ^q und q^ p , so ware nach Satz H von § 2 und Axiom III 
P c:q und q^p, also p = q). Es sei etwa p^q. Dann ist R — q 
eine Umgebung von p, welche q nicht enthâlt. 

Ist umgekehrt p — q, d. h. p^q, q^P* so enthâlt (nach §2, 
Satz VII) jede Umgebung des einen der beiden Punkte p und q auch 
den anderen, d. h. das Kolmogoroffsche Trennungsaxiom ist nicht erfüllt. 

Erstes (Fréchetsches) Trennungsaxiom. Für je zwei verschie- 
dene Punkte gilt: Jeder der beiden Punkte besitzt eine Umgebung, die 
den anderen Punkt nicht enthâlt, 

Ein dem ersten Trennungsaxiom genügender topologischer Raum 
heiBt ein T^-Raum. 

Der in § 1, Nr. 1 sub 4 konstruierte topologische Raum ist (ebenso 
wie jeder Zellenkomplex^ von einer Dimensionszahl è1) cin Tq-, aber 
kein Ti-Raum. 

Satz Ij. Dem ersten Trennungsaxiom kann man auch die folgende 
Form geben: 

Axiom ir. Jede Punktmenge, die nur einen Punkt enthâlt, ist mit 
titrer abgeschlossenen Hülle identisch, 

Beweis. Es sei ^ ein Punkt eines Ti-Raumes R. Jeder von p ver- 
schiedene Punkt besitzt eine Umgebung, welche den Punkt p nicht 
enthâlt, und ist somit kein Berührungspunkt von p, Da p anderer- 
seits sein eigener Berührungspunkt ist (Axiom II von Kuratowski, 
§ 2, Nr. 1), gilt in R das Axiom IT. 

Es erfülle jetzt der topologische Raum R das Axiom IT. Sind p 
und q zwei Punkte von R, so sind R — p und R — q offen, also ist 
R — p eine Umgebung von q, welche p nicht enthâlt, und R — q eine 
Umgebung von p, welche q nicht enthâlt. Es gilt somit das erste 
Trennungsaxiom. 

Aus dem Axiom IT und dem Axiom I von Kuratowski (§ 2, Nr. 1) 
folgt das Axiom II von Kuratowski. Denn ist A eine Punktmenge 
und p cz A ein Punkt des allgemein-topologischen Raumes R, in dem 
die Axiome I und II' gelten, so gilt 

A ~ A p = A p ^ A P P \ 
da p ein beliebiger Punkt von A ist, so gilt A c A* 

1 Kap. III, § 1, Nr. 2. 
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Wir haben somit das Ergebnis: 

Satz II. Die T^^Ràume kônnen als allgemein-topologische Ràume, 
deren topologische Zuordnung den Axiomen /, ///, IV von Kuratowski 
und dem Axiom IF genügt, definiert werden, 

Das Axiom IV hàngt von den übrigen nicht ab. Es sei in der Tat 
R ein allgemein-topologischer Raum, der einen einzigen Punkt p ent- 
hâlt. Die topologische Zuordnung in R sei dadurch definiert, daB der 
ganze Raum und die leere Menge den Punkt p als einzigen Berührungs- 
punkt haben. Aile Axiome (inkl. IP) auBer IV sind offenbar erfüllt, 
IV gilt aber nicht. Es ist dies aber auch das einzige Beispiel eines 
Raumes, in dem I, IP, III, aber nicht IV gelten: Ein Raum, der die 
Axiome /, //', III erfüllt und mehr als einen Punkt enthàlt, erfüllt not- 
wendig auch IV. Denn sind p und q zwei verschiedene Raumpunkte, 
so ist die leere Menge 0 Teilmenge der beiden einpunktigen Mengen p 
und q\ nach § 2, Satz II und Axiom IP, ist auch die abgeschlossene 
Hülle der leeren Menge sowohl in p als auch in q enthalten, ist somit 
notwendig leer. 

Dadurch ist bewiesen: 

Zusatz. Die T^-Ràume sind unter allen mehrpunktigen allgemein- 
topologischen Ràumen dadurch ausgezeichnet, dafi in ihnen die Axiome I, 
IF, III erfüUt sind. 

Aufgabe. Der Peser beweise: 

Satz IIP Der Durchschnitt aller Umgebungen einer Punkimenge 
eines T^-Raumes ist diese Punkimenge selbst. 

2. Hâufungspunkte in Ti-Ràumen, 

Satz IV. Ist in einem T^-Raume der Punkt p Hàufungspunkt der 
Punkimenge M, so enthàlt jede Umgebung von p unendlich-viele Punkte 
von M. 

Denn enthielte eine U{p) nur endlich-viele von p verschiedene 
Punkte pi, p 2 y • • - y p8 von M, so würde man zu jedem dieser Punkte p^ 

eine ihn nicht enthaltende Umgebung Ui{p) von p finden kônnen 

8 

[z. B. U i(p) R — p^. Der Durchschnitt U{p) 'J~[ U^ip) wâre sodann 

1=1 

eine von allen von p verschiedenen Punkten von M freie Umgebung 
von py und eine solche kann nach unseren Voraussetzungen nicht 
existieren. 

Satz V. In einem T^^Raume stellt ein einzelner Punkt dann und 
nur dann eine nirgendsdichte Menge dar, wenn dieser Punkt ein Hàu- 
fungspunkt (der Menge aller Punkte des Raumes) ist. 

Der Beweis dieses Satzes darf dem Peser überlassen bleiben. 

Aufgabe. Der Peser beweise: Ein T j- Raum besitzt dann und nur 
dann eine endliche Basis, wenn er aus endlich-vielen isolierten Punkten 
besteht. 
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§ 5. Zerlegungen von Ti-Râumen in disjunkte abgeschlossene 
Mengen. Beziehungen zu stetigen Âbbildungen. 
Zerlegungsrâume 

Vorbemerkung. Unter einer Zerlegung wird in diesem Para- 
graphen immer eine Zerlegung eines Tj-Raumes in disjunkte ab- 
geschlossene Mengen verstanden. Diese Mengen heiBen die Elemente 
der Zerlegung. 

1. Abbildungen und Zerlegungen. Âquivalenz von stetigen Ab- 
bildungen. Konjugierte Râume. Es sei eine stetige Abbildung / eines 
Tj-Raumes X auf einen Tj-Raum Y gegeben. Die Urbilder A — f~^(y) 
der Punkte von Y sind disjunkte abgeschlossene Punktmengen des 
Raumes X, und X ist in diese Punktmengen zerlegt: 

(1) x = 

Die Zerlegung (1) heiût von der Abbildung / erzeugt. 

Es entsteht die umgekehrte Fragc: 

Es sei eine Zerlegung (1) des 7\-Raumes X gegeben. LâBt sich 
diese Zerlegung durch eine stetige Abbildung von X auf einen 
Raum Y erzeugen? 

Und ferner: 


Was kann man von zwei Abbildungen /i und /g von X auf Yj bzw. 
sagen, wenn diese Abbildungen eine und dieselbe Zerlegung (1) von X 
erzeugen? 

Bevor wir an die Beantwortung dieser beiden Fragen gehen, führen 
wir einige Definitionen ein, die in verschiedenen mit der Théorie der 
stetigen Abbildungen verbundenen Fragen von Nutzen sind. 

Définition der Âquivalenz zweier stetiger Abbildungen. 
Zwei stetige Abbildungen und /g von X auf Yj bzw, auf Yg heifSen aqui- 
valent, falls es eine topologische Abbildung g von Y^ auf Yg gibt, so dafi 


fur jeden Punkt x von X 


f 2 (x)=gfAx) ist. 


Es ist klar, daB zwei âquivalente Abbildungen von X immer dieselbe 
Zerlegung von X erzeugen. 

Wir betrachten jetzt eine Zerlegung (1) des Ei-Raumes X und 
führen in die Menge der Elemente A dieser Zerlegung irgendeine topo- 
logische Zuordnung ein. Mit anderen Worten; wir machen auf irgend- 
eine Weise die Menge aller Mengen A zu einem allgemein-topologischen 
Raum Z. Die Elemente der Zerlegung (1), d. h. die Punktmengen A 
von X als Punkte des Raumes Z betrachtet, bezeichnen wir mit a. 

LâBt man jedem Punkt x von X diejenige Menge A entsprechen, 
in der x enthalten ist, so entsteht eine eindeutige Abbildung 
(2) a = Oi (x) 

1 Bei der Abfassung dieses Paragraphen machten wir wesentlichen Gebrauch 
von einem nichtpublizierten Manuskript von Herm Kolmogoroff. 
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des Raumes X auf den Raum Z, Diese Abbildung heiBt die von der 
Zerlegung (1) erzeugte Abbildung von X auf Z. 

Wir nennen nun den Raum Z zu der Zerlegung (i) konjugiert, wenn Z 
ein T^-Raum und (2) eine stetige Abbildung isL 

Satz I. Jede stetige Abbildung f von X auf Y, die eine gegebene Zer- 
legung (1) von X erzeugty ist àquivalent mit einer Abbildung von X auf 
einen zu der Zerlegung konjugierten Raum Z. 

Denn die Elemente A der Zerlegung (1) entsprechen den Punkten 
des Raumes Y eineindeutig; übertrâgt man mittels dieser eineindeutigen 
Abbildung g die topologische Zuordnung von Y in die Menge der A, 
so entsteht ein zu (1) konjugierter Raum Z\ g wird dann zu einer 
Homôomorphie zwischen Y und Z, und die Abbildung g f von X auf Z 
ist mit / àquivalent. 

2. Der Zerlegungsraum Z. Aile Râume, die zu einer und derselben 
Zerlegung konjugiert sind, bestehen aus denselben Punkten, konnen 
sich also nur durch ihre topologischen Zuordnungen unterscheiden. 
Daraus folgt, daB aile diese Râume mittels der identischen Abbildung 
a -> a aufeinander eineindeutig abgebildet sind. Diese Abbildungen 
brauchen aber nicht stetig zu sein, und zwar nicht einmal, wenn die 
Mengen A einpunktig sind. 

Wir betracliten in der Tat das halb-offene Intervall 0 ^ < 1 als den Raum A' ; 

die Mengen A seien die einzelnen Punkte von X ; wir bilden aus ihnen zwei Râume 
Zj und Zg, die beide zu der Zerlegung von X in seine einzelnen Punkte konjugiert 
sind. Und zwar sei Z^ unsere Strecke selbst (mit der Topologie der Zahlengerade) . 
Zg definieren wir als Umgebungsraum folgendermaBen. Aile vom Nullpunkt ver- 
schiedene Punkte t der Strecke bekommen als Umgebungen die Intervalle (/', t"), 
0 < ^' < / < /" < 1 . Eine Umgebung des Nullpunktes besteht dagegen aus diesem 
Punkt selbst und der Vereinigungsmenge zweier oi^ener Intervalle: (0; t') und 
(t", 1), wobei 0 < ^' < /" < 1 und sonst t' und t" beiicbig sind. Offenbar ist 
der Kreislinie homôomorph, und die identische Abbildung von Zg auf Zj ist un- 
stetig (wâhrend die identische Abbildung von Z^ auf Zg stetig ist)^. 

Falls zwei allgemein-topologische Râume aus denselben Punkten 
bestehen, und die identische Abbildung des ersten Raumes auf den 
zweiten stetig ist, so sagen wir, die topologische Zuordnung des ersten 
Raumes sei hôchstens so stark wie die des zweiten Raumes^, Liegt ein 
System ® von allgemein-topologischen Râumen vor, die ^lle aus den- 
selben Punkten bestehen, und ist die topologische Zuordnung eines 
bestimmten unter diesen Râumen hôchstens so stark wie die topo- 
logische Zuordnung eines jeden anderen Raumes des Systems ©, so 

^ Vgl. § 3, Nr. 2, Bemerkung V. 

2 Diese Bezeichnung ist berechtigt: Ist die topologische Zuordnung in A'^ 
hôchstens so stark wie in Ag, so bedeutet das: ist p Berührungspunkt von M 
in Aj, so ist er gewiû Berührungspunkt von M in Ag,* p kann aber Berührungs- 
punkt von M in X^ sein, ohne daÛ er Berührungspunkt von M in A^ ist (die 
topologische Zuordnung in Ag ist also eine Verstârkung der topologischen Zi - 
ordnung in Aj). 
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sagen wir, dafi dieser Raum die schwàchste topologische Zuordnung unter 
allen Râumen des Systems (3 besitzt^. 

Jetzt konstruieren wir zu der Zerlegung (i) des T^-Raumes X einen 
festen r^-Raum den Raum der Zerlegung (1) oder den zu (1) ge- 
hôrenden Zerlegungsraum Z. Seine Punkte a sind die Elemente der 
Zerlegung (1), d. h. die Mengen A. Wir definieren Z als topologischen 
Raum, indem wir in der Menge seiner Punkte die ,,abgeschlossenen‘' 
Mengen auszeichnen (vgl. § 2, Nr. 6). Und zwar: die Punktmenge 0 
von Z hei/3e ,,ahgeschlossen*\ wenn , d. h. oc~^{0),^ abgeschlossen 
in X ist. 

Es bedarf kaum cines Beweises, daB bei dieser Définition der ,,ab- 
geschlossenen” Mengen die Bedingungen oc) und /3) von § 2, Nr. 6, er- 
füllt sind. Sind in der Tat 0^ und 02 ,, abgeschlossene' ' Punktmengen 
in Z, so sind ^A und ^A , folglich auch ^A + = ^A in X 

a<z *Pi a c 02 a c -f 

abgeschlossen, also 0^ + 02 ,, abgeschlossen". In analoger Weise zeigt 
man, daB der Durchschnitt beliebig-vieler ,,abgeschlossener" Mengen 
,, abgeschlossen" ist. Somit ist die Bedingung oc) in Z erfüllt. DaB die 
Bedingung /3) in Z erfüllt ist, folgt ohne weiteres daraus, daB sie in X 
erfüllt ist. Es ist also Z ein topologischer Raum. In diesem Raume 
ist jeder einzelne Punkt a abgeschlossen, denn A ist abgeschlossen 
in X, Folglich ist der Zerlegunsgraum Z ein T^-Raum. 

Bemerkung. Da die offenen Mengen Komplemente der ab- 
geschlossenen sind, ist eine Menge F a Z dann und nur dann offen, 
wenn '^A in X offen ist. 

fl c Z' 

Satz II. Der zu (1) gehôrende Zerlegungsraum ist ein zu der Zer- 
legung (1) konjugierter Raum; seine topologische Zuordnung ist die 
schwàchste unter den topologischen Zuordnungen aller zu (1) konjugierten 
Raume, 

Beweis. Die von der Zerlegung (1) erzeugte Abbildung von X 
auf Z, d. h. die Abbildung oc{x), die jedem Punkt x von X die ihn ent- 
haltende Menge A entsprechen lâBt, ist eine stetige Abbildung von A" 
auf Z, denn die abgeschlossenen Punktmengen in Z wurden ja definiert 

^ Wenn in S ein Raum mit schwàchster topologischer Zuordnung existiert, 
so nur ein einziger, denn zwei Râume, von denen jeder eine hôchstens so starke 
topologische Zuordnung hat wie der andere, sind homôomorph, also (da sie die- 
selben Punkte haben) identisch. Enthâlt das System ® einen aus lauter isolierten 
Punkten bestehenden Raum, so ist seine topologische Zuordnung bestimmt die 
schwàchste unter allen Râumen des Systems ©. 

2 Ist M eine beliebige Punktmenge in Z, so ist wobei a{x} 

flc M 

die Abbildung (2) von AT in Z ist. (Der Leser sei nochmals darauf aufmerksam 
gemacht, daB A und a dasselbe bedeuten, nâmlich ein Elément A der Zerlegung 
(1): wir bezeichnen es mit a, wenn wir es als Punkt in Z, nicht als Punkt- 
menge in X, auffassen.) 



64 


I. Topologische und metrische Râume. 


als solche Mengen, O a Z, welche bei der Abbildung (x{x) ein in X 
abgeschlossenes Urbild haben. Somit ist Z ein zu der Zer- 

legung (1) konjugierter Raum. 

Es sei jetzt Z ein beliebiger zu (1) konjugierter Raum, F eine ab- 
geschlossene Punktmenge in Z. Da die Abbildung oc von X auf Z 
stetig ist, ist 

acF 

in X abgeschlossen, also F in Z abgeschlossen. Somit bat bei der 
identischen Abbildung von Z auf Z jede abgeschlossene Punktmenge 
in Z ein in Z abgeschlossenes Urbild, die identische Abbildung von Z 
auf Z ist also stetig, w. z. b. w. 

Der Satz II ist hiermit bewiesen. 

Korollar. Ist Z ein von Z verschiedener konjugierter Raum zu (1), 
so giht es eine Menge, die in Z abgeschlossen und in Z nicht abgeschlossen ist. 

Aus den Sâtzen I und II folgt 

Satz III. Jede stetige Abbildung f eines T^-Raumes X auf einen 
1\-Rauni Y, die eine gegebene Zerlegung (1) erzeugt, kann in der Form 

(?) y = i{x) =<pa{x) 

dargestellt werden^ wobei oc{x) die stetige Abbildung von X auf Z ist, 
welche jedem Punkt x das Elément A x von (1) zuordnet und cp eine 
eineindeuiige stetige Abbildung von Z auf Y ist. 

Die Zurückführung dieses Satzes auf die Sâtze I und II darf dem 
Leser überlassen bleiben. 

Die zu Beginn dieses Paragraphen gestellten Fragen sind durch die 
Sâtze I und II beantwortet. 

3. Beispiele von Identifizierungen. Der Übergang von einem in 
der gegebenen Zerlegung (1) vorlicgenden Raum X zu dem entsprechen- 
den Zerlegungsraum Z, d. h. die stetige Abbildung oc{x) von X auf Z, 
wird oft (insbesondere wenn der Raum X eine mchr oder weniger ein- 
fache geometrische Figur ist) als Identifizierung bezeichnet: es werden 
aile Punkte je einer Menge A zu einem Punkt a des Zerlegungsraumes 
,,identifiziert‘'. 

Beispiele. X sei ein abgeschlossenes Intervall [a, h] der Zahlengerade ; 
die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte der Strecke und das Punkte- 
paar a, h. Der Zerlegungsraum ist der Kreislinie homôomorph; er entsteht aus 
der Strecke [a; 6] dadurch, daÛ man ihre beiden Endpunkte miteinander ,,identi- 
fiziert“. 

2°. X sei ein Quadrat. Die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte 
des Quadrates, die Paare gegenüberliegender von den Eckpunkten verschiedener 
Punkte des Randes des Quadrates, die Menge der vier Eckpunkte des Quadrates. 
Der Zerlegungsraum ist der Ringflàche homôomorph. Man sagt oft: Die Ring- 
flâche entsteht aus einem Quadrat durch Identifizierung der gegenüberliegenden 
Punkte des Randes des Quadrates. In ana loger Weise erhâlt man aus einem Würfel 
durch Identifikation der gegenüberliegenden Punkte seines Randes die sog. drei- 
dimensionale T orusmannigfaîtigkeit. 


oc-' (F) -=yA 
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X sei die Kreislinie. Die Mengen A seien die Paare diametraler Punkte, 
Der Zerlegungsraum ist mit der Kreislinie homôomorph. 

X sei die Kugelflâche. Die Mengen A seien Paare diametraler Punkte. 
Der Zerlegungsraum ist mit der projektiven Ebene homôomorph. 

X sei eine Halbkugel (einschlieBlich des Randkreises) . Die Mengen A 
seien die einzelnen nicht auf dem Randkreis gelegenen Punkte und die diametralen 
Punktepaare des Randkreises. Der Zerlegungsraum ist wieder homôomorph mit 
der projektiven Ebene. 

5°. X sei ein ebener Kreisring (einschlieBlich der beiden Randkreise Sj und Sg). 
Die Mengen A seien die einzelnen nicht auf Sg gelegenen Punkte von X und die 
diametralen Punktepaare des Kreises Sg. Der Zerlegungsraum ist mit dem Môbius- 
schen Bande homôomorph. 

6°. A" sei die Vereinigungsmenge zweier disjunkter Punktmengen des 
einer Kreisscheibe mit dem Randkreise 5^ und einem Môbiusschen Bande mit 
der Randkurve S^. Es sei / eine topologische Abbildung von auf 5g. 

Die Mengen A seien: die einzelnen Punkte von X, welche weder auf noch 
auf 5g liegen, und die Punktepaare x, f(x). Der Zerlegungsraum ist homôomorph 
mit der projektiven Ebene. 

7°. X sei eine Kreisscheibe. Die Mengen A seien : die einzelnen inneren Punkte 
der Kreisscheibe und die Menge aller Punkte des Randkreises. Der Zerlegungs- 
raum ist der Kugelf lâche homôomorph. 

In allen diesen Eallcn gibt es übrigens einen einzigen zu der gegebenen Zer- 
legung konjugiertcn Raum, den Zerlegungsraum. Das liegt an der Kompaktheits- 
eigenschaft (s. Kap. II) der hier betrachteten Râume X. 

8°. X sei die Euklidische Ebene R^. Die Mengen A seien die Geraden einer 
Parallelenschar. Der Zerlegungsraum ist einer Geraden homôomorph. Der Leser 
konstruiere andere zu dieser Zerlegung konjugierte Râume. 

9°. X sei ein offener Kreisring (die Randkreise zàhlen nicht mit!). Die Men- 
gen A seien die auf dem Kreisring liegenden zu seinen Randkreisen konzentrischen 
Kreise. Der Zerlegungsraum ist einer Gerade homôomorph. Der Leser konstruiere 
andere konjugierte Râume. 

Aufgabe. Der Leser konstruiere weitere Beispiele von Zerlegungsrâumen 
(Kurvenscharen auf Flâchen und in Raumgebieten usw.). 

4. Stark-stetige Abbildungen. Es entsteht die Frage : Wodurch unterscheiden sich 
die stetigen Abbildungen a — a(x) des Tj-Raumes X auf den zu seiner Zerlegung 

( 1 ) x = Za 

gehôrenden Zerlegungsraum^ von den Abbildungen von X auf andere konju- 
gierte Râume? 

Diese Frage lâBt sich wie folgt beantworten. 

Définition. Es sei / eine stetige Abbildung des Tj-Raumes X auf den T^- 
Raum Y; es sei (1) die von dieser Abbildung erzeugte Zerlegung. Die Abbildung / 
heiBt stark'Stetig, wenn sie folgende Bedingung erfüllt: 

Jede abgeschlossene Menge F(Z.X, welche als Summe gewisser Elemente A 
der Zerlegung (1) dargestellt werden kann, hat bei der Abbildung / eine ab- 
geschlossene Bild menge. 

Bemerkung. Offenbar bilden die abgeschlossenen Abbildungen (§ 3, Nr. 2, 
Bemerkung V) einen Spezialfall der stark-stetigen. 

Satz IV. Die dur ch die Zerlegung (1) erzeugte Abbildung oc(x) von X auf den 
Zerlegungsraum Z ist stark-stetig; jede stark-stetige Abbildung von A, die die ge- 
gebene Zerlegung (l) von X erzeugt, ist mit der Abbildung a(x) von X auf den be- 
treffenden Zerlegungsraum àquivalent. 


^ Vgl. die Formel (2) von Nr. 1. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Beweis. Die erste Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus der Défini- 
tion der Zerlegungsrâume und der Abbildungen a — oc (x) . Ufn die zweite Be- 
hauptung. zu beweisen, genügt es zu zeigen: ist die von der Zerlegung (1) erzeugte 
Abbildung von X auf einen zu (1) konjugierten Raum Z stark-stetig, so ist Z 
notwendig der Zerlegungsraum Z. Dazu genügt es nach Korollar zum Satz II 
zu zeigen, dal3 jede in Z abgeschlossene Menge F notwendig au ch in Z abgeschlossen 
ist. Ist F eine in Z abgeschlossene Menge, so ist (nach der Définition von Z) die 
Menge = (x“^(F) abgeschlossen in X, also wegen der star ken Stetigkeit von 
oc F 

oc{x), die Bildmenge oc(^A) — F abgeschlossen in Z, w. z. b. w. 
oc F 

Beispiel einer stark-stetigen Abbildung, welche nicht abgeschlossen ist. A be- 
stehe aus dem Inneni des Einheitsquadrates und dem Punkte (0; 0) der Euklidi- 
schen Ebene, Y aus der Strecke 0 : ^ < 1 der .v-Achse ; die Abbildung / sei als 
orthogonale Projektion von X auf Y definiert. Sie ist stark-stetig, aber nicht 
abgeschlossen. 

5. Schwache Zerlegungsrâume. Stetige Zerlegungen. Es sei wieder 

(i) x = Z^ 

eine Zerlegting des Ti-Ràumes X, Manchmal ist es zweckmâBig, in 
die Menge der A eine noch schwâchere topologische Zuordnung einzu- 
führen als die Zuordnung des Zerlegungsraumes. Natürlich erhâlt man 
dabei einen Raum, der, falls er von Z verschieden ist, zu der Zer- 
legung (1) nicht mehr konjugiert ist (Satz II). 

Définition. Unter dem zu (i) gehôrenden schwachen Zerlegungs- 
raum versteht man den folgenden Umgebungsraum A: 

die Punkte a von A sind die Elemente A der Zerlegung (1); 

man erhâlt die Umgebungen eines beliebigen Punktes von A 
folgendermaBen : man wâhlt eine Umgebung U[Aç) in X und definiert 
die Umgebung t/(ao) in A als die Menge aller Punkte a mit A a U [A ^ . 

Man überzeugt sich mühelos, daB diese Umgebungsdefinition den 
Hausdorffschen Axiomen A — C von § 2, Nr. 8 genügt; ebenso leicht 
verifiziert man auch das erste Trennungsaxiom. Somit ist der schwache 
Zerlegungsraum von (1) immer ein T^-Raum. 

Wir wollen beweisen : die topologische Zuordnung in A ist hôchstens 
so stark wie in Z, d. h. die identische Abbildung von A auf Z ist stetig. 
Dazu genügt es zu zeigen, daB jede in Z offene Menge auch in A offen ist. 

Wenn eine Menge F offen in Z ist, so ist ^A in X offen^; dann 

oc /’ 

ist aber F Umgebung in A jedes Punktes a a F, folglich F offen 
in A , w. Z. b. w. 

Hieraus und aus dem Satze II folgt: 

Satz V. Ist der schwache Zerlegungsraum A von (1) konjugiert zu (1) 
(d. h. ist die von (t) erzeugte Abbildung «.{x) von X auf A stetig), so 
ist A identisch mit Z. 

Dieser Satz legt die Frage nahe: Wie erkennt man an der Zer- 
legung (1), ob der zu ihr gehôrende schwache Zerlegungsraum zu (1) 


' Vgl. Nr, 2, Bemerkung. 
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konjugiert ist oder nicht? Diese Frage lâBt sich mit Hilfe der folgenden 
Définition leicht beantworten: 

Die Zerlegung ( 1 ) heiBt stetig, wenn es zu jeder Umgebung U{A^ 
eines beliebigen Elementes Aq von ( 1 ) eine Umgebung V{A^ von A^ 
mit folgender Eigenschaft gibt: jede Menge A, welche mindestens einen 
gemeinsamen Punkt mit V(Aq) fiat, ist in U{Aq) enthalten. 

Es lautet nun die Antwort auf die obige Frage: 

Satz VI. Der schwache Zerlegungsraum A von (1) ist dann und nur 
dann konjugiert zu ( 1 ) (also dann und nur dann mit dem Zerlegungs- 
raum Z von ( 1 ) identisch), wenn die Zerlegung ( 1 ) stetig ist, 

Der Satz VI behauptet, daB die durch die Zerlegung ( 1 ) erzeugte 
Abbildung (x[x) von X auf A dann und nur dann stetig ist, wenn die 
Zerlegung ( 1 ) stetig ist. Dieser Beweis geht — unter der Benutzung 
des Cauchyschen Stetigkeitskriteriums (§ 3, Satz IV) — ganz auto- 
matisch von sich und soll dem Leser überlassen bleiben. 

Beispiele stetiger Zerlegungen. 1°. Die Zerlegung der Kugelf lâche in die 
Parallelkreise und die beiden Pôle. 

2°. Die Zerlegung des offenen (d. h. ohne Randkreise) ebenso wie die Zer- 
legung des abgeschlossenen (mit den Randkreisen) ebenen Kreisringes in die zu 
seinen Randkreisen konzentrischen Kreise. 

3°. X sei eine offene Quadratflâche ; die Mengen A seien: der Mittelpunkt 
von X und die zu X konzentrische seitenparallele Quadrate (nur die Konturen 
sind gemeint!) in X. 

X sei der Rand eines Wtirfels. Jede offene Seitenflâche zerlege man wie 
in 3 auûerdem nehme man die Vereinigungsmenge aller Kanten des Würfels als ein 
Zerlegungselement hinzu. Es entsteht eine stetige Zerlegung des Würfelrandes A'. 

Aufgabe. Wie sieht der Zerlegungsraum in jedem dieser Beispiele aus? 

Degegen ist die Zerlegung der Ehene in die Gerade einer Parallelenschar nicht 
stetig) der schwache Zerlegungsraum besteht in diesem Falle aus lauter isolierten 
Punkten (ist also vom Zerlegungsraum Z verschieden) . 

Zur vollen Geltung kommen die stetigen Zerlegungen erst im Falle bikom- 
pakter Hausdorffscher Râume (s. das Kap. II) ; jedoch zeigen einige neuere Unter- 
suchungen (insbesondere die Arbeiten von M. H. Stone), daB die stetigen Zer- 
legungen auch nicht kompakter Râume von Wichtigkeit sind. 

§6. Trennungsaxiome: Hausdorffsche, regulâre und normale 

Râume. 

1. Hausdorffsche Râume. Zweites (Hausdorffsches) Trennungs- 
axiom. Je zwei verschiedene Punkte besitzen disjunkte Untgebungen, 

Topologische Râume, dicdemzweitenTrennungsaxiomgenügen, hei- 
Ben T 2" Râume oàex Hausdorffsche Râume. DaszweiteTrennungsaxiomist 
eine Verschârfung des ersten, d. h. jeder Hausdorffsche Raum ist ein 
r^-Raum, wobei die Umkehrung dieser Behauptung nicht gilt (vgl. Nr. 3). 

2. Regulâre und normale Râume. Drittes (Vietorissches) Tren- 
nungsaxiom. Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen, von denen eine 
einpunktig ist, besitzen disjunkte Umgebungen^. 

^ Vgl. § 4, Vorbemerkung. 

5* 
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Dieses Axiom ist keine Verschârfung des ersten, geschweige denn 
des zweiten Trennungsaxioms, denn ein Punkt eines topologischen Rau- 
mes braucht noch nicht eine abgeschlossene Punktmenge dieses Raumes 
zu bilden. Intéressant wird dieses Axiom erst, wenn man es als Zusatz- 
bedingung zum ersten Trennungsaxiom betrachtet, d. h. auf Tj-Raume 
anwendet. Wir definieren deshalb: 

Ein Ti-Raum, welcher dus dritte Trennungsaxiom erjüllt, heifit ein 
Tÿ-Raum oder ein regulârer Raum. 

Regulâre Râume bilden offenbar einen Spezialfall Hausdorffscher 
Râume. 

Viertes (Tietzesches) Trennungsaxiom. Je zwei disjunkte ab- 
geschlossene Mengen hesitzen disjunkte Umgebungen. 

Das vierte Trennungsaxiom bildet eine Verschârfung des dritten 
(aber nicht des ersten und des zweiten). 

T^-Ràume, die dem vierten Trennungsaxiom genügen, heiJ 3 en T^-Ràume 
oder normale Râume. 

Die normalen Râume bilden offenbar einen Spezialfall der regulâren 
und der Hausdorffschen Râume. 

Satz I. Jeder metrisierbare Raum ist normal. 

Beweis. In § 2, Nr. 3, einschl. Bemerkung I, wurde bewiesen, dal3 
jeder metrisierbare Raum R ein T^-Raum ist. Bleibt zu zeigen, dali 
in R das vierte Trennungsaxiom erfüllt ist. Zu diesem Zweck denken 
wir uns R mit einer festen Metrik versehen und betrachten zwei ab- 
geschlossene und disjunkte Mengen F' und F", Für jeden Punkt p, 
der zu irgendeiner der beiden Mengen F' und F" gehôrt, bestimme man 
die Zabi £p — die Hâlfte der Entfernung von p bis zur anderen Menge. 
Wir definieren 

U {F') ^^U{p, Cp) , U {F") == U(p. £p) . 

pcF' ptzF" 

Gâbe es einen zu U (F') - U {F"') gehôrenden Punkt a, so müBte bei 
passend gewâhlten p' a F' und p" cz F" 

a a £p-) . « Uip", ep--) 

sein, folglich (wenn etwa Cp- £p" ist) 

6{p'> P") ^ Q{P'> + Q{^’ P”) < V + V' ^ 2£p' 

im Widerspruch mit der Définition von £p'. 

3 . Beispiele. Die in § 1 , Nr. 1 , unter 3 ° angeführte Konstruktion liefert, 
falls der Ausgangsraum R z. B. die Zahlengerade ist, einen topologi- 
schen Raum, welcher dem ersten, aber nicht dem zweiten Trennungs- 
ajc^^^ehügt. Der Raum von §1, Nr. 4, 6°, ist ein Hausdorffscher 
^rer Raum, ebenso der Raum von § 1 , Nr. 6, 1 °. Der Raum 
ggung ^ g ^0^ regulâr, jedoch nicht normal. In § 1, Nr. 4, 5°, 

^ Vg, Beispiel eines normalen nicht metrisierbaren Raumes gegeben. 
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Aufgabe. Man führe die Beweise der hier aufgestellten Behaup- 
tungen durch. Anweisung: die untrennbaren Mengen sind: 

im Falle von § 1, Nr. 4, 6°, ein beliebiger Punkt und die 

Menge aller Punkte (x^ , y) , mit yi < y < 1 ; 

im Falle § 1, Nr. 6, der NuUpunkt und die Menge D; 

im Falle § 1, Nr. 6, 2°, die Menge der rationalen und die der irratio- 
nalen Punkte der ^c-Achse^. 

4. Relativierung. Vollstândig-normale Ràume. Man beweist ohne 
Mühe, daji die Eigenschaften eines topologischen Raumes, ein Fq- bzw, 
Tj- hzw. Tg- bzw. T^-Raum zu sein, kogrediente Eigenschaften sind (im 
Sinne von § 1, Nr. 9). 

Dagegen gibt es normale Ràume mit nicht normalen Punktmengen. 
Topologische Ràume, die nur normale Punktmengen enthalten, heiBen 
T Ràume oder vollstândig normal. Da jede Punktmenge eines metri- 
sierbaren Raumes metrisierbar, also erst recht normal ist, ist jeder 
metrisierbare Raum vollstàndig-normaL Aber auch der Raum von § 1, 
Nr. 4, 5^, ist vollstàndig-normal (obwohl nicht metrisierbar). Die 
Forderung der voUstàndigen Normalitàt eines Raumes wird manchmal 
als fünftes Trennungsaxiom bezeichnet^. 

5. Bemerkung. Die T-Ràume (i = 0, 1 , . . . , 5) sind offenbar 
topologisch-in variant ; d. h. ist von zwei homôomorphen Ràumen der 
eine ein T^-Raum, so auch der andere. Das folgt unmittelbar daraus, 
daB den verschiedenen Trennungsaxiomen mit Hilfe der Begriffe ab- 
geschlossene bzw. offenen Menge eingeführt wurden und bei einer topo- 
logischen Abbildung eines Raumes auf einen anderen die abgeschlosse- 
nen bzw. die offenen Mengen der beiden Ràume einander entsprechen. 

Aus § 3, Satz II, folgt ferner leicht (die Durchführung des Beweises 
sei dem Leser überlassen) : 

Satz II. Der Hausdorffsche Raum Y sei eineindeutiges stetiges Bild 
des topologischen Raumes X. Dann ist X ebenfalls ein Hausdorffscher 
Raum. 

6. Trennungsaxiome fürZerlegungen®. Définition. Eine Zerlegung 

( 1 ) = 2 ^ 

des 7\-Raumes X (in disjunkte abgeschlossene Mengen A) heiBt eine 
Hausdorffsche bzw. eine regulàre bzw. eine normale Zerlegung, falls der 

^ Dieser letzte Fall ist etwas komplizierter als die übrigen; beim Beweis wird 
von der Tatsache Gebrauch gemacht, daû die Zahlengerade nicht als Summe von 
abzâhlbar-vielen nirgendsdichten Teilmengen dargestellt werden kann (Spezialfall 
des Baireschen Dichtigkeitssatzes, Kap. II, § 4, Satz V). 

* Wegen zahlreicher weiterer Beispiele betreffend die Trennungsaxiome vgl. 
Urysohn: Über die Mâchtigkeit zusammenhângender Mengen. Math. Ann. Bd. 94 
(1925), sowie Alexandroff-Urysohn: Mémoire sur les espaces topologiques 
compacts. 

8 VrI. § 5. 
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zu (1) gehôrende Zerlegungsraum Z (vgl. § 5, Nr. 2) ein Hausdorffscher 
bzw. eiii regulârer bzw. ein normaler Raum ist. 

Ans dem Satz II und den Sâtzen I und II von § 5 folgt mühelos; 

Satz III. Die Z erlegung (1) kann dann und nur dann durch eine 
stetige Abbildung von X auf einen Hausdorffschen Raum erzeugt werden, 
wenn sie eine Hausdorffsche Zerlegung ist. 

Die abgeschlossenen Mengen F bzw. die offenen Mengen F im Zer- 
legungsraume Z sind dadurch charakterisiert^, daB '^A bzw. "^A 

ac F ac jT 

in X abgeschlossen bzw. offen ist. Hieraus folgt, daB man die Haus- 
dorffschen, regulàren und normalen Zerlegungen wie folgt definieren 
kann : 

Die Zerlegung (1) ist eine Hausdorffsche y wenn zu je zwei Elementen 

und von (1) zwei disjunkte Umgebungen U{A^ und Î7(^2) ^ 

existieren, von denen jede Summe gewisser Elemente A von (1) ist. 

Die Zerlegung (1) ist normal, wenn folgende Bedingung crfüllt ist: Sind Fj 
und Fg zwei disjunkte abgeschlossene Mengen in A', von denen jede Summe ge* 
wisser Elemente A von (1) ist, so existieren disjunkte Umgebungen U (Fj) und 
U (Fg) , von denen jede Summe gewisser A ist. 

Formuliert man die letztere Bedingung nur in der Voraussetzung, daB eine 
der beiden Mengen F^ oder Fg ein Zerlegungselement A ist, so erhâlt man die 
regulàren Zerlegungen. 

Beispiele. 1 °. AT sei das abgeschlossene Einheitsquadrat der Euklidischen 
(/j, / 2 )-Ebene. Die Mengen A sind: die Strecken ~ o, 0 < 1 , 

und die einzelneti Punkte (^i; 1), Diese Zerlegung ist keine Haus- 

dorffsche. 

2°. Der Raum X ist als eine ebene Punktmcnge, und zwar als die Vereini- 
gungsmenge der folgendermaBcn definierten Mengen A erklàrt: 

A Q ist der Punkt (o ; 0) ; 

An ist der Punkt (1 , Xjn), w = 1 , 2, . . . in inf. 

1 1 

Anm ist die Strecke O ^ L i , ^2 = -f- - , w — 1, 2, ... in inf; m~2, 3, ... 

— n nm 

in inf. 

Die Zerlegung von X in diese Mengen A ist eine Hausdorffsche irregulâre Zerlegung 
(das singulâre Zerlegungselement ist A^. Die Existenz von regulàren nicht nor- 
malen Zerlegungen normaler Ràume bleibt den Verfassem unbekannt. 

7. Eine andere Formulierung der Regularitât und der Normalitàt. 

Satz IV. Ein topologischer Raum R ist dann und nur dann regular, 
wenn jede Umgebung eines beliebigen seiner Punkte die abgeschlossene 
Huile einer Umgebung desselben Punktes enthàlt. 

Bemerkung. Aus dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium 
folgt, daB diese Bedingung für aile Umgebungssysteme gilt, wenn sie 
von einem erftillt ist. 

Beweis. Es sei i? ein regulârer Raum, p ein Punkt von R, U(p>) 
eine Umgebung von p . Zu den beiden abgeschlossenen Mengen p und 
F := R — U{p) gibt es zwei disjunkte Umgebungen V(p) und V[F)) 

^ Vgl. § s» Nr. 2, insbesondere auch die dortige Bemerkung. 
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da nach §2, Satz IV, auch V(p) • V [F) ==^ 0 ist, ist erst recht 
F(^.F = 0, also V{p)c: U(py 

Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes IV erfüUt. Wir be- 
weisen, da6 der Raum regulâr ist. Zu dem Zweck wâhlen wir den 
Punkt P und die ihn nicht enthaltende abgeschlossene Menge F be- 
liebig. Es existiert zunâchst eine zu F fremde Umgebung von U(p). 
Wir wahlen eine V(p) mit V{p)^ U(p). Dann ist R--V{p) eine zu 
V{p) fremde Umgebung von F, w. z. b. w. 

Satz V. Fin topologischer Raum ist dann und nur dann normal y wenn 
jede Umgebung einer beliebigen seiner abgeschlossenen Punktmengen die 
abgeschlossene Hülle einer Umgebung derselben Punktmenge enihàlt, 

Beweis. Es sei R ein normaler Raum, F eine abgeschlossene Punkt- 
menge von Ry U {F) eine Umgebung von F. Die abgeschlossenen Men- 
gen F und F' = R — U {F) sind disjunkt, sie besitzen folglich disjunkte 
Umgebungen, etwa V{F) und F(F'); nach §2, Satz IV, sind die 
Mengen V{F) und F(F') ebenfalls disjunkt, also 

F(^c:F~.F(F')c=F-F' = U(F). 

Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes V erfüllt. Wir beweisen, 
daB der Raum normal ist. Zu dem Zweck wâhlen wir zwei disjunkte 
abgeschlossene Mengen F^ und Fg und bezeichnen mit U{F^ die Um- 
gebung R — F 2 von F^. Dann gibt es eine Umgebung F(Fi) von F^ 
mit F(Fi) c: U{F^] F(Fi) und F(F 2 ) = R — F(Fi) sind disjunkte Um- 
gebungen von Fj und Fg, w. z. b. w. 

8. Ahnlichkeit zweier Mengensysteme. Zwei Sâtze über endliche 
Système offener bzw. abgeschlossener Punktmengen normaler Ràume. 
Définition. Zwei Mengensysteme (3 und ©' heiBen àhnlichy falls die 
Elemente des einen Systems sich derart den Elementen des anderen 
Systems eineindeutig zuordnen lassen, daB folgende Bedingung erfüllt 
ist: wenn irgendwelche Elemente des einen Systems einen nichtleeren 
Durchschnitt haben, so gilt das gleiche auch von den entsprechenden 
Elementen des anderen Systems. 

In dieser Définition kann man offenbar anstatt von ,,nichtleerem 
Durchschnitt'' ebenso gut von „leerem Durchschnitt" sprechen. 

Beispiele âhnlicher Mengensysteme. 

1. Das System aller Sechsecke einer Zerlegung der Ebene in kon- 
gruente regulâre Sechsecke (vgl. Abb. 1) ist âhnlich mit dem System 
der Quadrate, die bei der auf Abb. 2 dargestellten ,,Lebesgueschen" 
Zerlegung der Ebene auftreten. 

2. Das auf Abb. 3 dargestellte System konvexer ebener Bereiche 
Ay By Cy D ist dem System von vier konzentrischen Kreisscheiben 
âhnlich. 

Satz VI. Zu jedem endlichen System 

5 = {F,,.... F,} 



72 


I. Topologische und metrische Kâume. 


abgeschlossener Mengen eines normalen Raumes R giht es in R ein System 

offener Mengen von der Eigenschaft, dafi für jedes i ^s 

Fi<=G, 

ist, und die Mengensysteme Ç und = (Gj, . . Gj, also erst recht ^ 

und àhnlich sind. 

Es kann dabei im- 
mer erreicht werden, dafi 
GiC:U(Fi) ist, wobei 
U{F^ eine beliebige Um- 
gebung von F^ ist, i~-\, 
2, s. 

Beweis. Es sei F 
die V ereinigungsmenge 
aller Mengen von der 
Form Fi^ • mit 

Abb. 1. Abb. 2. “^1 * * • • * * ~ 0. 

Da die abgeschlossene 

Menge F zu Fi fremd ist, ist R — F eine Umgebung von F\; es gibt also 
nach Satz V eine offene Menge Gj derart, daB F, cz 6\, Gj cz R — F ist. 
Die Mengensysteme 

% = {F^.F\ F,} 

und 

S’i ~ {^1. F^, • • • F^ 

sind âhnlich ; denn aus Gi • Fj, • . . . • Fi^ = 0 folgt offenbar F, • Fj-, • . . . • F^^ 
= 0, wâhrend umgekehrt aus F, • F',-, • . . . • Fj^ = 0 folgt, daB 

Fi, • . . . • F\cF. also 

Gi • Fi, • . . . • Fij, CT Gi • F = 0 
ist. 

Wir nehmen jetzt an, daB die offencn Men- 
gen Gj 3Fi, 1 = 1 , ..., r<s, so konstruiert sind, 
daB ^ und 

%r — • • • ' Gf, F,.^i, . . . , /*,} 

àhnlich sind. Wendet man auf das Mengen- 
system (anstatt Ç) bzw. auf F ^^ , (anstatt Fj) 
die obige SchluBweise an, so erhâlt man eine offene Menge G,+i 3 F,+ i 
von der Beschaffenheit, daB die Mengensysteme g,, und 

5r+l = {Gi, • • - . Gr+l> Fr+ 2 , ■ • - , FJ, 

folglich auch g und âhnlich sind. Das Verfahren schlieBt mit 

dem System %, = (G, , G,], mit welchem unser Ziel erreicht ist. 








§ 6. Trennungsaxiome : Hausdorffsche, regulàre und normale Ràume. 7^ 

Sind schlieBlich beliebige Umgebungen U{F^) der gegeben i = 1, 
2, . . . , s, so braucht man nur durch • U (Fi) zu ersetzen, um 

ein System offener Mengen zu erhalten, welches allen Forderungen des 
Satzes VI einschlieBlich der Bedingung U (Fi) genügt. 

Satz VIL Zu jeder endlichen offenen Überdeckung^ @ = |Gi, GJ 
eines normalen Raumes R gibt es eine abgeschlossene Ûberdeckung 
F = {Fj , . . . , F g} von R, so daji fur jedes i, 1 ^ i ^ s, 

ist, 

Beweis. Zu dem Mengensystem 

konstruieren wir nach Satz VI das System offener Mengen 

SO, daB R ~ Gid Vi ist und {Fi, . . . , Vg} mit ^ àhnlich ist; aus dieser 
Âhnlichkeit folgt insbesondere, daB Vi • . . . • Vg — 0 ist. Set zen wir 
Hi = R — Vi, so wird 

Hi^ R^iCZ R 

also (da F — abgeschlosscn ist) 

H.d R- Vi 

und — da F — G^ c F^ ist — 

^.ciF- (F-G,) = G,. 

Da ferner 

H, + ---+Hg=^R~V,-...-Vg=R 

ist, ist — mit F^ = Hi — der Satz VII bewiesen. 

Bemerkung. Wir haben sogar mehr bewiesen, nâmlich auBer dem 
Satz VII noch den folgenden 

Zusatz zum Satz VIL Von den abgeschlossenen Mengen F'j , . . . , F^, 
der en Existenz im Satz VII behauptet wird, darf verlangt werden, dafi jede 
von ihnen die abgeschlossene Hülle einer offenen Menge ist: Fi = Hi, 
und daP bereits diese offenen Mengen eine Ûberdeckung von F bilden. 

9. Stetige Funktionen in normalen Ràumen. Wir stellen uns als 
Ziel dieser und der folgenden Nummer den Beweis des folgenden Theo- 
rems: 

Satz VIII (Erweiterungssatz). Ist F ein normaler Raum, (p eine 
in allen Punkten einer abgeschlossenen Menge F c: R erklàrte beschrànkte 

1 Eine endliche offene bzw. abgeschlossene Ûberdeckung eines topologischen 
"Raumes R ist ein endliches System von offenen bzw. abgeschlossenen Punkt- 
mengen dieses Raumes von der Eigenschaft, daû die Vereinigungs menge der 
Mengen des Systems der ganze Raum R ist (vgl. Kap. I, § 2 , Nr. 13). 
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stetige reelle Funktion, so kann man eine im ganzen Raume R definierte 
beschrànkte stetige reelle Funktion f finden, die in den Punkten von F 
mit (p zusammenfàllt, 

Der Beweis dieser wichtigen Tatsache beruht auf folgendem 
Hilfssatz. Es seien A und B zwei disjunkte abgeschlossene Mengen 
des normalen Raumes R, a und b zwei reelle Zahlen, a < 6. Dann existiert 
eine im ganzen Raume R definierte stetige Funktion fa^h{^)y 
Punkten von A den Wert a, in den Punkten von B den Wert b annimmt 
und durchweg in R der Ungleichung a ^ ^ ^ genügt, 

Beweis des Hilfssatzes. Der Hilfssatz ist trivial, wenn wenig- 
stens eine Menge — etwa A — leer ist, denn dann genügt es, für aile 
Punkte von R zu setzen: fa^bi^) = Wir nehmen also an, daB keine 
der Mengen A und B leer ist. Man darf ferner annehmen, daB a = 0, 
b = i ist, denn im allgemeinen Falle hat man nur zu setzen fa^bi^) 
— wobei die proportionale Abbildung der Strecke [0,1] 

der Zahlengerade auf die Strecke [a, fc] ist. 

Wir setzen U {A) ~ = R — B und definieren U<^{A) = unter 

der Bedingung G^ciG^. Nach Satz V ist dies moglich. Wir nehmen 
ferner an daB für ein bestimmtes nicht négatives ganzzahliges n wir 

zu jeder Zabi von der Form w = 0, 1 , . . . , 2^, eine Umgebung Gm 

2 2 » 
von A konstruiert haben, und zwar so, daB für m' <. m." 


(i„) 

gilt. 


Gm' 

2« 


2n 


Man bestimmt sodann die offene Menge G^m+i nach dem Satz V 

2»+T 

als eine Umgebung von Gm, deren abgeschlossene Hülle in G m+i ent- 

^ 2« 


halten ist, so daB die G m einer der Relation (1 J analogen Relation 
('In+i) genügen. 2»+i 

Auf diese Weise fortfahrend, erhàlt man ein abzâhlbares System 
offener Mengen G,, wobei r sâmtliche dyadischen Rationalzahlen der 
Einheitsstrecke durchlâuft und die Bedingungen 


(2) 


A<=Go, 


Gf^ a Gf", wenn r' < r” 

durchweg erfüUt sind. 

Man setzt jetzt für jede reelle Zabi 0 < < < 1 , die von den soeben 
betrachteten r verschieden ist, =^G, . Es gilt dabei 

r<t 

(3) Gt'CzGt',, wennt'<t'', 


denn für t' <r' < r” < t" ist G^ c G^-, folglich Gf <=■ Gr- ^ Gf, c: G,-.. 
Wir setzen endlich Gj = 0 für ^ < 0 und Gt= R für < > 1 . Die Be- 
dingung (3) ist dann für aile reellen t erfüUt. 
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Aus dieser Konstniktion folgt, daB die Menge der Werte von t, für 
welche ein gegebener Punkt x von R zu den Mengen gehôrt, eine 
Halbgerade oder bildet, so daB die Zabi T,, durch den 

Punkt X eindeutig bestimmt ist. Wir definieren nun f{x) = r^. 

Für xczGq, also insbesondere für xaA, ist f{x) — 0. Falls x 
zu Gi fremd ist, also für xc. B, ist f{x) — \ . In allen übrigen Fàllen 
gehôrt X zu einem G^, 0 èS ^ êS 1 , so daB überall 0 â / (;r) îâ 1 ist. 

Nur noch die Stetigkeit von / {x) im ganzen R braucht nachgewiesen 
zu werden. Es seien pc. R und e > 0 beliebig gewâhlt. Wir suchen 
eine Umgebung U {a), für deren Punkte x durchweg \f{p)—f{x)\-g,e 
ist (Cauchysche Stetigkeitsbedingung !) ; es genügt aber offenbar U{p) 
— Gir^+j — Gtp-ï zu setzen, womit unser Hilfssatz bewiesen ist. 

10. B eweis des Erweiterungssatzes. Wir setzen (Po{x) = <p(x) (er- 
klârt nur auf F) und bezeichnen mit die obéré Grenze von | q>Q (x) | , 

mit Aq bzw. Bq die Teilmengen von F, in denen (p^ {x)^ — ~ bzw. ^ 

ist; Aq und sind als Originalmengen abgeschlossener Mengen ab- 
geschlossen. Es sei schlieBlich /o(^r) eine im ganzen R erklârte stetige 

Funktion, welche = — y auf A^ bzw. = y? auf B® ist und überall der 

Bedingung \U{x)\ < genügt. 

Wenn man jetzt auf F 

9i{x) = <Po{x) - fo(x) 

setzt, so ist (Pi{x) eine auf F stetige Funktion und die obéré Grenze 
von |ç5i(:r)| genügt offenbar der Ungleichung 

Der Übergang von (pi{x) zu ç? 2 (^) vollzieht sich in genau derselben 

Weise: und sind die Teilmengen von F, in denen (Pi{x) 

bzw. ë? Y ist, fi{x) ist eine im ganzen R stetige Funktion, die auf 

glcich — , auf gleich y ist und überall der Ungleichung | (x) | ^ 

genügt. Man setzt auf F 

9^2 W = - /iW; 

die obéré Grenze von | {x) | ist ^ | . 

In dieser Weise fortfahrend erhalten wir zwei Folgen q)^ {x ) , cp^ {x ) , 

9 ^ 2 W. • • •> /oW, /iW, / 2 W. • • - /nW» • • • von steti- 

gen Funktionen, wobei die (p^ in den Punkten von F, die überall 
in R definiert sind. Wenn man die obéré Grenze von |9?w(^)l Fn 

bezeichnet, soist |/^(^)| ^ y, y ^iso 

(6) WAx) I (|-)V„ , \U{x) I â (I)" ^ . 

Überdies ist auf F 

(7) 


<Pn+\{x) = - /„W. 
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Wenn man 

= /oW H h /nW 

setzt, so konvergiert wegen ( 6 ) die Folge S 2 (a::) . 

gleichmâBig gegen eine im ganzen R definierte stetige Funktion f(x), 
wobei 

C50 

( 8 ) = ^0 

n— 0 

ist, so dal3 f(x) beschrânkt ist. 

Vermôge (7) ist für jeden Punkt x von F 

fn(x) = fpjx) - y>„+lW. 

= Ç’oW - 9>»+i W. 

folglich [da nach der ersten Ungleichung ( 6 ) tpn+\{^) rnit ijn gleich- 
mâBig in X unendlich-klein wird] 

f{x) = lims„(A;) = <p^{x) =(p{x), 

n 

womit ailes bewiesen ist. 

Bemerkung I. In ( 8 ) ist enthalten, daB, wenn (p(x) zum Intervall 
[— //q, //q] gehôrt, dasselbe auch von f(x) gilt. Eine Koordinatentrans- 
formation erlaubt im Wortlaut dieser Behauptung das Intervall [- 
durch ein beliebiges Intervall [oc, P] zu ersetzen. 

Bemerkung II. Der Erweiterungssatz gilt auch für nicht be- 
schrànkte Funktioncn: es genügt, anstatt der Funktion (p eine Funk- 
tion g(p zu betrachten, wobei g die ganze Zahlengerade auf ein endliches 
Intervall topologisch abbildet [man kann z. B. g{x) — arctg^; setzen]. 

Z usât Z. Ist R ein normaler Raum, (p eine stetige Abbildung der 
abgeschlossenen Punktmenge F von R in den Euklidischen R^ [bzw, in 
einen Würfel desselben), so existiert eine stetige Abbildung f des ganzen 
Raumes R in den R^ {bzw. in Ç”), welche in den Punkten von F mit (p 
zusammenfàllt, 

Beweis des Zusatzes. Wenn t^,...,t^ die Koordinaten im R^ 
sind, so definiert die Abbildung (p die n Abbildungen 

qp-) [x) = ti{x) , 

wobei ti{x) die i-ie Koordinate des Punktes (p{x) ist. Wenn man den 
Erweiterungssatz auf jede der Funktionen qF'>{x) anwendet, erhâlt 
man den Beweis des Zusatzes. Dabei sind die beiden obigen Be- 
merkungen zu berücksichtigen. 

11. Spezialfall der metrischen Râume. Im Spezialfall, wenn R ein 
metrischer Raum ist, lâBt sich der obige Beweis insofern vereinfachen, 
als der Hilfssatz von Nr. 9 trivial wird: die gesuchte Funktion wird 
(für a = 0, 6 = 1 und A ^0^ B, vgl. den Beginn des Beweises des 
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Hilfssatzes) durch die Formel 

' (}(x, A) + g(x, B) 

gegeben. 

Wir geben hier noch einen zweiten Beweis^ des Erweite- 
rungssatzes (Nr. 9) für metrische Râume: 

Durch die unwesentliche Addition einer Konstanten kann man 
erreichen, daB (p auf F wesentlich positiv, daB also 

(1) 

ist. Wir setzen 


(2a) 

(2b) 


e(9) 


eiq.F) = ïniQ{q,p), 

pczF 

a{q) = sup-^~^7 
p^FSiq.P) 


für q Œ. R — F 


wegen der Abgeschlossenheit von F ist Q {q , p) Q (q) > 0 , und daher 
existiert a{q) ^ . Nach §3, SatzVII und VIII sind Q(q) und a{q) 

stetig, daher ist auch 


(3) 


f{q) = Q{q)- <j{q) q<^R-F 


stetig. Wir behaupten: f{q) Icistet die gewünschte Erweiterung, d. h. 
es ist 


(4) lim f(q) = q>{p) im pcz F, q cz R — F, 

q->-p 

so daB man eine in ganz R definierte stetige Funktion / bekommt, 
wenn man in den Punkten p von F 

HP) == <p{p) 

setzt. 

Für den Beweis bemerken wir zunâchst, daB 


(5 a) 
(5b) 


lim5(^) = 0 

lim(T(ÿ) = 00 


für q->p (Z. F 


ist [(5 b) gilt wegen 0 < tn ^ q>{p)]. Es sei \p eine in ganz R stetige 
Funktion mit 


(6) y (/’) = f iuï p (Z F, V» (9) > 1 iÜT qciR — F 


[also Z. B. y(ic) = 1 + P(^.^)]- Jedem Punkt q cz R — F ordnen wir 
zwei Punkte p' = p'{q) , p" — p"{q) von F so zu, daB 


(7a) 


Q(q>P') <Q{q)'y’{q)> 


(7b) 


y (P") ^ £(?) 
eiq. P") w{qy 


also 


Q{q> P") < 


<p{p") • yj( q) 

<^{q) 


^ Diesen Beweis von F. Riesz entnehmen wir den ,,Vorlesungen über Topo- 
logie“ von Kerékjârtô (S. 75 — 76). 



78 !• Topologische und metriscHe RSLume. 


ist; infolge (2a), (2b), (6) ist das môglich. Dann ist wegen (5a) und (5b) 


(8a) 

(8b) 


lime (9,^') =0 
limçiq, P”) = 0 


für q^p(=.F\ 


[für (8 b) berücksichtige man q>{P") sS M]. 
Aus (3), (2b), (7a) folgt 


(9a) 


/(?) • 


9>(P') 
e (q . P') 


> 


<p(P') 

v>(q) ’ 


aus (3), (2a), (7b): 

(9b) i{q)^^Q{q.p")-<J{q) <?{p’') •y’iq)- 


Nun strebe q gegen den Punkt pc.F] aus (8a) und (8b) folgt, daB 
auch P' und p" gegen p streben; dann streben wegen der Stetigkeit 
von <p auf F die Werte <p(P') und <p{p") gegen (p(P)', hieraus, aus (9a) 
und (9b), folgt, da gleichzeitig y){q) gegen 1 strebt, die Behauptung (4). 

Zusatz. Die Funktion f besitzt in ganz R die in (t) angegebenen 
Schranken von cp in F. 

Beweis. q^ sei ein fester Punkt von R —F, d cine beliebige positive 
Zabi. Man setze in dem vorstehenden Beweis 


tp(x) = i d ‘ 

^ e(qo.F)’ 

so daB also 

wiqo) = ^ + d 

ist. Dann folgt aus (9a), (9b), (1) 


( 10 ) ^^-^^<f{qo)<(i+d)M. 

Da dies für jedes d > 0 gilt, ist 

und zwar für jeden Punkt R — F. 


§ 7. Râume mit abzâhlbarer Basis^ 

1.® Satz I (Überdeckungssatz). Jede offene Überdeckung eines 
topologischen Raumes mit abzâhlbarer Basis enthàlt eine hôchstens ab- 
zâhlbare Überdeckung {desselben Raumes). 

Beweis. Es sei U eine abzâhlbare Basis von R, © eine beliebige 
offene Überdeckung von R. Wir betrachten die Gesamtheit U' der- 
jenigen Elemente U' von U, die in mindestens einem Elément von © 
enthalten sind, und wâhlen zu jedem U' eine U' enthaltende Menge G' 
des Systems ©. Das so gewonnene Teilsystem ©' von © ist offenbar 

* D. h. topologische Râume, welche eine hôchstens abzâhlbare Basis besitzen. 
Wegen der Définition einer Basis siehe § 2, Nr. 8. 

* In diesem Paragraphen folgen wir im wesentlichen Hausdorff: Mengen- 
lehre, §§25 u. 30. 
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hôchstens abzàhlbar. Jeder Punkt, der zu irgendeinem G aus © ge- 
hôrt, gehôrt (da G offen und U eine Basis ist) zu einem in diesem G 
liegenden U, d. h. zu einem U' und also erst recht zu einem dieses U' 
umfassenden Elément G' des Systems ©' ; die Vereinigungsmenge aller G 
(aus @), d. h. der ganze Raum R, ist also in der Vereinigungsmenge 
der G' enthalten, so daB das hôchstens abzâhlbare Teilsystem ©' von © 
eine Überdeckung von R bildet, w. z. b. w. 

2. Ein geordnetes System von Mengen heiût monoton, und zwar wachsend 
(abnehmend), wenn jede Menge des Systems in jedem ihrer Nachfolger enthalten 
ist (jeden ihrer Nachfolger enthàlt). 

In sehr vielen Fragen der mengentheoretischen Topologie ist folgender Satz 
von Wichtigkeit : 

Satz II. Satz von Baire-Hausdorff. In einem topologischen Raum mit 
abzàhlbarer Basis ist jedcs wohlgeordnete monotone System paarweise verschiedener 
offener (abgeschlossener) Mengen hôchstens abzàhlbar. 

Beweis. Der Satz enthalt vier Behaiiptungen : von wachsenden bzw. ab- 
nehmenden Systemen offener oder abgeschlossener Mengen. Die beiden Sâtze 
von den abgeschlossenen Mengen folgcn aus den Sàtzen über die offenen Mengen 
durch einen Übergang zu den Komplementen (vgl. § 1, Nr. 1). Wir beschrànken 
uns also auf den Fall offener Mengen. Es sei 

Gi, G^, . . Gqç, . . . 

ein wohlgeordnetes wachsendes (bzw. abnehmendes) System von paarv^eise ver- 
schiedcnen offenen Mengen des Raumes R. Sei ferner 

U^(U„ Uj,,...) 

eine abzâhlbare Basis von R. Jedes ist Vereinigungsmenge gewisser IJ]^. Da 
G^^l (bzw. G(x-f-i C G^) und G^^^i von G« verschieden ist, gibt es mindestens 

ein U]c — wir nennen es —, welches in Ga-\-\> aber nicht in G^ (bzw. in G^, 

aber nicht in G^^i) enthalten ist. Die so gewonnenen also auch die 

natürlichen Zahlen | i müssen paarweise voneinander verschieden sein, folglich 
gibt es ihrer — und somit auch der Mengen denen sie eineindeutig ent- 

sprechen — hôchstens abzàhlbar- viele. Wenn aber unter den Indexen der G^^ 
hôchstens abzàhlbar-viele die Gestalt a + 1 haben, ist auch das ganze Mengen- 
system G^^ hôchstens abzàhlbar, w. z. b. w. 

Aufgabe. Warum gilt ein analoger Beweis für geordnete (nicht wohl- 
geordnete) monotone Mengensysteme nicht? 

3. Satz III. Wàhlt man in jedem Elément U einer Basis des topo- 
logischen Raumes R je einen Punkt, so erhàlt man eine in R dichte Menge M. 

Beweis. Aus der Définition einer Basis (oder auch aus dem Satz VIII 
des § 2) folgt, daB jede nichtleere offene Menge und somit jede (abso- 
lute) Umgebung (§ 2, Nr. 7) eines beliebigen Punktes von R minde- 
stens einen Punkt von M enthalt. Folglich ist jeder Punkt von R 
Berührungspunkt von M, w. z. b. w. 

Korollar. In einem Raum mit abzàhlbarer Basis ist eine hôchstens 
abzâhlbare Menge dicht. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im all- 
gemeinen nicht^. Sie gilt jedoch für metrische Râume: 

^ Der in § 1, Nr. 4, 5°, angeführte Raum ist ein normaler (sogar vollstàndig 
normaler, vgl. § 6, Nr. 4) Raum mit abzàhlbarer dichter Teilmenge und ohne 
abzâhlbare Basis. 



gQ I. Topologische und metrische Râume. 

Satz IV. Is^ in einem metrischen Raum eine abzàhlbare Mengc 
dicht, so besitzt der Raum eine abzàhlbare Basis (d. h. in metrischen 
Râumen ist die Existenz einer abzâhlbaren Basis mit der Existenz 
einer abzâhlbaren dichten Punktmenge gleichbedeutend). 

Beweis. Der Satz IV folgt daraus, daB man eine Basis des me- 
trischen Raumes R erhâlt, wenn man aile sphârischen Umgebungen 
U {a y d) betrachtet, deren Mittelpunkte a einer in R dichten Menge A 
entnbmmen sind und deren Radien d rationale Zahlen sind. Zum Be- 
weise der letzteren Behauptung genügt es, zu beliebig vorgeschriebe- 
nen paG (p ein Punkt von R, G eine offene Menge) einen Punkt a 
von A unter der Bedingung Q{p, a) < i ^ (a , R — G) und eine rationale 
Zahl d unter der Bedingung ^Q(ay R — G) <.d d Iq { a, R — G) zu 
wàhlen: dann ist p a U {a y d) czG, die Umgebungen U {a y d) sind also 
(nach dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium (§ 1, Nr. 7) und 
dem Satz II von § 1, Nr. 8) mit dem absoluten Umgebungssystem 
von R gleichwertig. 

Beispiele. 1°. Im R^ ist die Menge der rationalen Punkte (d. h. 
der Punkte mit sâmtlich rationalen Koordinaten) dicht. Die rationalen 
Umgebungen (d. h. die sphârischen Umgebungen mit rationalem Mittel- 
punkt und rationalem Radius) bilden demnach eine abzàhlbare Basis. 

2°. Im R"^ (§ 1, Nr. 12) ist dicht die Menge A der Punkte, deren 
Koordinaten sâmtlich rational und aile bis auf endlich-viele Null sind. 
Ist ÿ = (^ 1 , ^ 2 ^ •••> 4» •••) beliebiger Punkt von so wâhle man 
zuerst h so groB, daB ^4 ist und dann die rationalen Zahlen t \ , 
i^h 

4 , . . . , 4 unter der Bedingung — t\ \ < — für 1 didh. Dann ist 

die Entfernung zwischen p und p' — (4^ • • •> 4> • * •) 

ner als 2e, folglich Q(p ^ A) — Oy womit die Dichtigkeit von A in R"^ 
bewiesen ist. 

3 R sei der Raum der auf der Einheitsstrecke erklârten 

und dortselbst stetigen Funktionen f(t) mit der Metrik 

Q{fi, fî) = sup|/i(0 - /2(i:)|. 

In diesem Raume bilden die Polynôme mit rationalen Koeffizienten 
eine abzàhlbare dichte Punktmenge (Satz von Weierstrass). Der 
Raum besitzt folglich eine abzàhlbare Basis. 

Beispiele von metrischen Râumen ohne abzàhlbare Basis. 

4°. R sei irgendeine unabzâhlbare Menge. Wir erklâren für je zwei 
verschiedene Elemente p und p' von R die Zahl 1 als Entfernung und 
setzen überdies q {py p) — q für jedes p c: R, Der so gewonnene metri- 
sche Raum besteht aus lauter isolierten Punkten. 

5 °. R sei die Menge aller Punkte p der gewôhnlichen Koordinaten- 
ebene. Geht die Gerade durch zwei Punkte p und p' durch den Koordi- 
natenanfang o, so setzen wir q {py p') = wobei pp' die Lânge der 
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Strecke [p, p'I im gewôhnlichen Sinne ist. Geht die Gerade pp' nicht 
durch 0 , so setzen wir Q{p, p') = op + op'. Der metrische Raum R 
enthàlt keinen isolierten Punkt (er ist sogar zusammenhângend) ; in R 
ist keine abzâhlbare Menge dicht. 

§ 8. Der Urysohnsche Einbêttungssatz. 

Wir gelangen zu einem der wichtigsten und aufschluBreichsten 
Sàtze der allgemeinen mengentheoretischen Topologie: 

Urysohnscher Einbêttungssatz. Normale Ràume mit abzàhl- 
barer Basis sind Punktmengen des Hilbertschen Raumes (und sogar 
seines Fundamentalquaders) homôomorph. 

Die prinzipielle Bedeutung dièses Theorems liegt darin, daB es in 
einer überraschend einfachen Weise den Weg von den allgemeinsten 
topologischen Gebilden — den allgemein-topologischen Raumen — zu 
den Punktmengen des Hilbertschen Raumes in wenigen Schritten 
zurückzulegen erlaubt. Diese Schritte sind: 1) die drei Axiome I, IT, 
III (§4, Nr. 1) der 7\-Râume; 2) ein Trennungsaxiom — die Norma- 
litât; 3) die Existenz einer abzâhlbaren Basis. Durch diese fünf Axiome 
sind die Punktmengen des Hilbertschen Raumes vom topologischen Stand- 
punkt aus vollstàndig charakterisierP. 

Insbesondere ist natürlich im Urysohnschen Satze die Metrisierbar- 
keit aller normalen Ràume mit abzâhlbarer Basis enthalten. Nach 
§ 6, Nr. 2, gilt sogar folgender schârfere Satz: Ein Raum mit abzàhl- 
barer Basis ist dann und nur dann metrisierbar , wenn er normal isP. 

Der Beweis des Einbettungssatzes beruht auf dem Erweiterungs- 
satz des § 6. Wir dürfen offenbar voraussetzen, daB der normale 
Raum R unendlich-viele Punkte besitzt. Es seien 

( 1 ) 

die Elementc einer abzâhlbaren Basis von R. Da die U^, als Um- 
gebungen aller ihrer Punkte betrachtet, ein Umgebungssystem des 
Raumes R bilden (§ 2, Satz VIII), gibt es nach § 6, Satz IV zu jedem 

^ Denn nicht nur ist dem Einbêttungssatz zufolge jeder normale Raum mit 
abzâhlbarer Basis einer Punktmenge des Hilbertschen Raumes homôomorph, 
sondern auch umgekehrt ist jede solche Punktmenge (als Punktmenge eines 
metrischen Raumes mit abzâhlbarer Basis) ein metrischer (also erst recht nor- 
maler Raum) mit abzâhlbarer Basis; vgl. § 6, Nr. 2 und die letzten Zeilen von 
§ 2, Nr. 10. 

2 DaB es metrische Ràume ohne abzâhlbare Basis gibt, haben wir am SchluB 
des vorigen Paragraphen gesehen. 

Der in § 1, Nr. 6 sub 1 ° konstruierte Raum ist ein Hausdorffscher irregulârer 
(also erst recht nicht metrisierbarer) Raum mit abzâhlbarer Basis. 

In diesem Zusammenhange sei noch erwâhnt, daB auf Grund eines Satzes 
von Tychonoff [Math. Ann. Bd. 95 (1925) S. 139] jeder regulâre Raum mit 
abzâhlbarer Basis normal, also nach dem Urysohnschen Einbêttungssatz metri- 
sierbar ist. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Punkt -p von R ein und ein von der Eigenschaft 

(2) P c Ui. ÜiCiUt. 

Wir nennen für einen Augenblick ein Paar U h) von Elementen 

von (1) kanonisch, wenn c Î7^ ist. Ans dem soeben Gesagten folgt, 
daû es unendlich-viele kanonische Paare gibt. Es seien 

(3) Pl> Pn> • ■ Pn— {^i> ^k) 

aile kanonischen Paare. Für jedes P„ definieren wir eine stetige Funk- 
tion f^{x) unter folgenden Bedingungen: 

1 . Überall in iî ist 0 sS /„ ^ 1 ; 

2. für x(z Üi ist f^{x) = 0, für x(=. R—U^ ist /„(r) = 1 . 

Wir nennen jetzt die n-te Koordinate eines Punktes a von R die Zabi 

A 

t^[a) ~ und lassen jedem Punkt aŒ R den Pui^kt 

/(a) = (^1, • • • » • • •) > 

von entsprechen. Dadurch wird R auf eine Teilmenge M des 
Fundamentalquaders des Hilbertschen Raumes abgebildet. 

Diese Abbildung ist eineindeutig. Es seien in der Tat p und q zwei 
verschiedene Punkte von R, Es existiert dann eine zu q fremde Um- 
gebung von p, Zu dieser gibt es und zwar in der Basis (1) •— 
eine Umgebung von />, deren abgeschlossene Hülle in enthalten 
ist, so daB (Î7^, ein kanonisches Paar, etwa P^, bildet. Da 
pczUiCiUi, qcz R--Uj, ist, ist f^{p) = 0, 4(ç) = 1 , die Punkte p 
und q haben also verschiedene n-te Koordinaten, ihnen entsprechen 
verschiedene Punkte von M. 

Die Abbildung f ist topologisch. Wir beweisen zuerst die Stetigkeit 
von /, dann die von 

1) Es sei a Berührungspunkt einer Punktmenge A von P; wir 
zeigen, daB /(a) Berührungspunkt von f(A) in M, d. h. daB 
= 0 ist, wobei q die Entfernung im Hilbertschen Raum 
bedeutet . Es genügt zu zeigen, daB bei jedem e > 0 man Q{f(a),f(A))<C2e 

oo 

hat. Man wâhle zu diesem Zweck ein so groBes m, daB 2" A 

w=w*l-l 

ist. Da die Funktionen /„ stetig sind, gibt es für jedes n eine Umgebung 
C7„(a) = Ui^ von a, für deren Punkte x die Ungleichung |/„(«) | 

< e gilt. Man nehme eine U (a), die in U, («)•... • U^{a) enthalten 
ist. Für jeden Punkt z von U {a) ist somit 

, \inifl) - K(z)\ < , n = i,2, . . .,m, 

also ^ 


Q{f{a),f{z)) == j/ 

- 

= l/z+2; 

r 1 w+i 

-1/ 

/ m oo 

1 W+1 

<)/e.(^ + l)<2e 
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In U {a) sind sicher Punkte z von A enthalten; für diese Pnnkte gilt die 
Relation (4); somit ist Q{f{a),f(A)) < 2 e, wie wir es haben wollten. 

2) Um die Stetigkeit von / “ ^ zu beweisen, setzen wir p (/(«),/ (^ ))= 0 
voraus und beweisen, daB a c: A, d. h. daB a Berührungspunkt von A 
ist. U (a) sei also in der Basis (1) beliebig gewâhlt, U (a) = Uj^. Man 
wâhle eine U' (a) — unter der Bedingung U^c: Uj^. Dann ist {U^yUj^) 
kanonisch, etwa (U^, Uj^ = Da Q{f{a),f{A)) = 0 ist, so gibt es 
insbesondere Punkte z=^f{x) von f{A)y die von f{a) weniger als um 1/m 
entfernt sind. Für diese Punkte gilt also die Ungleichung 

Q{f{a).f(x)) = 
aus der insbesondere 

Hfh 

\fr,Àà)-L{x)\<\ 

folgt. Da = 0 ist, bedeutet das, daB f.n^{x) < 1 und somit xc: U 
~ U (a) ist, w. Z. b. w. 


Zweites Kapitel. 

Kompakte Râume. 

§ 1. Kompakte und bikompakte topologische und metrische Ràume. 

1. Définition der Begriffe: kompakt, kompakt in R, divergent. Kompakt- 
heit abgeschlossener Punktmengen kompakter Raume. Kompakte metrische 
Râume (Kompakten). — 2. Durchschnittssatz von Cantor. Schwacher Über- 
deckungssatz von Heine>Borel. — 3. Bikompakte Râume. Heine-Borel- 
Lebesgueschcr Satz. Bikompaktheit der kompakten Râume mit abzàhlbarer 
Basis und der kompakten metrisierbaren Ràume. — 4. f-Netze. Urysohn- 
scher Métrisation ssatz. — 5. Spezialfall der Euklidischen Ràume. — 6. Haus- 
dorffsche bikompakte Râume, Ihre Normalitât. — 7. Hausdorffsche bi- 
kompakte Râume. H-Abgeschlossenheit. — 8. Im Kleinen bikompakte und 
im Kleinen kompakte Ràume. 

§ 2. Stetîge Abbildungen und Zerlegungen bikompakter Râume. 

1. Abbildungssâtze. — 2. Zerlegungsràume. — 3. Anwendung auf die Kom- 
pakten. 

§ 3. Spezialfall der Kompakten. 

1 . Direkte Beweise der metrischen Spezialfàlle der Abbildungssâtze von §2, 
Nr. 1 . Anwendungen auf Entfemungen. — 2. Die Zabi t(U) für offene Über- 
deckungen. Nochmals der Heine-Borel-Lebesguesche Satz. — 3. Die Lebes- 
guesche Zabi und das Lebesguesche Lemma für abgeschlossene Überdeckun- 
gen. — 4. GleicbmâÛige Stetigkeit der stetigen Abbildungen von Kompakten. 
— 5. Abbildungen. 

§ 4. Kompaktheit und Vollstândigkeit. 

1 . Total-Beschrânktheit, Vollstândigkeit, Kompaktheit. — 2. Beispiele: Voll- 
stândigkeit des und des R^. Bolzano-Weierstraûscber Satz. — 3. Voll- 

6 ^ 
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II. Kompakte Râume. 


stândigkeit des Raumes C (X, Y) der stetigen Abbildungen eines Kompak- 
tums X in ein Kompaktum Y, — 4. Der Bairesche Dichtigkeitssatz. — 
5. Anwendung auf Abbildungen. — 6. Charakterisierung der kompakten 
Punktmengen des Hilbertschen Raumes durch f-Verschiebungen. Kompakt- 
heit des Fundamentalquaders. 

§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen. , 

1. Topologische Konvergenz. — 2. Abweichung zweier Punktmengen von- 
einander. Metrische Konvergenz. Raum der Dichtigkeitsklassen bzw. der 
abgeschlossenen Punktmengen eines metrischen Raumes. — 3. Beziehungen 
zwischen topologischer und metrischer Konvergenz. — 4. Das Überein- 
stimmen der beiden Konvergenzen in kompakten Râumen. ~ 5. Kompakt- 
heit des Raumes der abgeschlossenen Punktmengen eines Kompaktums. — 

§ 6. Zusammenhangsverhâltnisse in Kompakten. Die Kompakten als stetige 
Bilder des Cantorschen Diskontinuums. 

1. f-Ketten, «-Verkettung, 0-Verkettung, bzw. ü-Komponenten. Verket- 
tung und Zusammenhang in Kompakten. — • 2. Die Mengen K'(p). — 3. Kon- 
tinuen und diskontinuierliche Kompakten. — 4. Kompakten als stetige Bil- 
der des Cantorschen Diskontinuums. 

Anhang zum zweiten Kapitel. 1. Induktivc Eigenschaften. Brouwerscher Reduk* 
tionssatz. 2. Irreduzible Kontinuen. 

§ !• Kompakte und bikompakte topologische und metrische 

Râume. 

1. Kompakte Ràume. Définition. Ein topologischer Ranm heifii 
nach Fréchet kompakt, wenn in ihm jede unendliche Punktmenge 
mindestens einen Hàufungspunkt hesitzP, 

Aus dieser Définition folgt sogleich, daB jede abgeschlossene Punki- 
menge A eines kompakten Raumes R (als Relativraum betrachtet^) 
selbst ein kompakter Raum ist, denn jede unendliche Teilmenge von A 
hat (wegen der Kompaktheit von R) einen Hàufungspunkt in R, und 
dieser gehôrt (wegen der Abgeschlossenheit von A) notwendig zu A, 
so daB jede unendliche Teilmenge von A einen zu A gehorenden 
Hàufungspunkt besitzt. 

Von einer Punktmenge A eines topologischen Raumes R sagen wir, 
sie sei kompakt, falls sie, als Relativraum ^ betrachtet, ein kompakter 
topologischer Raum ist, d. h. wenn jede ihrer unendlichen Teilmengen 
einen zu^l gehorenden Hàufungspunkt besitzt. In der Literatur pflegt man 
solche Punktmengen auch als in sich kompakt zu bezeichnen; dies ge- 
schieht, um Verwechslungen mit einem anderen Begriff, der Kompaktheit 
einer Punktmenge in bezug auf den Raum, in dem sie liegt, zu vermeiden : 
Eine Punktmenge A des topologischen Raumes R heiBt kompakt in 
bezug auf R, oder einfacher, kompakt in R, falls jede unendliche Teil- 
menge von A mindestens einen (nicht notwendig zu A gehorenden) 

' Da jede unendliche Menge eine abzâhlbare Teilmenge enthâlt, so ist ein 
Raum schon dann kompakt, wenn jede seiner abzâhlbaren Punktmengen minde- 
stens :einen Hàufungspunkt besitzt. 

2 Kap. I, § 1. Nr. 9. 
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Hâufungspunkt in R besitzt. Wir gebrauchen das Wort kompakt stets 
im Sinne kompakt in sich ; sollte von der Kompaktheit in einem Raume R 
die Rede sein, so werden die Worte „in R** immer ausdrücklich hin- 
geschrieben. 

Wie leicht ersichtlich, ist eine abgeschlossene Punktmenge eines 
topologischen Raumes R kompakt, falls sie in R kompakt ist. 

Das extreme Gegenteil von kompakt ist divergent. Eine Punkt- 
menge A des Raumes R heiût divergent (in R), falls sie unendlich ist 
und keinen einzigen Hâufungspunkt in R besitzt. Das Wort divergent 
gebrauchen wir stets als Relativbegriff (d. h. in bezug auf einen Raum 
R idA) ; von Divergenz ,,in sich" hat es wenig Sinn zu sprechen, denn 
ein topologischer Raum ist nur dann divergent, wenn aile seine Punkte 
isoliert sind. 

Satz I. Ein metrisierbarer Raum ist dann und nur dann kompakt, 
wenn in ihm jede Punktfolge eine konvergente Teilfolge enthàlt, 

Denn aus unserer Bedingung folgt, daB auch jede unendliche Pimkt- 
menge eine konvergente Folge von lauter verschiedenen Punkten ent- 
hâlt, also einen Hâufungspunkt besitzt. M. a.W. : die Kompaktheit 
folgt aus unserer Bedingung. Ist umgekehrt R ein kompakter Raum, 
« 1 ,^ 2 ,...,^^,... eine Punktfolge in R, so sind zwei Fâlle zu unter- 
scheiden, je nachdem es in eine aus lauter verschiedenen Punkten 
bestehende Teilfolge gibt oder nicht. Im ersten Falle hat die un- 
endliche V\m\iimenge einen Hâufungspunkt a, und es lâBt sich 
aus {a^^ eine gegen a konvergierende Folge wâhlen ; da diese eine Teil- 
folge der ursprünglich gegebenen Folge {a J ist, ist unsere Bedingung 
erfüllt. Im zweiten Falle gibt es in {aj^} eine aus lauter zusammen- 
fallenden Punkten bestehende unendliche Teilfolge, und diese ist offen- 
bar konvergent. 

Définition. Ein kompakter metrischer Raum heiBt ein Kompak- 
tum 

2. Für jeden kompakten T^-Raum^ gelten die folgenden beiden Sâtze : 

Satz II (Durchschnittssatz von Cantor). Jede abnehmende Folge 

( 1 ) 

nichtleerer abgeschlossener Mengen hat einen nichtleeren Durchschnitt. 

Satz III (Schwacher Überdeckungssatz von Heine-Borel). 
Jede abzàhlbare offene Überdeckung eines kompakten Raumes R enthàlt^ 
eine endliche Überdeckung [desselben Raumes). 

Beweis von II. Wenn es miter den nur endlich-viele verschie- 
dene Mengen gibt, so sind aile von einer gewissen k an untereinander, 
also auch mit IIF^^ identisch, so daB HF^ nicht leer ist. 


^ Gelegentlich gebrauchen wir das Wort Kompaktum auch für metrisierbare 
kompakte Râume. 

2 Kap. I. § 4. Nr. 1. 3 Kap. I, § 2, Nr. 13. 
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Gibt es unter den Fj^ unendlich-viele paarweise verschiedene Men- 
gen, so dürfen wir annehmen (Übergang zu einer Teilfolge!), daB aile 
untereinander verschieden sind. Man bezeichne dann mit «j. einen zu 

~ ^k+l gehôrenden Punkt; die unendliche Menge A der so ge- 
wonnenen Punkte «j,, k = l , 2 , . . besitzt einen Hâufimgspunkt p\ 
dieser ist bei jedem k Hâufungspunkt der zu jFj, gehôrenden Menge 
Ak = («J,, • • .)> gehôrt somit selbst zu Fj, w. z. b. w. 

Beweis von III. Es sei R — S Gf., Gj, offen. Die Mengen 

Fjc = R — {Gi + • ‘ + Gk) 

sind abgeschlossen, bilden eine abnehmende Folge und haben einen 
leeren Durchschnitt. Nach Satz II ist also für ein gewisses k die Menge Fj^ 
leer, d. h. G^ + • • • + = -K. w. z. b. w. 

Aufgabe. Der Leser beweise die Umkehrungen der Sâtze II und III: gilt 
im Tj-Raum R der Satz II oder der Satz III, so ist R kompakt. 

3. Bikompakte Râume. Heine-Borel-Lebesguescher Satz. Défini- 
tion. Ein topologischer Raum heifit bikompakt, wenn jede seiner offenen 
Üherdeckungen eine endliche Üherdeckung enthàlt^, 

Aufgabe 1. U sei eine Basis des topologischcn Raumes R. Die folgende Be- 
dingung sei erfüllt: Jede Überdeckung von R, die ans gewissen Elementen von U be- 
steht, enthâlt eine endliche Überdeckung. Der Leser beweise, daB R bikompakt ist. 

Aufgabe 2. Der I.cser beweise: Das topologische Produkt zweier bikompakter 
Râume ist bikompakt. 

Beispiel eines kompakten, aber nicht bikompakten topo- 
logischen Raumes. Die Punkte des Raumes R seien die Ordnungs- 
zahlen der ersten und der zweiten Cantorschen Zahlklasse. Eine Folge 
^1,^2,...,^^^,... von Ordnungszahlen konvergiert gegen die Ordnungs- 
zahl a, wenn a die kleinste unter allen Ordnungszahlen a ist, die bei 
jedem k der Ungleichung Uj^ genügen. SchlieBlich heiBt a Berüh- 
rungspunkt einer Menge M von Ordnungszahlen, falls es in M eine gegen 
a konvergierende Folge gibt. 

Aufgabe 3. Der Leser beweise, daB der soeben konstruierte 
Konvergenzraum ein Umgebungsraum, und zwar ein Hausdorffscher 
Raum ist, und daB er kompakt, aber nicht bikompakt ist. Der Leser 
beweise schlieBlich, daB dieser Raum sich zu einem bikompakten Haus- 
dorffschen Raum erweitern lâBt, wenn man ihm einen neuen Punkt 
hinzufügt, und diesen als Berührungspunkt einer jcden Menge erklârt, 
in der beliebig groBe Ordnungszahlen (zweiter Zahlklasse) vorkommen. 

Satz IV. Jede abgeschlossene Punktmenge F eines bikompakten 
Raumes R ist (als Relativraum betrachtet) bikompakt. 

Beweis. Da jede in F offene Menge Durchschnitt einer in R offenen 
Menge mit der Menge F ist, genügt es, folgendes zu beweisen: 

Satz IV'. Jede offene Überdeckung von F in R enthàlt eine endliche 
Überdeckung^. 


1 Kap. I, § 2, Nr. 13. 
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Beweis des Satzes IV'. Es sei U = {U} eine offene Überdeckung 
von F in R, Wir bezeichnen mit U' die aus allen Elementen von U 
und der offenen Menge Uq = R — F bestehende offene Überdeckung 
von R. Die Überdeckung U' enthâlt eine endliche Überdeckung U" 
von R. Wir betrachten diejenigen unter den Elementen von U", die 
Punkte von F enthalten; unter diesen Elementen kommt das Elé- 
ment Uq gewiB nicht vor; somit bilden die soeben gewâhlten Elemente 
von U" eine in U enthaltene endliche Überdeckung von F, womit 
Satz IV' bewiesen ist. 

Satz V. Fin kompakter topologischer Raum mit abzàhlbarer Basis 
ist bikompakt, 

Beweis. Der Satz folgt aus dem Überdeckungssatz von Kap. I, 
§ 7, Nr. 1, und aus dem Satz III. 

Satz VI (Heine-Borel-Lebesguescher Satz). J edes Kompaktum 
ist bikompakt. 

Nach dem Satz V folgt Satz VI aus 

Satz VIL J edes Kompaktum besitzt eine abzàhlbare Basis. 

Der Beweis des Satzes VII beruht auf der Konstruktion der so- 
genannten ^-Netze: 

4. f-Netze. Urysohnscher Metrisationssatz. Définition. Eine 
endliche Punktmenge N des metrischen . Raumes R heiBt^ ein e-Netz, 
N(e) von R, wenn jeder Punkt von R weniger als um e von N ent- 
fernt ist. 

Hilfssatz I. Ist in einer unendlichen Punktmenge A eines metri- 
schen Raumes R die Entfernung je zweier Punkte grofier als ein festes 
positives e, so ist die Punktmenge A divergent. 

Denn die 6:/2-Umgebung eines beliebigen Punktes von R kann 
hôchstens einen Punkt von A enthalten ; kein Punkt von R ist folglich 
Hâufungspunkt von A. 

Hilfssatz II. Ein kompakter metrischer Raum R enthàlt bei jedem 
fi > 0 ein e-Netz. 

Beweis des Hilfssatzes II. Es enthalte R bei einem festen fi 
kein fi-Netz. Nach Hilfssatz I genügt es zu zeigen, daB in R eine un- 
endliche Punktmenge hegt, deren Punkte paarweise eine Entfernung 

fi haben. Es sei nun ein beliebiger Punkt von R. Wir nehmen an, 
die paarweise voneinander mindestens um fi entfernten Punkte 
seien bereits konstruiert. Da sie nach Voraussetzung kein fi-Netz von R 
bilden, gibt es mindestens einen Punkt der von allen Punkten 

, . . . , eine Entfernung ^ fi hat. Auf diese Weise wird schritt- 
weise eine unendliche Menge ^ = (a^, ag, . . . , . . .) konstruiert, 

deren Punkte paarweise eine Entfernung fi haben, die also divergent ist. 

Beweis von Satz VII. Es sei jetzt ein i/m-Netz des Kom- 
paktums R. Die hôchstens abzàhlbare Menge N = ist in R dicht 


1 Nach Hausdorff. 
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(weil jeder Punkt von R eine Entfernung ^\jin von also die Ent- 
fernung Nul! von N hat) ; R hat also nach Kap. I, § 7, Satz IV, eine ab- 
zàhlbare Basis. 

Der Satz VII, folglich auch der Satz VI ist hiermit bewiesen. 

Da jeder metrisierbare Rauin normal ist (Kap. I, §6, SatzI), wàh- 
rend nach dem soeben Bewiesenen jeder kompakte metrisierbare Raum 
eine abzâhlbare Basis besitzt, sind die Normalitât und die Existenz 
einer abzâhlbaren Basis jedenfalls notwendig für die Metrisierbarkeit 
eines kompakten topologischen Raumes. Andererseits ist nach Kap. I, 
§ 8, jeder normale Raum mit abzâhlbarer Basis metrisierbar. 

Somit gilt folgendes grundlegende Résultat: 

Satz VIII (Urysohnscher Metrisationssatz). Ein kompakter 
topologischer Raum ist dann und nur dann metrisierbar, wenn er normal 
ist und eine abzâhlbare Basis besitzt. 

Beispiele nicht-Hausdorffscher bikompakter Râume erhâlt man 
durch Anwendung der Konstruktion von Kap. I, §1, Nr. 1, 3°, auf 
einen Hausdorffschen (insbesondere einen metrisierbaren) bikompakten 
Raum (z. B. auf eine abgeschlossene Strecke, eine Kreislinie, eine Kugel- 
flâche usw.). Als Beispiel eines normalen aber nicht metrisierbaren 
bikompakten Raumes kann der Raum von Kap. I, § 1, Nr. 4, 5°, dienen. 

5. Spezialfall der Eukiidischen Râume. Da jede nicht beschrânkte 
Punktmenge eines metrischen Raumes eine unendliche Teilmenge ent- 
hâlt, deren Punkte paarweise eine Entfernung ^ 1 haben^, so ist jede 
in einem metrischen Raume kompakte Punktmenge notwendig beschrànkt. 

Insbesondere hat jedes Kompaktum einen endlichen Durchmesser 
(dies folgt übrigens direkt aus dem Hilfssatz II von Nr. 4). 

Nun lehrt der Bolzano-WeierstraBsche Satz (den wir übrigens im 
§4, Nr. 2, beweisen werden), daB jede beschrânkte Punktmenge eines 
R^ im R” kompakt ist. Wir haben andererseits gesehen, daB nur 
beschrânkte Punktmengen im R" (der ja ein metrischer Raum ist) 
kompakt sein kônnen. Das Résultat ist, daB im R” die beschrànkten 
Punktmengen mit den im R” kompakten identisch sind. 

Eine beschrânkte abgeschlossene Punktmenge eines R^ ist ein Kom- 
paktum, also nach Satz VI sogar bikompakt. Andererseits ist jedes 
Kompaktum des R" beschrànkt und abgeschlossen. Das heiBt: die be- 
schrànkten abgeschlossenen Punktmengen des R" sind mit den im R" 
liegenden Kompakten und den im R^ liegenden bikompakten topologischen 
Ràumen identisch. 

Bemerkung. Eine beschrânkte, abgeschlossene Punktmenge des Hilbert- 
schen Raumes braucht kein Kompaktum zu sein; ja, sie kann sogar divergent 

1 Beweis. Man wâhle in M einen Punkt sind die paarweise voneinander 
mindestens um l entfemten Punkte a^, . . ., bereits konstruiert, so gibt es 
einen Punkt von M, der von den Punkten a^, . . ., eine Entfernung ^ l 

hat (denn sonst wâre M beschrànkt). Die Punktmenge «g» • • •> • • • ist 
die gesuchte. 
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sein. Beispiel: die Menge A der Punkte deren Koordinaten sàmtlich Null 
sind mit der Ausnahme einer einzigen, der k-ten, die den Wert 1 hat. Die Menge A 
ist beschrânkt (vom Durchmesser ^ 2 ) \ sie ist divergent, denn je zwei ihrer Punkte 
haben die Entfernung ^2 voneinander. 

6. Hausdorffsche bikompakte Râume. Ihre Normalitàt. 

Satz IX. Jeder Hausdorffsche bikompakte Raum ist normal. 

Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, daB vermôge der 
Sàtze V und IX dem Urysohnschen Metrisationssatz die folgenden For- 
men gegeben werden kônnen: 

Satz VI ir. Ein kompakter topologischer Raum ist dann und nur 
dann metrisierbar, wenn er ein Hausdorffscher Raum mit abzàhlbarer 
Basis ist. 

Satz VIII". Ein kompakter Hausdorffscher Raum ist dann und nur 
dann metrisierbar, wenn er eine abzàhlbare Basis besitzt. 

Beweis des Satzes IX. Es seien F und F zwei disjunkte ab- 
geschlossene Punktmengen des bikompakten Hausdorffschen Raumes R. 
Wir wàhlen zuerst einen bestimmten Punkt ^ von F; zu jedem Punkt 
XdF existiert ein Paar disjunkter Umgebungen U^{x) und Î7^(|) 
von X bzw. ^ . Man lasse den Punkt x die ganze Menge F durchlaufen, 
wâhrend ^ festbleibt. Die U^{x) bedecken ganz F, und diese Uber- 
deckung enthâlt nach Satz IV' eine endliche Überdeckung der Menge F. 
Es sei 


{U, {X, u^(x,)} 

8 

diese endliche Überdeckung. Die offenen Mengen Gt=^Ui{Xi) und 
= J J Uxi(^) sind disjunkt, denn es ist 

i-l 

G» • A i^i) fl Ux, (I) {X,) ■ U,, = 0 . 


i— 1 


i- 1 


Wir lassen jetzt den Punkt ^ die Menge F durchlaufen. Die 
liefern dabei eine Überdeckung von F, die wiederum eine endliche 

Überdeckung, bestehend aus den Mengen F^^, enthâlt. Wir 

^ 8 

setzen schlieÛlich C7(F) und U{F) Es ist F c U if) , 

1 1 

und da bei jedem i wir F c Gs. hatten, ist auch F cz U(F) ; die 
offenen Mengen U (F) und U (F) sind also tatsâchlich Umgebungen 
von F bzw. F. Diese Umgebungen sind disjunkt, denn es ist 


Ü(F) . U{F) JJg. a, •/7An) . G,, 0, 

w. Z. b. w. 


7. Hausdorffsche bikompakte Râume. H^Abgeschlossenheit. Vor- 
bemerkung über Erweiterung von Ràumen. Wir sagen, daB der topo- 
logische Raum R vom topologischen Raum R' umfafit wird (oder. 
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daB R sich in R' topologisch einhetten lâût), wenn R einer Punktmenge 
von R' homôomorph ist. Wir nennen einen Hausdorffschen Raum 
H-abgeschlossen, falls dieser Raum in jedem ihn umfassenden Haus- 
dorffschen Raum abgeschlossen ist (d. h. wenn er nur auf abgeschlossene 
Punktmengen anderer Hausdorffscher Râume topologisch abgebildet 
werden kann)^. 

Satz X. Fine notwendige und hinreichende Bedingung für die 
H-Abgeschlossenheit eines Hausdorffschen Raumes R lauiet: 

Aus jeder offenen Überdeckung U = {G} von R lassen sich endlich- 
viele Elemente G^, . . . , G, wàhlen, so dafi 


ist. 


Gi -f- • • • + G, — R 


Beweis. Es sei zuerst R ein Hausdorffscher Raum, der der 
soeben formulierten Bedingung nicht genügt. Wir konstruieren einen 
Hausdorffschen Raum R -f der R als nicht abgeschlossene 
Punktmenge umfaût. Den Raum R -f- | konstruieren wir als Um- 
gebungsraum. Zum Zwecke dieser Konstruktion bemerken wir, daB 
es nach unserer Voraussetzung eine unendliche Überdeckung U = {G} 

von R gibt von der Eigenschaft, daB bei jeder Wahl der end- 

8 _ 

lich-vielen Elemente Gj, . . von U die offene Menge R — 

1 

nicht leer ist. Wir ergânzen nun die Menge aller Punkte von R durch 
einen neuen willkürlichen Gegenstand i und führen in die so gewonnene 
Menge iî + das folgende Umgebungssystem ein. Die absoluten Um- 
gebungen der Punkte von R bleiben Umgebungen dieser Punkte. Der 
neu hinzugenommene Punkt i bekommt als Umgebungen die Mengen 


u(i) = i + 




wobei Gi, G, beliebige Elemente von U in endlicher Anzahl sind. 
Dieses Umgebungssystem genügt offenbar den Bedingungen A — C von 
Kap. I, § 2, Nr. 8, Satz IX. Der Raum R + ^ ist also ein topologi- 
scher Raum, welcher den Raum R umfaBt; die U(i) sind ferner offen 
im Raume R + I- Um zu zeigen, daB R + i das Hausdorffsche Tren- 
nungsaxiom erfüUt, genügt es, ein Punktepaar p , ^ zn betrachten, wo- 
bei P irgendein Punkt von R ist. Wenn wir aber als U(p) irgendein den 


^ Man kônnte in analoger Weise auch die r- bzw. die w-Abgeschlossenheit 
der regulâren bzw. der normalen Râume als Abgeschlossenheit in jedem um- 
fassenden regulâren bzw. normalen Raume definieren. Dagegen hat es keinen 
Sinn von Abgeschlossenheit in umfassenden topologischcn bzw. T^-Raumen zu 
sprechen, denn wie die in § 1, Nr. 1, unter 3° angeführte Konstruktion lehrt, ist 
ein topologischer Raum nur dann in jedem umfassenden Tj^-Raume abgeschlossen, 
wenn er endlich ist. Ein Raum ist schlieÛlich dann und nur dann in jedem um- 
fassenden topologischen Raume abgeschlossen, wenn er leer ist (d. h. keinen ein- 
zigen Punkt enthâlt). 
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Punkt P enthaltendes Elément G der Überdeckung U wâhlen, so ist 

U{è)=^è+{R-U(P)) 

eine zu U(p) fremde Umgebung von Somit ist R + ^ ein Haus- 
dorffscher Raum. Da in diesem Raum jede Umgebung von | Punkte 
enthâlt, die von i verschieden sind, ist | Berührungspunkt von 
iî c jR + I, Der Raum R ist also nicht abgeschlossen in R + und 
die eine Hâlfte des Satzes X ist bewiesen. 

Wir beweisen jetzt die zweite Hâlfte des Satzes. Wir beweisen 
mit anderen Worten, daB ein Hausdorffscher Raum R, der der Be- 
dingung des Satzes X genügt, iî-abgeschlossen ist. 

Es sei R' ein den Raum R umfassender Hausdorffscher Raum; die 
dem Raume R homôomorphe Punktmenge von R' bezeichnen wir mit A 
und wâhlen irgendeinen Punkt ici R' — A, Wir haben zu zeigen, 
daB I kein Berührungspunkt von A sein kann. Dazu genügt der Nach- 
weis, dafi A in A ^ abgeschlossen ist. Diesen Nachweis führen wir 
wie folgt. Jedem Punkte p von A lassen wir eine absolute Umgebung 
U (p) (im Raume /I + | c: R') entsprechen, deren abgeschlossene HüUe 
den Punkt f nicht enthâlt. Da R', also auch ^ f , ein Hausdorff- 
scher Raum ist, ist das immer môglich^. Die Mengen U(p) sind in -4 
offen; ihre abgeschlossenen Hüllen in A und in A ^ fallen zusammen. 
Da dem System aller U ip) mittels der zwischen A und R bestehenden 
Homôomorphie eine offene Überdeckung in R entspricht, lâBt sich auf 
Grund unserer Voraussetzung aus diesem System ein etwa aus Up^y 
. . ., Up^ bestehendes endliches Teilsystem wâhlen, so daB 


8 



ist. Da jeder Summand dieser Summe in ^4 + f abgeschlossen ist, ist 
auch die Summe selbst, d. h. die Menge A y in A è abgeschlossen, 
w. z. b. w. 

Aus dem Satz X und der Définition der bikompakten Râume folgt 
ohne weiteres: 

Satz XL Jeder bikompakte Hausdorfjsche Raum ist H -abgeschlossen. 

Der Satz XI lâBt sich nicht umkehren: es gibt R-abgeschlossene 
nicht bikompakte Hausdorffsche Râume (z. B. der in Kap. I, §1, Nr. 6 
sub 1 ° definierte Raum). Solche Râume sind notwendig irregulâr, denn 
es gilt 

Satz XII. Jeder H -abgeschlossene regulare Raum ist bikompakt, 

Beweis: Es sei @ = {G} eine offene Überdeckung des R-abgeschlos- 
senen regulâren Raumes R. Zu jedem Punkt p von R wâhlen wir 
eine diesen Punkt enthaltende Menge G^Up) des Systems @. In 


^ Es genügt, zwei disjunkte Umgebungen U(p) und U(^) zu wâhlen; dann 
ist Ü(p) zu f fremd. 
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der Umgebung U(p) wâhlen wir eine absolute Umgebung V(p) mit 
V(p) CI U(p). Eine solche existiert nach Kap. I, § 6, Satz IV. Die 
V(p) bilden eine offene Überdeckung von R \ ans der /f-Abgeschlossen- 
heit von R folgt nach dem Satz X die Existenz von endlich-vielen 
V(p) - etwa . . ., V(p,) - mit F(^,) + • • • + V(^) = R. Die 

entsprechenden U{p) bilden eine in ® enthaltene endliche Überdeckung 
von R, Da @ eine beliebige offene Überdeckung von R war, ist die 
Bikompaktheit von R und mit ihr der Satz XII bewiesen. 

Angesichts der Tatsache, daü jeder normale Raum regulâr ist, 
kônnen die in den Sâtzen IX, XI und XII bewiesenen Tatsachen in 
die Form eines jeden der drei Sâtze XIII^, XIIÜ XIII gebracht 
werden: 

Satz XIII^. Ein Hausdorffscher Raum ist dann und nur dann bikom- 
pakt, wenn er normal und H-abgeschlossen ist. 

Satz XIII Fur regulàre (also erst recht für normale) Ràume 
fàllt die H-Abgeschlossenheit mit der Bikompaktheit zusammen. 

Satz XIII. Die jolgenden jünf Raumtypen f allen zusammen: die 
Hausdorffschen bikompakten, die regulàren bikompakten, die normalen 
bikompakten, die regulàren H-abgeschlossenen, die normalen H-abgescklos- 
senen Ràume. 

Bemerkungen. 1°, Es làBt sich zeigen, daB jeder normale Raum, der 
M-abgeschlossen (d. h. in jedem umfassenden normalen Raume abgeschlossen 
ist), bikompakt ist. 2°. Es gibt bikompakte normale Ràume, die nicht vollstàndig 
normal sind (vgl. Kap. I, § 6, Nr. 4). Auf diese Fragen kommen wir im zwei- 
ten Bande zurück. 

Aufgabe. Jede geordnete Menge lâBt sich als Hausdorffscher Raum auf- 
fassen: es genügt als Umgebung eines Eléments ein beliebiges, dieses Elément 
enthaltendes offenes Intervall der geordneten Menge zu erklàren. Der I.eser 
beweise, daB dieser Raum dann und nur dann bikompakt ist, wenn der Ordnungs- 
typus der geordneten Menge lückenlos ist und ein erstes und ein letztes Elément 
enthàlt. (Vgl, wegen der Terminologie Hausdorff, Mengenlehre, Kap. III). Der 
Raum von § 1, Nr. 4, 5°, ist topologisch nichts anderes als eine nach dem Typus 
i + 2A + 1 geordnete Menge; A ist dabei der Ordnungstypus der Zahlengerade. 

8. Im Kleinen bikompakte und im Kleinen kompakte Ràume. 

Es gibt Hausdorffsche Ràume, die durch Hinzufügung eines einzigen 
neuen Punktes | in bikompakte Hausdorffsche Ràume übergehen: so 
geht die Gerade durch Hinzufügung eines einzigen (,,unendlich-fernen*') 
Punktes in eine geschlossene Kurve (die projektive Gerade), die Ebene 
in die GauBsche Sphàre der Funktiorientheorie, überhaupt der R^ in 
eine w-dimensionale sphàrische Mannigfaltigkeit (einen mit der S” 
homôomorphen topologischen Raum) über. Wir stellen uns in dieser 
Nummer die Aufgabe, aile Hausdorffschen Ràume zu charakterisieren, 
die durch Hinzufügung eines einzigen Punktes zu bikompakten bzw. 
kompakten Ràumen ergànzt werden kônnen. Diese Aufgabe wird durch 
die Einführung der im Kleinen bikompakten bzw. im Kleinen kom- 
pakten Ràume gelôst. 
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Définition. Der topologische Raum R heifit hikompakt (bzw. kom- 
pakt) %m Punkte a, wenn es eine Umgebung dieses Punktes gibt, der en 
abgeschlossene Hülle (als Relativraum betrachtet) bikompakt (bzw. kom- 
pakt) ist, Wenn ein Raum in jedem seiner Punkte bikompakt (bzw. kom- 
pakt) ist, so heijit er imKleinen bikompakt (bzw. im Kleinen kompakt). 

Satz XIV. Jeder im Kleinen bikompakte (bzw. kompakte) Haus- 
dorffsche Raum und nur ein solcher Raum geht durch Hinzufügung eines 
einzigen Punktes | in einen bikompakten (bzw. kompakten) Hausdorjf- 
schen Raum R ^ über, Im Folle der im Kleinen bikompakten Ràume 
ist dabei die Hinzufügung des Punktes | nur auf eine Weise môglich: die 
topologische Zuordnung des Hausdorffschen bikompakten Raumes iî + | 
ist durch die topologische Zuordnung des Raumes R eindeutig bestimmt. 

Wir beginnen den Beweis des Satzes XIV damit, daB wir zwei 
Erweiterungsmôglichkeiten eines beliebigen Ti-Raumes R untersuchen : 
die starke und die schwache Erweiterung. In beiden Fâllen handelt es 
sich um Hinzufügung eines einzigen Punktes der Unterschied be- 
steht in der Erklârung der topologischen Zuordnung im erweiterten 
Raume R + I • Dabei kommt es nur auf die Erklârung der abgeschlos- 
senen Hülle einer Menge M c: R an, denn für M | wird beide Male 

M - (M”- ^ 


gesetzt. Wenn wir für M c: R mit die abgeschlossene Hülle in R, 
mit M die abgeschlossene Hülle in R + ^ bezeichnen, so lautet die 
Vorschrift für M in beiden Fâllen folgendermaBen : 

M = M^y falls (als Relativraum von 
R betrachtet) bikompakt ist, 

M = ^ ini entgegengesetzten Fallc. 


starke Erweiterung: 


schwache Erweiterung: 


M — M^y falls M (als Relativraum von R 
betrachtet) kompakt ist, 

M ~ + (^ im entgegengesetzten Falle. 


R ist dabei ein beliebiger Fi-Raum. Man überzeugt sich unmittelbar, 
daB R + I sowohl im Falle der starken, als auch im Falle der schwa- 
chen Erweiterung die Axiome I, IF, III der r^-Ràume erfüllt. Die 
abgeschlossenen Mengen in R + | sind im Falle der starken (bzw. der 
schwaehen) Erweiterung die folgenden: 

1) die bikompakten (bzw. die kompakten) abgeschlossenen Mengen 
von R; 

2) die Mengen ^ wobei in R abgeschlossen ist. 

Dementsprechend sind die folgenden und nur die folgenden Punkt 

mengen in R + ^ offen: 

1) die Mengen U (i) = (R + |) — R, wobei F eine bikompakte 
(bzw. kompakte) abgeschlossene Menge von R ist; 

2) die in R offenen Mengen. 



94 


II. Kompakte R&ume. 


Wir beweisen jetzt: Im F aile der starken Erweiierung ist R + ^ 
hikompakt, im Folle der schwachen Erweiierung ist R + ^ kompakt. 

Es sei zuerst iî + I die starke Erweiterung von R. ® = {G} sei 
eine beliebige offene Überdeckung von iî + |; wir wâhlen in ihr ein 

3 Dann ist {R = F a R bikompakt. Folglich gibt 

es unter den G endlich-viele, etwa Gj, . . .,G,, welche F bedecken 
(denn die G • F bilden ja eine offene Überdeckung des bikompakten 
Raumes F). Dann ist Gj, Gg, . . G, eine endliche Überdeckung von 

R + l. 

Es sei jetzt R + ^ die schwache Erweiterung von R, Wir be- 
trachten irgendeine unendliche Punktmenge M œ. R. Besitzt M einen 
Hâufungspunkt in R, so ist dieser auch ein Hâufungspunkt von M in 
R + Besitzt M keinen Hâufungspunkt in R, so ist M in keiner 
kompakten abgeschlossenen Punktmenge F cz R enthalten, somit ist 
bei jeder Wahl von U(^) die Menge U{^) ' M nicht leer, und | Hâu- 
fungspunkt von M in R 

Berner kung. Wir haben u. a. bewiesen: Jeder 1\-Raum lafit sich 
durch Hinzufügung eines einzigen Punktes zu einem bikompakten 1\- 
Raum erweitern. 

Jetzt beweisen wir: Die starke (bzw. die schwache) Erweiterung 
eines im Kleinen bikompakten (bzw. eines im Kleinen kompakten) 
Hausdorffschen Raumes ist ein Hausdorffscher Raum. Es genügt 
offenbar zu zeigen, daü man zu jedem Punkte p <z R zwei disjunkte 
Umgebungen U{p) und t/(|) von p bzw. | bestimmen kann. Solche 
Umgebungen erhâlt man aber, wenn man zuerst eine U{p) mit bikom- 
pakter (bzw. kompakter) abgeschlossener Hülle und dann U = {R 
— U {p) wâhlt. 

Es sei jetzt R ein Hausdorffscher Raum, von dem man weiB, daB 
er sich durch Hinzufügung eines Punktes | zu einem bikompakten 
(bzw. kompakten) Hausdorffschen Raum R -f I erweitern lâBt. Wir 
beweisen, daB R im Kleinen bikompakt (bzw. im Kleinen kompakt) 
ist. Es sei p ein beliebiger Punkt von R; U{p) und C7(^) seien dis- 
junkte Umgebungen von p und f. Dann ist U(J>) — Ü (p)^ bikompakt 
(bzw. kompakt), also R bikompakt (bzw. kompakt) in p. 

Bleibt übrig zu zeigen : Wenn R -j- ^ ein bikompakter Hausdorff- 
scher Raum ist, so ist er die starke Erweiterung des Raumes R. Da 
R -f- 1 ein Hausdorffscher, also erst recht ein Tj-Raum ist, so gilt 
für jedes M 3 | 

M = (M=lj -f 

Aus der R-Abgeschlossenheit der bikompakten Hausdorffschen Râume 
folgt ferner, daB für M c R im Falle eines bikompakten notwendig 
M — Af® ist, wâhrend im Falle eines nicht bikompakten iif® not- 
wendig M M® ist. Da andererseits nach der Définition eines Relativ- 
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raumes immer = M • R = M — also M 3 und M c + I 

ist, muB bei nicht bikompaktem stets M = + I sein. 

Der Satz XIV ist hiermit in allen seinen Teilen bewiesen. 

Aufgaben. 1. Der Beweis der Kompaktheit der schwachen Erweiterung 
i? + f kann unter Benutzung der Aufgabe von Nr. 2 in einer dem obigen 
Beweise der Bikompaktheit der starken Erweiterung analogen Weise geführt 
werden. Der Leser führe diesen Beweis durch. 

2. Der Leser zeige durch ein Beispiel, daB ein im Kleinen kompakter Haus- 
dorffscher Raum durch Hinzufügung eines Punktes im allgemeinen mehr als auf 
eine Weise zu einem kompakten Hausdorffschen Raume erweitert werden kann. 
Es soll auch gezeigt werden, daB ein im Kleinen bikompakter Raum (und zwar 
sogar die Zahlengerade) durch Hinzufügung eines Punktes auf verschiedene Weisen 
zu einem if-abgeschlossenen Hausdorffschen Raume erweitert werden kann. 

3. Der Leser beweise: 

a) Die im Kleinen bikompakten Hausdorffschen Râume sind mit den offenen 
Punktmengen Hausdorffscher bikompakter Râume identisch. 

b) Eine offene Punktmenge eines regulâren kompakten Raumes ist im Kleinen 
kompakt. 

§ 2. Stetige Abbildungen und Zerlegungen bikompakter 

Râume. 

1. Abbildungssâtze. Satz I. Ist der topologische Raum Y stetiges 
Büd des bikompakten topologischen Raumes X, so ist Y hikompakt. 

Beweis. Es sei ® — {F} eine offene Überdeckung von y= f{X), 
Wir setzen U = Die U bilden eine offene Überdeckung U 

von X] ddi X bikompakt ist, enthâlt U eine endliche Überdeckung 
U' = , C/J von X, Die entsprechenden — f{U^ , e = 1 , . . . , s, 

bilden eine in SS enthaltene endliche Überdeckung von Y, w. z. b. w. 

Définition. Eine stetige Abbildung des Raumes X in den Raum Y 
heiBt àbgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Punktmenge 
von X eine abgeschlosscne Punktmenge von Y ist^. 

Satz II. ]ede stetige Abbildung eines bikompakten topologischen 
Raumes in einen Hausdorffschen Raum ist abgeschlossen, 

Beweis. Es sei / eine stetige Abbildung des topologischen Rau- 
mes X in den Hausdorffschen Raum Y ; jede abgeschlossene Menge 
F CL X ist nach § 1 , Satz IV, bikompakt ; folglich ist / {F) nach Satz I 
bikompakt; als Punktmenge von Y ist f{F) nach § 1, Satz XI, abgeschlos- 
sen, w. Z. b. w. 

Satz III. Eine eineindeutige und in einer Richtung stetige Ab- 
bildung f eines bikompakten topologischen Raumes in einen Hausdorff- 
schen Raum ist eine Homôomorphie, 

Beweis. Aus der Abgeschlossenheit der Abbildung / von X auf 
f[X) =Y folgt, daB bei der Abbildung von Y auf X das Urbild 
jeder abgeschlossenen Punktmenge von X eine abgeschlossene Punkt- 
menge von Y ist, so daB /“^ stetig ist, also / und /"^ topologisch sind. 

1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 2, Bemerkung V. 
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Da jede bikompakte Punktmenge der Zahlengerade beschrânkt und 
abgeschlossen ist, also sowohl ihre obéré als auch ihre untere Grenze 
enthâlt, schlieBen wir aus Satz I auf folgende Verallgemeinerung des 
bekannten WeierstraBschen Satzes 

Satz IV. Jede in sàmtlichen Punkten eines bikompakten topologischen 
Raumes R definierte stetige reelle Funktion ist beschrânkt und erreicht in 
gewissen Punkten von R ihre obéré und ihre untere Grenze; sie besitzt 
also einen grôfiten und einen kleinsten Wert. 

2. Zerlegungsrâume^. Im Falle bikompakter Râume erhâlt die 
Théorie der Zerlegungsrâume einen harmonischen AbschluB. 

Satz V. Es sei 

(1) X==ZA 

eine Zerlegung des 1\-Raumes X (dessen Bikompaktheit nôch nicht 
vorausgesetzt wird). Ist der zu (1) gehôrende Zerlegungsraum Z bikom- 
pakt, so gibt es unter den zu (1) konjugierten Ràumen keinen von Z ver- 
schiedenen Hausdorjfschen Raum, 

Mit andcren Worten: Unter den Bedingungen des Satzes V gibt es 
entweder tiberhaupt keinen zu (1) konjugierten Hausdorffschen Kauni 
oder nur einen einzigen, und zwar den bikompakten Hausdorffschen 
Raum Z. 

Beweis. Ist Z ein zu (1) konjugierter Hausdorffscher Raum, so 
ist dieser Raum nach Kap. I, § 5, Satz II, eineindeutiges stetiges Bild 
des bikompakten Raumes Z, also nach Satz III mit Z homôomorph, 
folglich (da Z und Z aus denselben Punkten bestehen) mit Z identisch. 

Aus den Sâtzen I und II von Kap. I, § 5, und dem Satz V folgt 
ohne weiteres: 

Korollar. Unter den Bedingungen des Satzes V gibt es entweder über- 
haupt keine die Zerlegung (1) erzeugende stetige Abbildung von X auj 
einen Hausdorffschen Raum Y, oder jede solche Abbildung ist mit der 
Abbildung^ a = oc(x) von X auf Z àquivalent, Im letzteren Falle ist der 
Hausdorffsche Bildraum Y mit Z homôomorph, also bikompaki. 

Die Behauptung des Satzes V gilt jedenfalls, wenn X ein bikom- 
pakter 7\-Raum ist; denn dann ist Z als stetiges Bild von X bikom- 
pakt nach Satz I. Die Voraussetzung des Satzes V ist also erfüllt. 

Ist X bikompakt und (1) eine Hausdorffsche Zerlegung, so gibt es 
einen zu (1) konjugierten Hausdorffschen Raum, nâmlich den Zer- 
legungsraum Z; nach Satz V ist dies auch der einzige zu (1) kon- 
jugierte Hausdorffsche Raum. In diesem Falle gibt es also (bis auf 
Àquivalenz) auch nur eine einzige, die Zerlegung (1) erzeugende stetige 
Abbildung von X auf einen Hausdorffschen Raum, nâmlich die Ab- 
bildung a oc (x). 

^ Vgl. Kap. I, § 5 und § 6, Nr. 6, insbesondere auch die FuBnote 1 auf S. 61. 

2 Vgl. Kap. I, § 5, Formel (2) cjer Nr. 1. 
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Ferner gilt: 

Satz VI. Im F aile einer Hausdorffschen Zerlegung 

( 1 ) 

eines bikompakten Ti^Rauntes X stimmt der Zerlegungsraum Z mit dem 
schwachen Zerlegungsraum A üherein. 

Beweis, Wir haben gesehen (Kap. I, § 5, Nr. 5), daB für beliebige 
Zerlegungen beliebiger Tj-Raume jede in Z offene Menge auch in A 
offen ist. Bleibt übrig zu zeigen, daB unter den Voraussetzungen des 
Satzes VI jede in A offene Menge in Z offen ist. Dazu genügt wiederum 
der Nachweis, daB das Umgebungssystem Vi = {U{a)]y durch welches 
wir in Kap. I, § 5, Nr. 5, den Raum A definiert haben, ans lauter in Z 
offenen Mengen besteht. Es seien ein Punkt a^ und seine Umgebung 
U (ao) in A beliebig gegeben. Dann gibt es einc offene Menge Ga X 
mit G ZD Aq und A — oc (X — G) = U[a^, Die durch (1) erzeugte Ab- 
bildung a — oc (x) von X auf Z ist stetig, also, da X ein bikompakter 
und Z ein Hausdorffscher Raum ist, nach Satz II abgeschlossen, folg- 
lich oc(X — G) abgeschlossen in Z, also U(aQ) = A — oc (X — G) 
== Z — oc(X — G) offen in Z, w. z. b. w. 

Wir beweisen noch: 

Satz VII. Die stetigen Zerlegungen Hausdorffscher bikompakter 
Râume sind mit den Hausdorffschen Zerlegungen dieser Râume identisch. 

Beweis. Aus dem soeben bewiesenen Satz VI und dem Satz VI 
von Kap. I, § 5, folgt, daB jede Hausdorffsche Zerlegung stetig ist, 
d. h. es folgt die erste Hâlfte des Satzes VIL 

Um die zweite Hâlfte dieses Satzes zu beweisen, betrachten wir 
eine stetige Zerlegung 
(1) X^^A 

des Hausdorffschen bikompakten Raumes X. Es seien A^ und ^2 
Elemente von (1). Da X ein Hausdorffscher bikompakter, also ein 
normaler Raum ist, besitzen A^ und A^ zwei disjunkte Umgebungen 
U{A^ und U{A^. Unser Ziel ist, solche Umgebungen V[A^ c: U{A^) 
und V{A^ci:U{A^ zu finden, die Summen gewisser Elemente der 
Zerlegung (1) sind. 

Wir definieren V{Af)^ ^ = 1, 2, als die Summe der in U{A f) ent- 
haltenen Zerlegungselemente. Bleibt übrig zu zeigen, daB V {Af) offen 
ist. Es sei x ein beliebiger Punkt von V [A^) , A^dUiA^) das den 
Punkt X enthaltende Zerlegungselement. Aus der Stetigkeit der Zer- 
legung folgt die Existenz einer Umgebung V [A^ von der Eigenschaft: 
jedes Zerlegungselement, welches mit V{A^ gemeinsame Punkte hat, 
ist in U (Af) enthalten. Aus der Définition von V {A^ folgt somit: 
^ ^ • Also: X dV [A^ dV [Af) . Diese Inklusion bedeutet, 

daB der in V {Af) beliebig gewâhlte Punkt x innerer Punkt von V {Af) 
ist, w. Z. b. w. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 


7 
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Bemerkung^. Wôrtlich so, wie die zweite Hàlfte des Satzes VII 
beweist man: 

Eine stetige Zerlegung eines normalen Raumes ist normal. 

Wir fassen aile in dieser Nummer gewonnenen Resultate für den 
Spezialfall der bikompakten Hausdorffschen Râume nochmals zu- 
sammen : 

Satz VIII. Die stetigen Zerlegungen eines Hausdorffschen bikom- 
pakten Raumes X sind die einzigen Zerlegungen von X, die durch stetige 
Ahhildungen von X auf einen Hausdorffschen Raum Y erzeugt werden, 
Umgekehrt erzeugt jede stetige Zerlegung von X eine stetige Abbildung, 
die Abbildung oc{x) , auf den zur Zerlegung gehôrenden bikompakten Haus- 
dorffschen Zerlegungsraum. Jede stetige Abbildung von X auf einen 
Hausdorffschen Raum Y ist einer solchen durch eine stetige Zerlegung 
von X erzeugten Abbildung nc(x) àquivalent. 

Durch die Zerlegungsràume der stetigen Zerlegungen von X sind ins- 
besondere aile Hausdorffschen Bildràume von X erschôpft. 

Für eine stetige Zerlegung eines Hausdorffschen bikompakten Raumes 
stimmt der Zerlegungsraum Z mit dem schwachen Zerlegungsraum A über- 
ein, und es gibt keine anderen zu der Zerlegung konjugierten Hausdorff- 
schen Râume. 

3. Anwendung auf die Kompakten. Satz IX. Ist ein Hausdorff- 
scher Raum Y stetiges Bild eines Kompaktums X, so ist er selbst ein 
Kompaktum. 

Beweis. Da X wie jedes Kompaktum bikompakt ist, ist Y nach 
Satz I bikompakt. Bleibt übrig zu zeigen, daB Y eine abzâhlbare 
Basis besitzt. 

Es sei / eine stetige Abbildung von X auf Y ; die von / erzeugte 
Zerlegung von X sei 
(1) 

Nach dem Satz VIII darf Y als der schwache Zerlegungsraum von (1) 
betrachtet werden. Um die Existenz einer abzâhlbaren Basis in Y zu 
beweisen, betrachten wir eine abzâhlbare Basis 

(2) VL = {U„ 
von X; es seien 

(3) Gj, G 2 , . . . . . 

aile offenen Mengen von X, die als Summen von je endlich-vielen Men- 
gen Ui^ dargestellt werden kônnen, Unter Beachtung des Hausdorff- 
schen Gleichwertigkeitskriteriums und des in Kap. I, § 5, Nr. 5, ein- 
geführten Umgebungssystems des schwachen Zerlegungsraumes Y 
von (1) braucht nur gezeigt zu werden: Ist V eine beliebige Umgebung 

1 Diese Bemerkung und der obige Beweis des Satzes VII rtihren von Herrn 
A. Markoff her. 
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einer beliebigen abgeschlossenen Punktmenge A cz X, so gibt es eine 
Menge G„ aus (3), so daB ^ ^ ^ ^ ^ 

ist. Um eine solche Menge zu finden, schlieBe man jeden Punkt 
von A in eine der Basis (2) entnommene Umgebung Uj^cz G ein und 
wâhle in der so gewonnenen offenen Überdeckung von A eine endliche 
Überdeckung von A (was nach § 1, Satz IV' immer geht). Die Summe 
der Elemente dieser endlichen Überdeckung ist die gesuchte Menge G^, 
w. Z. b. w. 

Bemerkung. Es gibt Hausdorffsche Râume ohne abzâhlbare Basis, die 
stctige Bilder Hausdorffscher und sogar metrischer Râume mit abzàhlbarer Basis 
sind. So ist z. B. jeder aus abzâhlbar-vielen Punkten bestehende Hausdorffsche 
Raum auch dann ste tiges Bild cines (aus abzâhlbar-vielen isolierten Punkten 
bestehenden) metrischen Raumes mit abzàhlbarer Basis, wenn er selbst keine 
abzâhlbare Basis bcsitzt. Einen abzâhlbaren Hausdorffschen Raum ohne abzâhl- 
bare Basis hat Urysohn in Math. Ann. Bd. 94 S. 288 konstruiert. 

§ 3. Spezialfall der Kompakten. 

1. Direkte Beweise der metrischen Spezialfâlle der Abbildungs- 
sâtze von § 2, Nr. 1. Anwendungen auf Entfernungen. Da jeder 
kompakte metrisierbare Raum bikompakt, also if - abgeschlossen ist, 
ist insbesondere jedes als Punktmenge eines metrischen Raumes R défi- 
nierte Kompaktum F in R abgeschlossen. Dieser Satz lâBt sich in wenigen 
Worten direkt beweisen: denn wâre a ein nicht zu F gehôrender Hau- 
fungspunkt von F in R, {aj eine gegen a konvergierende Punktfolge 
in F, so würde {a J keine in F konvergente Teilfolge enthalten konnen. 

Ebenso leicht beweist man direkt folgenden Spezialfall des Satzes I 
des vorigen Paragraphen: 

Ist X ein Kompaktum, der metrische Raum Y Bild von X hei der 
stetigen Abbildung /, so ist auch Y ein Kompaktum. 

Beweis. Es sei {yj eine Punktfolge in Y, ein Originalpunkt 
von bei der Abbildung /. Die Folge enthàlt eine konvergente 
Teilfolge, die nach Kap. I, § Satz IX, in eine ebenfalls konvergente 
Teilfolge von (yj übergeht. Da {y^} eine beliebige Punktfolge von Y 
war, ist Y nach Satz I von § 1 kompakt. 

Aus dem soeben Bewiesenen folgt (ohne Zuhilfenahme der all- 
gemeinen Théorie von §§ 1 und 2), daB jede stetige Abbildung f eines 
Kompaktums X in einen metrischen Raum Y abgeschlossen ist. Denn 
jede abgeschlossene Punktmenge von X ist selbst ein Kompaktum, 
geht also bei / in ein Kompaktum, also in eine abgeschlossene Punkt- 
menge von Y über. 

Hieraus folgt, daB eine eineindeutige in einer Richtung stetige Ab- 
bildung eines Kompaktums X in einen metrischen Raum Y eine Homôo- 
morphie ist, Beweis: wôrtliche Wiederholung des Beweises von Satz III 
von § 2. 


7 
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Aus der Abgeschlossenheit der stetigen Abbildungen eines Kompak- 
tums folgt ferner unmittelbar, daB jede auf einem Kompaktum F défi- 
nierte stetige reelle Funktion heschrànkt ist und in gewissen Punkten von 
F ihren grofiten und ihren kleinsten Wert erreichi. 

Aufgabe. Der Leser verallgemeinere dieses Résultat auf Funktionen zweier 
Variablen. 

Anweisung. Entweder reductio ad absurdum (kann natürlich auch auf den 
Fall einer Variablen angewandt werden) oder Zurückführung auf Kap. I, § 3, Nr. 5 
und Aufgabe 2 von Kap. II, § 1, Nr. 3. 

Hieraus folgt ferner: 

Satz I. lü R ein metrischer Raum, F ein in R liegendes Kompak- 
tum, A eine beliebige Punktmenge von R, so gibt es Punkte xcz F mit 
q{x,A) = q(F,A). 

Denn q{x, A) ist (für x a F) eine in allen Punkten x des Kompak- 
tums F erklârte stetige Funktion mit der unteren Grenze q{F,A). 

Hieran schlieBt noch: 

Satz IL Sind F und A disjunkte abgeschlossene Punktmengen des 
metrischen Raumes R, und ist F kompakt, so ist q{F , A) > 0. 

Beweis. Da kein Punkt x von F zur abgeschlossenen Menge A 
gehôrt, ist für jedes x die Zabi q{x, A) positiv, woraus nach dem vorigen 
Satz die Behauptung folgt. 

Bemerkung. Ein Beispiel zweier disjunkter abgeschlossener Men- 
gen mit der Entfernung Null ist in der Euklidischen Ebene durch einen 
Hyperbelast und eine Asymptote der Hyperbel gegeben. Beide Mengen 
sind abgeschlossen (in der Ebene), keine ist kompakt. 

Satz^ III. In jedem Kompaktum F gibt es mindestens ein Punktepaar 
a, b von der Eigenschaft, dafi Q{a,b) = Ô{F) ist, (Dabei bedeutet à(F) 
den Durchmesser von F.) 

Beweis. Nach § 1, Nr. 5 ist ô(F) eine endliche Zabi. Wir wâhlen 

1 

für jedes n die Punkte a„ und h„ in F so, daB Q{a„, b„) > à{F) ~ ^ 

ist. Es sei {a„,} eine konvergente Teilfolge der Folge (a„} und eine 
konvergente Teilfolge von {&„,}. Für a = liinfl„. und è = lim6„,j gilt 

nach Kap. I, § 3. Satz VI: Q{a, b) = ô {F). 

2. Die Zabi t(U). Nochmals der Heine-Borel-Lebesguesche Satz. 
Ein stândiges Hilfsmittel bei verschiedenen topologischen Untersuchun- 
gen bildet der folgende Satz, der auch an sich eine wichtige Eigen- 
schaft der Kompakten darsteUt: 

Satz IV. Zu jeder offenen Überdeckung U des Kompaktums F gibt 
es eine Zahl t(11) = t > 0 mit folgender Eigenschaft: jede Punktmenge 
M c: F von einem Durchmesser <t liegt in mindestens einem Elément von U . 

Beweis. Eine Punktmenge Mc: F heiBe ,,zu groB“ (in bezug 
auf U), falls sie in keinem Elément G von U enthalten ist. Die untere 

1 Ist als Spezialfall in der obigen Aufgabe enthalten. 
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Grenze der Durchmesser der zu groBen Mengen bezeichnen wir mit r. 
Wir haben zu zeigen, daB r > 0 ist. 

Es sei {Mj eine Folge von zu groBen Mengen, deren Durchmesser 
gegen r konvergieren. In jedem wâhlen wir einen Punkt Nach- 
dem wir, wenn nôtig, die Folge {M^ durch eine Teilfolge ersetzt haben, 
dürfen wir annehmen, daB die Punkte gegen einen Punkt a konver- 
gieren. Dieser Punkt liegt in einem Elément G von U, hat also von 
R — G eine positive Entfernung 2d. Für aile hinreichend groBen k 
liegt in U(a, d) , so daB [da kein Mj^ in G, also erst recht in U{a,2d) 
liegen kann] für diese k der Durchmesser von Mj^ mindestens gleich d 
ist. Da dies für fast aile k gilt, ist r^dy w. z. b. w. 

Als leichten Zusatz zu diesem Satz kann man den Heine-Borel-Lebes- 
gueschen Satz erhalten: Jede ofjene Überdeckung U eines Kompak- 
tums F enthàlt eine endliche Überdeckung^, Denn ist N = {«j , . . . , a J ein 
r-Netz, T = ^ r (U) , von F, so bilden die U{a^y r) eine Überdeckung von 
F; nach der Définition von r gibt es zu jedem i, i = 1 , . . . , s, ein Elé- 
ment Gi von U mit Uicti, r) a G^] diese G^ bilden eine Überdeckung 
von F, w. z. b. w. 

Der Satz IV lâBt sich, wenn man statt von den Elementen G der 
offenen Überdeckung U von ihren Komplementen F — G = F spricht, 
so fassen: 

Satz IV'. Zu jedem System Ç abgeschlossener Mengen F des Kom- 
paktums F mit leerem Durchschnitt gibt es eine Zahl r = T (5) mit folgen- 
der Eigenschaft: jede Punktmenge M c: F von einem Durchmesser < r 
ist zu mindestens einem F fremd, 

Bemerkung. Durch Übergang zu den Komplementen erhàlt 
der Heine-Borel-Lebesguesche Satz die folgende ôfters nützliche Form: 

Liegt ein System g* == {F} von abgeschlossenen Mengen F eines Kom- 
paktums F vor, und ist der Durchschnitt aller dieser F leer^ so gibt es 
unter ihnen bereits endlich-viele^ die einen leeren Durchschnitt haben, 

3. Das Lebesguesche Lemma. Die Lebesguesche Zahl. 

Das Lebesguesche Lemma. 5 = System 

von endlich-vielen abgeschlossenen Punktmengen eines Kompaktums F. 
Dann gibt es eine Zahl u = > 0 (die Lebesguesche Zahl von Ç) 

mit der folgenden Eigenschaft: wenn eine Punktmenge M von F mit 
einem Durchmesser <ct mit gewissen unter den Mengen F^, etwa mit 

» • • • > » gemeinsame Punkte hat y so ist F,-^ • . . . • F,-^ 4= 0 . 

Beweis. Wenn F^ • . . . • F^ =4 0 ist, so ist der Satz trivial. Es 
gebe also Teilsysteme von z. B. g selbst, die einen leeren Durch- 
schnitt haben. Diese Teilsysteme nennen wir Système erster Art. 
Dagegen heiBe {F^^ , F^-^ , . . . , F^ J ein System zweiter Art , wenn 
Fil * * • • • • Pih 0 ist. Zu jedem System erster Art gibt es nach 

dem Satz IV' eine positive Konstante = r ; wir bezeichnen mit a die 

^ Dieser Satz besagt offenbar dasselbe wie der Satz VI von § 1 . 
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kieinste unter ihnen. En System {l-,, ?,.)• <)««■" stot- 

Uch mit einer Punktmengc M eines Durclunessers <a gemeinsame 

Punicte haben, kann dann kein System orstcr Art sein; es ist aho 
zweiter Art, d. h. seine Elemente haben niindestens oinen gcmeinsameii 
Punkt, w. Z, b. w. 

Der urspTÜngliche Beweis, den Lebesgue seinem Lcninid gogeben 
hât, ist zwâr indirekt, ist aber vielleicht noch kürzer. Man nehme 
an, es gâbe keine positive Zabi cr von der ini Wortlaut des Lem- 
mas behaupteten Eigenschaft. Dann gibt es zu jedem n,n = i, 

2, 3, ... in inf., ein Tcilsystem des Systems welches die folgen- 

den Eigenschaften besitzt: erstens haben die Elemente von 

leeren Durchschnitt, zweitens gibt es eine Punktmenge von 

einem Durchmesser < ^ , welche mit allen Elementcn von gemein- 
same Punkte hat. Da das endliche Mengensystem Ç endlich- 

viele verschiedene Teilsysteme hat, gibt es ein testes Tcilsystem 
5o = {Pi,, Pù, • • - , Pii} von 5, welches mit unendlich-vielen unter 
den identisch ist. Wâhlt man in jeder der cntsprechenden je 
einen Punkt und in der Punktfolge eine konvergente Teilfolge, 
so hat der Limespunkt a dieser Teilfolge die Eigenschaft, daü es in 
jeder beliebigen Nâhe von ihm Punkte einer jeden der Mengen 
Pit> • • Pik Somit gehôrt a zu • P;^ • . . . • was unmôg- 

lich ist, denn das Mengensystem 5o (welches eins der Çn hat nach 
Voraussetzung einen leeren Durchschnitt. 

Korollar^. Zwei nichtlcere, disjunkte abgeschlossene Mengen F' und F" des 
Kompaktums F haben voneinander eine positive Entfernung. 

Es sei in der Tat o die Lebesguesche Zabi des Mengen Systems F' , F", jede 
Punktmenge, insbesondere jedes Punktepaar, welches mit F' und F" gemein- 
same Punkte hat, muC einen Durchmesser a haben, d. h. die Entfernung zwischen 
einem Punkt von F' und einem Punkt von F" ist mindestens o, w. z. b. w. 

Aufgabe. Der Leser beweise dieses Korollar direkt (ohne das Lebesguesche 
Lemma und die Überlegungen von Nr. 1). 

4. GleichmâBige Stetigkeit stetiger Abbildungen von Kompak- 
ten. Es sei / eine Abbildung des metrischen Raumes X in den metri- 
schen Raum Y. Die Abbildung / heiCt gleichmàpig stetig, wenn es zu 
jedem £ > 0 ein (5 > 0 von der Eigenschaft gibt, daB aus der Unglei- 
chung q{x, x') <. à in X stets die Ungleichung Q{f{x), f{x')) < e folgt. 
Offenbar ist jede gleichmàOig stetige Abbildung auch schlechtweg 
stetig. Es gilt im Falle der stetigen Abbildungen der Kompakten 
auch die Umkehrung: 

Satz V. Jede stetige Abbildung eines Kompaktums P in einen metri- 
schen Raum Y ist gleichmà/Sig stetig. 

Beweis. Das e > 0 sei gegeben. Wir bestimmen für jeden Punkt x 
von F eine positive Zahl von der Eigenschaft, daB für jedes 


^ Dieses Korollar bildet einen Spezialfall des Satzes II. 
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;ï' c Uix, ô^) man Q(f{x), f(x')) < ± hat. Zu der aus aUen U(x, dj 

gebildeten offenen Überdeckung U von F bestimmen wir die Zabi 
t — T (U) gemaB des Satzes IV. Sind nun x’ und x" zwei voneinander 
weniger als um t entfernte Punkte von F, so gibt es einen Punkt x a F 
so, daB U{x, dj.) die beiden Punkte x' und x” enthâlt. Somit ist 

Q{Hx'),f(x")) i^Q{f(x'),f{x)) + Q{f{x),f(x")) <2^ = e, 
w. Z. b. w. 

5. e-Abbildungen. Définition. Eine stetige Abbildung eines me- 
trischen Raumes A' in einen metrischen Raum Y heiBt eine s-Abbildung, 
wenn die Originalmenge jedes Bildpunktes einen Durchmesser <e hat. 

Ist X kompakt, so kann man auch sagen: Die stetige Abbildung / 
von A in y ist eine e-Abbildung, wenn zwei Punkte x' und x" von A 
nur dann einen gemeinsamen Bildpunkt f(x') = f{x") haben kônnen, 
wenn q{x\ x") < e ist^. 

Es seien jetzt A und Y kompakte metrische Râume. Es gilt fol- 
gender 

Satz VI. Zu jeder e- Abbildung f des Kompaktums X in das Kom- 
paktum Y gibt es ein rj '> 0 derart, da/i für je zwei mindestens um e 
entfernte Punkte x' und x" von X immer Q{f(x')y f(x")) ist, 

Am einfachsten beweist man diesen Satz indirekt: Man nehme an, 
es gabe ein solches rj nicht. Dann kann man zu jedem ganzzahlig-posi- 
tiven k zwei Punkte x'j^ und x'{^ in A so wahlen, daB 
andererseits aber Q[t{x'^, f{x'l)) < 1/Æ ist. Nach einem evtl. Übergang 
zu Teilfolgen kann man annehmen, daB die Punkt folgen x'j^^ und x'f. 
konvergent sind, und zwar Wmx'j^ — x' und lim:^^|^' = x"' ist. Dann 
müBte aber wegen der Stetigkeit von / notwendig f{x') — f(x") sein, 
was unmôglich ist, denn es ist ja q{x\ x") ^ e, 

Wir beweisen jetzt^: 

Satz VIL Sind X und Y Kompakten, so ist die Menge Ce{X,Y) der 
e-Abbildungen von X in Y im Raume C{X,Y) offen, Zu diesem Zweck 
genügt es zu zeigen: Ist / eine e-Abbildung von A in Y, und un ter- 
scheidet sich /' von / [im Sinne der in C (A, Y) eingeführten Entfer- 
nungsdefinition] hinreichend wenig, so ist /' ebenfalls eine e-Abbildung. 
Wir definieren nun für / die Zabi 7] im Sinne des Satzes VI und setzen 
voraus, daB p(/, /') < rjjl ist. Es seien x^ und zwei Punkte von A, 
die mit tels /' auf denselben Punkt von Y abgebildet werden. Da 
y f i^)) <^/2 für jeden Punkt x von A, also insbesondere für 
X = x^ und X = X 2 ist, ist 

Q (/(%) . /(*2)) â Q {f(Xi) , /' (Afi)) + Q (/' (.r,) , /' (Xz)) 

+ Q (f' (%) » /(^z)) < Y + 2 ~ ^ ’ 


1 Vgl. Satz III. 


2 Wegen der Bezeichnungen siehe Kap. I, § 3, Nr. 3. 
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folglich muB q{Xi,X 2 ) <b sein. Hierdurch ist bewiesen, daB /' eine 
e-Abbildung ist, w. z. b. w. 

§ 4. Kompaktheit und Vollstândigkeit. 

1, Total-Beschrànktheit, Vollstândigkeit, Kompaktheit^. Ein 

metrischer Raum, der für ein bestimmtes £ > 0 ein e-Netz enthâlt, 
ist offenbar beschrânkt. Ein metrischer Raum, der bei jedem e 
ein e-Netz enthâlt, heiBt total-beschrànkt. Die Eigenschaft der Total- 
Beschrânktheit ist àquivalent damit, daB R bei jedem s als Summe 
endlich-vieler Teilmengen von einem Durchmesser < e dargestellt wer- 
den kann. Denn besitzt der Raum R die letztere Eigenschaft, und ist 
R = Ml + • ' • + Mg, wobei die Durchmesser der kleiner als e 
sind, so erhâlt man ein £-Netz wenn man in jedem je 

einen Punkt wâhlt. Ist umgekehrt ein £-Netz Ui, .... von R ge- 
geben, so ist i? = e) + • • • + C7(a^, £) , und die Durchmesser der 

U{ai,e) sindhôchstensgleich 2e. Da erst recht ^U{ai, e) ~ R ist, lafit 
ein total-beschrànkter Raum bei jedem e sowohl offene als auch ab- 
geschlossene endliche e-Überdeckungen zu. 

Eine Punktfolge 

( 1 ) « 1 , « 2 , . . . , . . . 

eines metrischen Raumes R heiBt eine Fundamentalfolge, wenn es zu 
jedem e > 0 ein kf, gibt von der Eigenschaft, daB für beliebige p ^ ke, 
9 ke 

ist. 

Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge. Denn für limaj^ == a 
ist Q[a^, a^ ^ a) + e(a, a^), also ist Q{a^y a^ beliebig klein, 
wenn p und q hinreichend groB sind. Ist umgekehrt jede Fundamental- 
folge des metrischen Raumes R konvergente so heifit R vollstàndig. 

Wir beweisen zuerst: 

Satz I. R ist dann und nur dann total-beschrànkte wenn jede seiner 
Punktfolgen eine Fundamentalfolge als Teilfolge enthâlt. 

Beweis. Bereits bei dem Beweise des Hilfssatzes II von § 1, Nr. 4, 
haben wir gesehen, daB ein nicht total-beschrânkter Raum eine un- 
endliche Punktfolge enthâlt, deren Elemente paarweise mehr als um 
ein testes e > 0 voneinander entfernt sind. Da eine solche Punktfolge 
gewiB keine Fundamentalfolge enthâlt, ist die eine Hâlfte des Satzes 
(das „dann'') bewiesen. Um die zweite Hâlfte des Satzes zu beweisen, 
haben wir zu zeigen, daB man in jeder Punktfolge (1) eines total-be- 
schrânkten Raumes eine Fundamentalfolge als Teilfolge wâhlen kann. 
Zu diesem Zweck beweisen wir zuerst folgenden 

1 Der Begriff der Vollstândigkeit rtihrt von Fréchet, der Begriff der Total- 
Beschrânktheit von Hausdorff her. Die Sâtze dieser Nummer sind von Haus- 


DORFF. 
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Hilfssatz. Jede Punktfolge (1) èines total-beschrânkten Raumes 
enthàlt bei jedem e eine Teilfolge von einem Durchmesser < e. 

Zum Beweise braucht man nur eine endliche e-Überdeckung U von 
R zu betrachten; mindestens ein Elément von U enthàlt eine unend- 
liche Teilfolge von (1), und diese hat dann einen Durchmesser de. 

Durch Anwendung dieses Hilfssatzes konstruieren wir der Reihe 
nach die Teilfolgen 


^Pi > > 

«î, > a, 
«r, 


Qi> 








von (1) so, daB jede dieser Folgen eine Teilfolge der vorangehenden ist 
und der Durchmesser der ersten <1, der zweiten <i, der Æ-ten kleiner 
als 1/Æ ist. Die Diagonalfolge 

deren Elemente wegen ^ <. . . . in (1) aile verschieden 

sind, ist eine in (1) enthaltene Fundamentalfolge. 

Beispiele. In einem Euklidischen Raume ist jede beschrânkte 
Menge total-beschrânkt (denn sie kann etwa in einen Würfel ein- 
geschlossen werden, den man nachher in beliebig kleine Würfel unter- 
teilt). Dagegen zeigt das in § 1, Nr. 5 (Bemerkung) angeführte Beispiel, 
daB es im Hilbertschen Raume beschrânkte Mengen gibt, die nicht 
total-beschrânkt sind. 

Wir wenden uns jetzt den vollstândigen metrischen Râumen zu. 
Das Bindeglied mit den bisherigen Ausführungen wird dabei durch den 
folgenden Satz gegeben: 

Satz IL Ein metrischer Raum ist dann und nur dann kompakt, 
wenn er vollstàndig und totaUheschrànkt ist. 

Beweis. DaB ein kompakter Raum vollstàndig ist, ist klar, denn 
eine Fundamentalfolge, die eine konvergente Teilfolge enthàlt, konver- 
giert selbst gegen den Limes dieser Teilfolge. DaB ein kompakter Raum 
total-beschrânkt ist, ist gerade der Inhalt des Hilfssatzes II von §1, 
Nr. 4. Bleibt übrig zu zeigen, daB ein voUstândiger total-beschrânk- 
ter Raum kompakt ist. Aus der Total-Beschrânktheit folgt aber, daB 
jede Folge eine Fundamentalfolge, also (wegen der Vollstândigkeit) eine 
konvergente Teilfolge enthàlt, w. z. b. w. 

Da eine abgeschlossene Punktmenge eines vollstândigen metrischen 
Raumes offenbar selbst ein voUstândiger metrischer Raum ist, kann 
man auch sagen: 

Satz ir. Eine abgeschlossene Menge eines vollstândigen Raumes ist 
dann und nur dann kompakt, wenn sie total-beschrânkt ist. 

AuBerdem : 

Satz II". Eine total-beschrànkte Menge eines vollstândigen Raumes R 
ist in diesem Raume kompakt. 
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2. Beispiele: Vollstandigkeit des Hilbertschen und der Euklidi- 
schen Ràume. Bolzano-WeierstraBscher Satz. Die wichtigsten Bei- 
spiele vollstândiger Râume sind die Euklidischen Râume und der Hil- 
bertsche Raum. Die Vollstandigkeit des eindimensionalen Euklidischen 
Raumes (der Zahlengeraden) ist als Cauchysches Konvergenzkrüerium für 
Folgen reeller Zahlen dem Leser aus den Elementen der Analysis be- 
kannt. 

Wir beweisen gleich die Vollstandigkeit des Hilbertschen Raumes; 
in diesem Beweis wird auch der Beweis für die mehrdimensionalen 
Euklidischen Ràume enthalten sein. 

Es sei 

( 2 ) Cl-l y (I2 ) • • • ) f • • • 

eine Fundamentalfolge des Hilbertschen Raumes, 

Da bei jedem k offenbar Q{a^^y a^) ^ \tl — ist, ist 4, 4» • • • ^ • • • 

eine Fundamentalfolge reeller Zahlen, folglich existiert ~ lim^- 
Wir zeigen, daû 

(3) a = ( 4 , • • • » • • •) 

ein Punkt des Hilbertschen Raumes und auBerdem a = lima^ ist. 
Beides ist erreicht, wenn gezeigt ist, daB man zu jedem e ein fie finden 
kann derart, daB für n> fie 

OÜ 

(4) 

ist. Denn ist die Formel (4) bewiesen, so ist wegen 


und 


= 2 : (4 - + 2'zmk - m 

k k k k 


k ' k k 


gewiB < 00 , und a ein Punkt des Hilbertschen Raumes. 

Des weiteren folgt aus (4), daB für n> ng 

Q(a, a„) < e 

ist, d. h. a„ gegen a konvergiert. 

Um (4) abzuleiten, wâhle man zunâchst tig so groB, daB für n> Ug 
und m> fig 

1 Diese Ungleichung (von Cauchy-Schwarz) ergibt sich leicht aus der in 
Kap. I, § 1, Nr. 12, bewiesenen Ungleichung 

- 4')* à '*) + 

wenn man ^ = /J, — 0 setzt und quadriert. 
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OO 

d. h. ^ Für jede natürliche Zabi h gilt dann erst recht 

'Zifü - tlY < eK 

somit nach einem Grenzübergang für w~>oo 

OO 

schlieBlich (Grenzübergang h -^oo) ^ w. z. b. w. 

jfc-i 

Bemerkung. Da im jede beschrànkte Menge total-beschrânkt 
ist, so folgt ans dem Satz H" angesichts der soeben bewiesenen Voll- 
stândigkeit des daB jede beschrànkte Pimktmenge eines Euklidischen 
Raumes in diesem Raume kompakt ist, d. h. es folgt der Bolzano-Weier- 
straBsche Satz. 

3. Vollstândigkeit des Raumes C{X, Y) der stetigen Abbildungen ^ 
eines Kompaktums X in ein Kompaktum V. Ein weiteres wichtiges 
Beispiel vollstândiger Raume ist durch die Raume C [X, Y) im Falle, 
daB X und Y Kompakten sind, gcgeben. 

Es sei 

( 5 ) /l » /2 » • • • I /a: > ♦ • • 

eine Fundamentalfolge in C(X, Y). Da für jeden Punkt x von X die 
Folge fi{x), f^{x) , , . , , fi^{x) y , , , eine Fundamentalfolge des kompak- 
ten Raumes Y ist, so konvergiert diese Folge für jedes x gegen einen 
Punkt / {x) von Y. Diese Konvergenz ist ferner gleichmâBig, denn für 
aile X ist bei jedem e und einem passend gewâhlten kg 

(6) Q(fpix), f^(x)) <e 

für p ^^kgy q^kg, Macht man bei beliebigem, aber festem x in (6) 
den Grenzübergang q oo, so wird 

(7) Q{fj,{x), f{x)) 

für beliebiges x œ X und p ^ kg, Hierin ist aber die gleichmâBige 
Konvergenz von fj^{x) gegen f{x) enthalten. Somit ist f(x) = \imf^{x) eine 
stetige Abbildung von X in Y, und (5) eine in Y gegen den Punkt / 
konvergierende Punktfolge in C (X, Y) , w. z. b. w. 

4. Eigenschaften vollstândiger Raume. Der Bairesche Dichtig- 
keitssatz. 

Satz III. In einem vollstàndigen Raume hat eine ahnehmende Folge 
abgeschlossener nichtleerer Mengen , , ,, deren Durch- 

messer gegen Null konvergieren, einen einzigen gemeinsamen Punkt, 
Beweis. Ist ein Punkt von Fj^, so ist ^^ 2 , . . . , 
Fundamentalfolge, limait = a ist in allen enthalten. Mehr 


1 Kap. I, § 3, Nr. 3- 
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als eïnen gemeinsamen Punkt kônnen die JFi, nicht enthalten wegen 
lim6(F*) = 0. 

Hieraus folgt: 

Satz IV. Ein vollstàndiger metrischer Raum R kann nicht als Summe 
einer hôchstens ahzàhlbaren Folge nirgendsdichter Teiltnengen von R dar- 
gestellt werden. 

Beweis. Es seien 

Ml, M^, . . ., Ml, . . . 

nirgendsdichte Punktmengen in i?. In jeder offenen Menge G a R gibt 
es folglich einen znMi fremden Punkt, also auch eine Umgebung dieses 
Punktes mit einer zu M^ fremden abgeschlossenen HüUe. Durch suk- 
zessive Anwendung dieser Bemerkung erhâlt man eine Folge 




von Umgebungen von der Eigenschaft, daB ^ der 

Durchmesser von U{pi) kleiner als ijk und Ü(pi) zu Mj, fremd ist. 
Nach Satz III gibt es einen zu allen Ü(Pi) gehôrenden Punkt, und dieser 
gehôrt zu keinem M^, also erst recht zu keinem w. z. b. w. 

Da man U{pi) in einer beliebigen offenen Menge von R wâhlen 
konnte, haben wir bewiesen, daB in jeder offenen Menge von R ein 
zu ’^Mi fremder Punkt liegt. Es gilt mit anderen Worten die ver- 
schârfte Behauptung; 

Satz V. Bairescher Dichtigkeitssatz. Sind M^M^,..., 
Ml, . . . hôchstens abzàhlbar-viele nirgendsdichte Punktmengen des voll- 
stàndigen metrischen Raumes R, so ist R — ^Mi dicht in R. 

Diesem Satz kann man eine etwas andere Form geben. 

Wir bemerken zuerst; wenn in einem topologischen Raum R eine 
offene Menge G dicht ist, so ist ihr Komplement F — R — G in R nirgends- 
dicht. Denn gâbe es in R eine offene Menge H, in der H • F dicht 
wâre, so müBte F als abgeschlossene Menge ganz H enthalten, G konnte 
also in R nicht dicht sein. 

Es seien jetzt Gj, . . . , G*, . . . hôchstens abzàhlbar-viele offene 
Mengen des vollstândigen metrischen Raumes R, von denen jede in R 
dicht ist. Dann ist Fi — R — Gi nirgendsdicht, also R — = IlGi 

dicht in R. Mit anderen Worten: 

Satz V'. Es sei R ein vollstàndiger metrischer Raum. Der Durch- 
schnitt von hôchstens abzàhlbar-vielen in R dichten offenen Mengen ist 
dicht in R. 

Bemerkung. Aus dem Baireschen Dichtigkeitssatz folgt, daB ein 
vollstàndiger metrischer Raum nur dann abzàhlbar sein kann, wenn 
es unter seinen Punkten solche gibt, die keine nirgendsdichte Teil- 
menge des Raumes bilden, die m. a.W. isoliert sind. Ein vollstàndiger 
abzàhlbarer Raum enthàlt notwendig isolierte Punkte. 
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Hieraus folgt z. B., daB die Menge der rationalen Punkte der Zahlen- 
gerade keinem vollstândigen Raum homôomorph sein kann. 

5 . ^ Der Bairesche Dichtigkeitssatz ist in vielen topologischen Unter- 
suchungen von Wichtigkeit. Insbesondere wurde er in den letzten 
Jahren mit Erfolg auf zahlreiche Existenzbeweise angewandt, und diese 
Anwendung batte ôfters überraschende Vereinfachungen der Beweise 
zur Folge. Es handelt sich dabei meistens um den Raum C{X,Y) der 
stetigen Abbildungen^ zweier Kompakten X und Y : Um zu zeigen, daB 
eine gewisse Klasse K von Abbildungen von X in Y nicht leer ist, be- 
trachtet man K als Punktmenge im Raume C (A, Y) . LàBt sich diese 
Punktmenge als Durchschnitt von in C {X, Y) dichten offenen Mengen 
darstellen, so ist sie nach dem Baireschen Dichtigkeitssatz gewiB 
nicht leer. ' 

Wir woUen hier ein Beispiel dieser Méthode angeben, welches wir 
spâter an wesentlicher Stelle brauchen werden (béim Beweise des sog. 
Menger-Nôbelingschen Einbettungssatzes, also bei Aufstellung einer Be- 
dingung, die notwendig und hinreichend ist für die Môglichkeit, ein 
gegebenes Kompaktum in einen R" topologisch abzubilden). 

Wir nehmen an: die Kompakten X und Y sind so beschaffen, 
dafi bei jedem s die offene^ Menge Ce{X,Y) der e-Abbildungen von 
X in Y in C {X, Y) dicht ist^. Insbesondere ist jede der offenen Mengen 

G,^C,{X,Y) 

le 

in C (X, Y) dicht. Da C (X, Y) vollstândig ist, so folgt daraus, daB auch 
der Durchschnitt T — IIG^. in C (X, Y) dicht ist. Dieser Durchschnitt 
besteht aber aus stetigen Abbildungen von X in Y, bei denen die 
Originalmenge eines jeden Punktes den Durchmesser NuU hat, also 
einpunktig ist. Die Menge TlGj^ besteht also aus eineindeutigen stetigen 
Abbildungen von X in Y ; solche Abbildungen sind nach § 3, Nr. 1, 
topologisch. Wir haben also nicht nur gezeigt, daB es unter unseren 
Voraussetzungen topologische Abbildungen von X in Y gibt, sondern 
auch, daB diese Abbildungen eine dichte Teilmenge des Raumes C (X, Y) 
bilden. Also : 

Satz VI (Satz von Hurewicz). Ist die Menge aller e-Abbildungen 
des kompakten metrischen Raumes X in den kompakten metrischen Raum Y 
bei jedem e dicht im Abbildungsraume C (X, Y) , so gibt es topologische Ab- 
bildungen von X in Y, und zwar gibt es zu jeder stetigen Abbildung f von 
X in Y und zu jedem (r>0 eine topologische Abbildung von X in Y 

1 Der Inhalt dieses Paragraphe!! kommt erst in Kap. IX, § 3, Nr. 7, zur 
Anwendung. 

2 Kap. I, § 3, Nr. 3. 

8 Nach § 3, Satz VII. 

^ Bei den Anwendungen, die wir im Auge haben, ist diese Voraussetzung 
erfüllt (vgl. Kap. IX, § 3, Nr. 7). 
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derart^ da^ für aile Punkte x 

e{f{x),tjx)) <a 

Diesen Satz wenden wir im Kap. IX an, um diejenigen Kompakten 
zu charakterisieren, die Punktmengen Euklidischer Râume homôo- 
morph sind. Es wird sich zeigen, daB dies diejenigen Kompakten sind, 
die in einem noch festzulegenden Sinne eine endliche Dimension haben. 

6. t-Verschiebungen, Die e-Abbildungen sind für uns noch von einem 
ganz anderen Standpunkt ans von Wichtigkeit : sie bilden das Bindeglied 
zwischen den allgemeinen Kompakten und den Euklidischen Kompakten, 
d. h. den beschrânkten abgeschlossenen Punktmengen eines Euklidi- 
schen Raumes. Um diese Beziehung zwischen den allgemeinen und den 
Euklidischen Kompakten herzustellen, wollen wir den Begriff einer 
£-Abbildung noch etwas spezialisieren. 

Définition. Es sei eine Punktmenge A des metrischen Raumes R und 
eine stetige Abbildung / von A in R gegeben. Die Abbildung / heiBt eine 
e-Verschiebung oder auch eine e-ÜberführMng der Menge A, falls bei 
jeder Wahl des Punktes x von A die Ungleichung Q{x,f(x)) <£ er- 
füUt ist. 

Man überzeugt sich leicht davon, daB eine £-Verschiebung einen 
Spezialfall einer 3 ^-Abbildung (im Falle der Kompakten sogar einer 
2 Abbildung) darstellt. 

Der Satz, um den es sich in dieser Nummer handelt, ist: 

Satz VIL Eine abgeschlossene Punktmenge A des Hilbertschen 
Raumes R°^ ist dann und nur dann kompakt, wenn sie bei jedem e > 0 
in eine beschrànkte abgeschlossene Punktmenge eines im R^ enthaltenen R'* 
e-übergeführt werden kann. 

Da jeder kompakte metrische Raum eine abzâhlbare Basis besitzt 
und folglich einer (abgeschlossenen) Punktmenge des R°^ homôomorph 
ist, stellt unser Satz eine Beziehung zwischen den allgemeinen Kom- 
pakten und den Euklidischen Kompakten her. 

Beweis. F cr R"^ sei kompakt, also total-beschrânkt. Wir wâhlen 
e > 0 und ein e-Netz in F 

N(e) = {« 1 , . . = {t{, 4 , . . 4 . • • •). î = 1, 2, .... s 

beliebig, und bestimmen n so groB, daB für aile i, \ ^i ^ s, 

00 

k^n \ 1 

ist. Wir bilden jetzt F auf eine Punktmenge F' des vermôge der Glei- 
chungen 4+i = 4+2 = • • • = 0 bestimmten Euklidischen Teilraumes R" 
des R°° durch Projektion, d. h. dadurch ab, daB wir jedem Punkt 
X = (4, 4. • • 4. • • •) vonFden Punkt x’ = ( 4 , 4 , . . ., 4 , 0, 0, 0, . . .) 

entsprechen lassen. Von der so gewonnenen Abbildung beweisen wir, 
daB sie eine 3fi-Verschiebung ist. Es sei = ( 4 , 4> • • • < 4» ■ • •) 
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iH 

beliebiger Punkt von F, ein von ihm um weniger als e entfernter 
Netzpunkt. Dann gilt: 

f k^n \ 1 

Q {«'i > x) = (4 — 4 )® ( 4 - ~ 4 )^ = Q («» ,x)<e. 

also (){x, x') i:£Q{x,a^ + eK.O + Q{K’ x') < 3e- 

Ist umgekehrt F nicht kompakt, also auch nicht total beschrânkt, 
so gibt es in F eine Punktfolge deren Elemente voneinander paar- 
weise mehr als um eine teste positive Zabi s entfernt sind. Wenn F' 

eine Menge ist, in die F durch eine e'-Verschiebung übergeht, £'< | , 

so haben die Bilder a\ der noch immer eine Entfernung â e — 2 e' > y 

voneinander, sie kônnen also in keiner beschrànkten Punktmenge eines 
enthalten sein. Unser Satz ist hiermit bewiesen. 

Korollar. Der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes ist 
kompakt, 

Denn er geht durch Projektion 

a : = [t^, t^, , . x' = {t^, 2 ^ 2 » ♦ • 0 , 0 , 0 ,...). 

also durch eine £^-Verschiebung lim 0, in einen gewôhnlichen n- 

W— VOO 

dimensionalen Quader über. 

Aus diesem Korollar und dem Urysohnschen Einbettungssatz^ folgt: 
Zusatz zum Urysohnschen Einbettungssatz. Jeder normale 
Raum mit abzàhlbarer Basis, also jeder metrische Raum mit abzâhl- 
barer dichter Punktmenge, ist einer Teilmenge eines Kompaktums 
homôomorph. 


§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen^. 

1. Topologische Konvergenz. Es gibt topologische und metrische 
Konvergenz von Mengenfolgen. Wir beginnen mit der ersten. 

Es seien 

(1) Ml, Mg, , , ,, Mj,, . . . 

Punktmengen eines topologischen Raumes R. Der Punkt p gehôrt 
definitionsgemâB zum oberen topologischen Limes àer Mengenfolge (1), 
wenn jede Umgebung von p mit unendlich-vielen Mengen Mj^ gemein- 
same Punkte hat. Den oberen topologischen Limes der Folge (1) be- 
zeichnen wir mit TtMj^\ dabei kann ItM^ leer sein. Hat jede U(p) mit 
fast allen Mj^ einen nichtleeren Durchschnitt, so gehôrt p zum unteren 


1 Kap. I, § 8. 

2 Der Inhalt dieses Paragraphe!! rührt im wesentlichen von Hausdorff her. 
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topologischen Limes It der Mengenfolge (1). Der Beweis des folgen- 
den Satzes darf dem Leser überlassen werden: 

Satz I. Sowohl it als atich Ij Mji sind abgeschlossene Mengen; 
es ist It ItM^. 

Im allgemeinen braucht nicht It M j = It Af j zu sein ; es sei in der Tat 


Afj. bei geradem k das Dreieck mit den Eckpunkten i + ^ j 

{2 — -^, ^ j , bei ungeradem k das Dreieck mit den Eckpunkten {^, — ^ j , 
^i, — 1 — , ^2 — ^ j . Dann besteht U Af^. aus allen Punkten 


der beiden Dreiecke (0; 0), (i; 1), (2; 0) und (0; 0), (1; —1), (2; 0), 
wâhrend ItMj. die Strecke [0; 2] der A;-Achse ist. 

Ist ïtMj^ = ItM^ = A, so heiBt die Mengenfolge {Afj.} topologisch 
konvergent, und die Menge A ist ihr topologischer Limes. Man schreibt 
dann: ItMj. = A. 

Aus den obigen Definitionen folgt ohne Weiteres: für jede abneh- 
mende Folge abgeschlossener Mengen Aj. eines topologischen Raumes 
R gilt 

ItA^ŒlJA^czltA^., 

also 

Satz IL Jede abnehmende Folge 3 ^ ^ ^ “ ahgeschlos- 

sener Punktmengen konvergiert topologisch gegen ihr en Durchschnitt, 

2. Metrische Konvergenz. Abweichung zweier Punktmengen^ 
voneinander, Der Raum % (JR) der abgeschlossenen Punktmengen 
eines metrischen Raumes. Der Begriff der metrischen Konvergenz 
beruht auf einem von Hausdorff eingeführten besonderen Entfernungs- 
begriff, den wir unter dem Namen Abweichung zweier Mengen für nicht- 
leere beschrànkte Punktmengen eines metrischen Raumes einführen. Die 
Abweichung (x{MyN) zweier Punktmengen ^ M und N des metrischen 
Raumes R ist die untere Grenze der den Bedingungen^ 


U{M,a)zDN, U{N,a)z^M 
gleichzeitig genügenden Zahlen oc, Offenbar ist stets: 


(2) 

oc{M,N) ^0, 

(3) 

oi{M,N) =(x{N,M), 

(4) 

a [M, M) = 0. 


Man beweist ferner leicht (und diesen Beweis soU der Leser selbst 
durchführen), daB für je drei Mengen M, M', M" 


(5) a{M,M') + oc (M\ M") ^ (M, M") 


1 Unter einer Punktmenge wird in dieser Nummer immer einé nichtleere 
beschrànkte Punktmenge (eines metrischen Raumes) verstanden. 

2 U(M, (x) ist die a-Umgebung von M, d. h. die Menge aller Punkte p mit 
qip, M) < oc. 
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gilt. Dagegen braucht aus a (M, iV) = 0 noch durchaus nicht zu folgen, 
daB M=^N ist: es genügt ja z. B. für M die Menge der rationalen, 
für N die der irrationalen Punkte der Zahlengerade zu wàhlen. Es gilt 
aber allgemein: 

(6) oc{M,N) = oc{M.N) 
und: 

Satz III. Es ist dann und nur dann oc{M, N) = 0, wenn M = N ist. 

Beweis. Es braucht nur gezeigt zu werden: wenn M einen 
Berührungspunkt p besitzt, der nicht Berührungspunkt von N ist, so 
ist oc{M, N) > 0. Dies folgt aber daraus, daB in unserem FaUe Q{p, N) 
= d> 0 ist, folglich M in keiner Umgebung U (iV, oc) mit oc d d hegen 
kann, also a{Mj N) ^d ist. 

Korollar. Sind die ahgeschlossenen Mengen M und N voneinander 
verschieden, so ist oc {M, N) "> 0. 

Nennt man zwei Punktmengen zueinander dicht, wenn sie dieselbe 
abgeschlossene Hülle haben, so zerfâUt die Gesamtheit der Punkt- 
mengen^ eines metrischen Raumes R in disjunkte Dichtigkeitsklassen, 
d. h. in Klassen von zueinander dichten Mengen. Zwei Mengen haben 
dann und nur dann eine von Nul! verschiedene Abweichung, wenn sie 
zu verschiedenen Dichtigkeitsklassen gehôren. Angesichts von (2) bis (6) 
kônnen die Dichtigkeitsklassen des metrischen Raumes R als Punkte 
eines metrischen Raumes aufgefaBt werden: man hat als Entfemung 
zwischen zwei Dichtigkeitsklassen die Abweichung eines beliebigen 
Elementes der einen von einem behebigen Elément der anderen Klasse 
zu betrachten. Da jede Dichtigkeitsklasse eine einzige abgeschlossene 
Menge — die gemeinsame abgeschlossene Hülle aller Mengen der 
Klasse — enthâlt, so ist der Raum der Dichtigkeitsklassen kongruent^ 
mit dem Raum %{R) der ahgeschlossenen Mengen von R, in welchem 
als Entfemung wiederum die Abweichung je zweier abgeschlossener 
Mengen erklârt wird. Somit kann man insbesondere auch von der 
Konvergenz von Dichtigkeitsklassen bzw. von ahgeschlossenen Mengen 
sprechen. Liegt eine Folge von irgendwelchen Punktmengen^ 

(1) M 2 , . . ., . . . 

des metrischen Raumes R vor, und konvergieren die Dichtigkeits- 
klassen SOÎjfc der Mengen gegen die Dichtigkeitsklasse 91 , so sagt man 
auch, daB (1) gegen die abgeschlossene Menge A der Dichtigkeitsklasse 91 
metrisch konvergiert, und schreibt 

(7) A — Im M^. 

Die Gleichheit (7) ist also mit der Gesamtheit der beiden folgenden 
Tatsachen gleichbedeutend : 

1 Vgl. Fuûnote 1 auf der vorigen Seite. 

^ Zwei allgemein -metrische Râume heiBen kongruent (oder isometrisch), wenn 
sie aufeinander eineindeutig und entfernungstreu abgebildet werden kônnen. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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1 . Es ist \im(x{A, Mj^) = 0. 

2. -4 4= 0 ist abgeschlossen. 

Da jede abgeschlossene Menge die grôBte Menge ihrer Dichtigkeits- 
Idasse ist, kann man die metrische Konvergenz von Punktmengen auch 
so definieren: es ist Im Mj^ = A, wenn lim^(.4, Mj^) = 0 ist, und wenn 
man in letzterer Bedingung die Menge A durch keine echte Obermenge 
von A ersetzen kann. 

3. Beziehungen zwischen topologischer und metrischer Konver- 
genz. 

Satz IV. Existiert so existiert auch ItM^ und ist mit 

ImMy. identisch, also nicht leer, 

Beweis. Es sei A Dann ist ohne weiteres klar, da6 

A CI ItMjf. ist. Wir beweisen, daB andererseits It A ist. Denn 

gâbe es einen nicht zu A gehorenden Punkt p von ItM^, so wàre 
(wegen der Abgeschlossenheit von A) die Entfernung Q(p,A) positiv. 
Da in beliebiger Nâhe von p Punkte von Mj^ mit beliebig groBem k 
liegen, kônnte nicht a(A,Mf^) gegen NuU konvergieren und A metri- 
scher Limes von Mj^ sein. 

Aus der Existenz eines nichtleeren topologischen Limes braucht die 
Existenz eines metrischen Limes nicht zu folgen: es bestehe Mj^ aus 
der Kontur des durch die vier Eckpunkte {0,—k), (0,^), (1,— Æ), 
(1 , k) bestimmten Rechtecks. Dann bilden die beiden Geraden x = 0, 
X = i den ItMj^, wâhrend ImMj^ nicht existiert. 

Wir bemerken noch: es folgt aus der metrischen Konvergenz der 
Folge {Mjt}, ImMj^ = A, dafi diese Folge dem Cauchy schen Konvergenz- 
kriterium genügt ; d. h. : man kann fur die metrisch konvergente Folge (M J 
zu jedem e > 0 ein n bestimmen, so daB oc [M^ , < e für aile i^ n, 

k> n ist. Dies ist in der Tat eine unmittelbare Konsequenz des Drei- 
ecksaxioms : oc (M^ , Mj^)^ oc {M^ , M) -f oc (M, M^) . Eine Art Umkehrung 
dieser Tatsache ist durch folgenden Satz gegeben: 

Satz V. Gilt für die Folge (1) das Cauchysche Konvergenzkriterium, 
so konvergiert die Folge topologisch. 

Beweis. Es sei A = ItM^y a ein Punkt von A, e eine willkür- 
liche positive Zahl, n so groB, daB für i ^n, k^n man oc (M^, Mj^) < ~ 
hat. Es existiert ein p>n so, daB g (a, M^) < -A ist, folghch ein 
Punkt a' von so, daB Q{a, a') < ist. Ist jetzt m eine beliebige 

ganze Zahl >n, so ist oc{M^y | , so daB es insbesondere einen 

Punkt a'^ von mit git>t. Da 

£ > 0 und m> n beliebig waren, ist a ein Punkt von It w. z. b. w. 

4. Es sei jetzt R kompakt. Dann làBt sich der Satz III umkehren : Exi- 
stiert (für nichtleere MJ die Menge ItM^^y so auch ImMj^, und es ist 
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ItMjç = ImM^ 0. Es sei in der Tat A = ltM^\ A ist nach dem Satz I 
abgeschlossen. A ist nicht leer; denn ist a^. ein beliebiger Punkt von 
so gehôrt der Limes jeder konvergenten Teilfolge der Folge {a J zu 
Tt Mjç = ItMjç, Wir nehmen an, daB A nicht der metrische Limes von 
(1) ist. Dann existiert ein e derart, daB für eine Teilfolge von 

(1) man oc (A, > e hat. Da It = It = A ist, kônnen wir 

die Teilfolge an Stelle der ganzen Folge (1) treten lassen. Es 

handelt sich also darum, das gleichzeitige Bestehen der Relationen 

( 8 ) 

(9) oc{A,M,) s 0 (für aile k — 1 , 2, ... in inf 

ad absurdum zu führen. 

Die Ungleichung (9) bedeutet, daB mindestens eine der beiden fol- 
genden Bedingungen erfüllt ist: 

1°. Es existiert ein Punkt pj^ von so daB A) > £ ist. 

2'^. Es existiert ein Punkt von A, so daB > e ist. 

Mindestens eine der beiden Bedingungen 1°, 2° ist für unendlich- 
viele k erfüllt. Wir diskutieren einzeln die beiden Fàlle. Dabei kann 
man (nach evtl. Übergang zu einer Teilfolge) in jedem der beiden Fâlle 
annehmen, daB die betref fende Ungleichung für aile k gilt, und (da R 
kompakt ist) daB die Folge (ÿj bzw. {aj gegen einen Punkt p bzw. 
a CL A konvergiert. Wâre die Bedingung l für aile k erfüllt, so müBte 
der Punkt p als lim^^ zu ItMj^y also zu A gehôren, wâhrend anderer- 
seits Q{p y A)'^£ ist. Wâre die Bedingung 2^ erfüllt, so wâre Q[ay A) 
^ e im Widerspruch zu a cl A, Wir sind in beiden Fàllen zu einem 
Widerspruch gekommen, und A —Im ist durch diesen Widerspruch 
bewiesen. 

Wir haben also das Résultat: 

Satz VI. In kompakten metrischen Ràumen stimmt die topologische 
Konvergenz von nichüeeren Punktmengen mit der metrischen überein: aus 
der Konvergenz im einen Sinne folgt die Konvergenz im anderen Sinne, 
und die Limesmengen sind identisch und nichtleer. Eine Folge nichtleerer 
Mengen ist dann und nur dann konvergenty wenn sie dem Cauchyschen 
Konvergenzkriterium genügt. 

5. Kompaktheit des Raumes der abgeschlossenen Mengen eines 
Kompaktums. 

Satz VIL In einem kompakten metrischen Raume R là fit sich aus 
jeder Folge nichtleerer Mengen eine konvergente Teilfolge wàhlen. 

Mit anderen Worten : Ist der metrische Raum R kompakt y so ist g {R) 
ebenfalls kompakt, 

Beweis^. Aus dem Satz VI folgt: Ist R ein Kompaktum, so ist 
5 (R) vollstândig. Nach § 4, Satz II, bleibt zu zeigen, daB %{R) total- 

* Dieser besonders einfache Beweis des Satzes VII wurde uns von Herrn 
CoHN-VossEN mitgeteilt. 
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beschrânkt ist. Dies ist aber erreicht, wenn gezeigt ist; Die Menge 
aller nichtleeren Teilmengen eines e-Netzes iV = {«i , . . . , a,} von R 
ist ein e-Netz von %{R). Diese letzte Behauptung kann auch so aus- 
gesprochen werden: Zu jeder abgeschlossenen Menge F c: R gibt es 
eine Teilmenge A c. N, so daû oc {F, A) <.e ist. Wir definieren nun A 
als die Menge aller Punkte mit Q(F,a^<.e. Offenbar ist 

Acz U {F, e). Da es zu jedem Punkt von R, also insbesondere zu jedem 
Punkt P von F ein a^cz N mit Q{p,a^<.E gibt, ist umgekehrt 
Fc. U{A, e) , also « (P", .4) < e, w. z. b. w. 

Bemerkung. Da auch die einzelnen Punkte eines Raumes zu seinen 
abgeschlossenen Mengen zâhlen, ist bei nichtkompaktem R auch %{R) 
nicht kompakt. Wir kônnen also sagen: ^(R) ist dann und nur dann 
kompakt, wenn R kompakt ist. 

§ 6. Zusammenhangsverhâltnisse in Kompakten. Die Kom- 
pakten als stetige Bilder des Cantorschen Diskontinuums. 

1. 6-Ketten, f-Verkettung, 0-Verkettung, f- bzw. 0-Komponenten. 

Wir beginnen mit einigen Definitionen, die sich auf beliebige metrische 
Râume beziehen. 

Es sei R ein metrischer Raum, e eine positive Zahl. Unter einer 
e-Kette in R versteht man eine endliche Folge von Punkten a^.a^, 
von R mit p(aj, < e, i — \ ,2,...,s — \ . Man sagt, daB die 
e-Kette > • • • > <*» die Punkte «j und a, verbindet, oder daB sie 

eine e-Kette zwischen und a, ist. Selbstverstândlich bildet jeder 
einzelne Punkt für sich eine e-Kette (und zwar bei jedem e), s = 1 . 

R heiBt e-verkettet, wenn je zwei seiner Punkte durch eine e-Kette 
verbunden werden konnen. Es ist klar, daB R e-verkettet ist, wenn aile 
seine Punkte mit einem festen Punkte durch e-Ketten verbindbar sind. 
Daraus folgt, daB die Menge Kg (p) aller Punkte von R, die sich mit dem 
Punkt P durch e-Ketten verbinden lassen, als Relativraum betrachtet, 
e-verkettet ist. Diese Menge ist ferner die grôBte e-verkettete Punkt- 
menge^ von R, welche den Punkt p enthâlt. Sie heiBt die s-Komponente 
von P in R. Wenn q ein Punkt von Kt{p) ist, so ist auch U{q, e)CiKi;(p), 
d. h. Ksip) ist offen. Wenn q ein Punkt von R — Ke(p) ist, so ist auch 
U{q, e) cz R — Kg(p),d.'h. R — Kk{P) ist offen. Kg (P) ist abgeschlossen. 
Somit ist sowohl Kg{p) als auch R — Ks{p) gleichzeitig abgeschlossen 
und offen. Daraus folgt, daB ein zusammenhângender metrischer Raum 
mit der e-Komponente jedes seiner Punkte zusammenfâllt, folglich 
e-verkettet ist, und zwar bei jedem e. 

Wenn bei einem festen e der Raum mehr als eine e-Komponente 
aufweist, so sind diese notwendig disjunkt; der Raum zerfâllt also in 
seine e-Komponenten. 

* Wir betonen : eine Punktmenge des metrischen Raumes R heiBt e-verkettet, 
wenn sie als metrischer Relativraum c-verkettet ist. 
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Ist R bei jedem e f-verkettet, so heiBt er 0-verkettet. Die Summe 
von beliebig vielen 0-verketteten Punktmengen^, die aile mindestens 
einen Punkt gemeinsam haben, ist offenbar ebenfalls 0-verkettet. Dar- 
aus folgt, daB jeder Punkt p von R in einer grôBten O-verketteten 
Punktmenge enthalten ist ; diese heiBt die 0-Komponente Xq (p) von p 
in R . Sie ist abgeschlossen, denn wenn man einer O-verketteten Punkt- 
menge eine beliebige, aus ihren Berührungspunkten bestehende Punkt- 
menge hinzufügt, entsteht offenbar wieder eine 0-verkettete Menge, 
Wir haben schon gesehen, daB jede zusammenhàngende Menge auch 
0-verkettet ist. Die Umkehrung dieser Behauptung trifft jedoch nicht 
zu, wie das Beispiel der Menge aller rationalen Punkte der Zahlen- 
gerade lehrt, die zwar 0-verkettet, aber nicht zusammenhângend ist. 

Satz I. Ein KompaktumF ist dann und nur dann zusammenhângend, 
wenn es 0-verkettet ist. 

Es genügt zu zeigen, daB ein 0-verketteter kompakter Raum zu- 
sammenhàngend ist, d. h. daB ein nicht zusammenhângender kompakter 
Raum auch nicht 0-verkettet ist. Ist aber F nicht zusammenhângend, 
so ist 

mit p (Fl , Eg) = (T > 0 . 

F ist also nicht cr-verkettet, w. z. b. w. 

Korollar. Die Komponenten K{p) eines Kompaktums stimmen mit 
seinen Q-Komponenten üherein. 

Denn einerseits ist K(p) c: K^(p) , andererseits ist aber (p) als 
abgeschlossene Menge eines Kompaktums selbst kompakt, und — da 
0-verkettet — nach Satz I zusammenhângend und somit in K(p) ent- 
halten. 

2. Die Mengen K' (p) . Die Menge der Punkte von F, die sich bei fedem 
e mit dem Punkt p durch e-Ketten verbinden lassen, bezeichnen wir mit 
K' (p) . Offenbar ist K' (p) der Durchschnitt aller Ke (p) oder auch 

K'(p) = nK,M. 

wobei die e„ eine beliebige Folge positiver Zahlen mit lime„ = 0 
bilden. Daraus folgt, dafi K' {p) abgeschlossen (als Durchschnitt 
abgeschlossener Mengen) ist. AuBerdem ist cz K' (j>) . Bei nicht 

kompaktem R braucht aber K' (p) nicht mit üCq ip) zusammen- 
zufallen ; man betrachte in der Tat die Peripherie C des Einheitskreises, 
r = 1 (Polarkoordinaten!) und auf jedem Radius ç) = 1/« die Menge 
der Punkte, durch die dieser Radius in n gleiche Teile geteilt wird. 
Den metrischen Raum R definieren wir als eine Punktmenge der 
Euklidischen Ebene, und zwar als Vereinigungsmenge der Menge C, 
des Mittelpunktes o von C und aller Mengen A^, n — \ , 2, . . . Ist ÿ 

1 Eine Punktmenge des metrischen Raumes R heiÛt 0-verkettet, wenn sie 
als metrischer Relativraum O-verkettet ist. 
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ein Punkt von C, so ist K(p) = — C, wâhrend K' (p) auBer den 

Punkten von C noch den Punkt o enthâlt. 

Satz IL In einem Kompaktum K ist K' (p) = K{p) = K^ip). 

Beweis. Da K' p) n K^p) n Kp) ist, genügt es, K'p)c:Kp), 
d. h. den Zusammenhang von K' p) zu beweisen. Da ferner bei lim£„ = 0, 
e«>«n+i. erstens Ke^p) ^ Ks„^^p), zweitens K’ p) = IJKs^p) ist, 
wobei die Ks^ «^-verkettete Mengen sind, folgt Satz II aus 

Satz IIL Es JFjl Z) Fg 13 • • • 3 3 . . . eine abnehmende Folge 

abgeschlossener Mengen des kompakten metrischen Raumes R. Ist bei 
lime^ = 0 die Menge e^-verkettet, so ist Fq ~ II F^ zusammen- 
hàngend, 

Beweis von Satz IIL 

Hilfssatz. Jede Umgebung U(Fq) von Fq = ÜF^ enthâlt fast 
aile F^. 

Gâbe es in der Tat eine Teilfolge F^^ mit F^^ — U[F^ 4" 0, so 
müBten die abgeschlossenen Mengen F^^^ — U (Fq) nach dem Cantor- 
schen Durchschnittssatz mindestens einen gemeinsamen Punkt a ent- 
halten; dieser, als gemeinsamer Punkt einer unendlichen Teilfolge der 
abnehmenden Folge F^, wâre auch in allen F^, d. h. in Fq enthalten, 
kônnte also nicht auBerhalb von U[F^ liegen. Der Hilfssatz ist hier- 
mit bewiesen. 

Wir nehmen an, daB Fq nicht zusammenhângend ist, daB es also 
eine Zerlegung Fq = Fj + F 2 von F^ in zwei nichtleere disjunkte ab- 
geschlossene Mengen gibt. Nach § 3 , Satz II, ist {>(Fi, F 2 ) = o* > 0. 
Wir setzen 


und wâhlennsogroB,daB€y^<y und F^^ c: U {F) ist; nach dem Hilfssatz 
ist das môglich. Da die Mengen F^ • ^F^ , yj und F^ • ^F 2 , yj nichtleer 
sind (sie enthalten ja F^ bzw. Fg) und voneinander mindestens um y 
entfernt sind, andererseits aber F^ — F^-U ^Fj , ^ j + F„ • Î7^F2 , yj ist, 
kann F^ nicht um so mehr nicht £^-verkettet sein, wodurch ein 

Widerspruch mit unseren Voraussetzungen erreicht ist. 

3. Kontinuen und diskontinuierliche Kompakten. Ein zusam- 
menhângendes mehrpunktiges Kompaktum heiBt ein Kontinuum; den 
extremen Gegensatz dazu bildet ein diskontinuierliches Kompaktum, 
d. h. ein solches, welches kein Kontinuum enthâlt. 

Bemerkung 1. Aus Satz III folgt sofort: Der Durchschnitt einer 
abnehmenden Folge von Kontinuen ist ein Kontinuum oder ein einzelner 
Punkt, 

Bemerkung IL Nach Kap. I, §2, Nr. 15, ist eine beschrânkte ab- 
geschlossene Punktmenge der Zahlengeraden dann und nur dann ein 
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diskontinuierliches Kompaktum, wenn sie kein Intervall enthàlt (oder 
auch, wenn sie nirgendsdicht ist). 

Satz IV. Jeder Punkt eines diskontinuierlichen Kompaktums F besitzt 
beliebig kleine Umgebungen, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daB es zu jedem Punkt pci F und 
zu jedem e > 0 ein solches 6 > 0 gibt, daB K,^{p) a U{py s) ist, denn 
dann bildet ja die gleichzeitig offene und abgeschlossene Menge Ks(p) 
eine Umgebung von p^ wie wir sie haben wollten. 

Wir nehmen nun an, es gâbe ein solches à nicht. Dann existiert zu 
jedem n ein Punkt a^c:F —U{p, e), welcher mit p durch eine 1/w-Kette 
verbunden werden kann. Wir dürfen offenbar annehmen (evtl. Über- 
gang zu einer Teilfolge!), daB die eine konvergente Folge bilden. 
Der Punkt a = lima^ lâBt sich sodann bei jedem e durch eine e-Kette 
mit P verbinden, er gehôrt also zur Komponente von p , welche somit 
— als zusammenhângende mehrpunktige abgeschlossene Menge eines 
Kompaktums — ein in F enthaltenes Kontinuum ist. 

Satz V. Ein diskontinuierliches Kompaktum F là/St sich bei jedem e 
in endlich-viele disjunkte abgeschlossene Mengen mit Durchmessern <.e 
zerlegen. 

Beweis. Wir wâhlen zuerst für jeden Punkt p von F eine U(p)y 
die gleichzeitig offen und abgeschlossen ist. Eine Anwendung des 
Heine-Borel-Lebesgueschen Satzes ergibt sodann eine aus endlich- 
vielen dieser U(p) bestehende Überdeckung 

U, 

von F, Wir setzen F^ — U^yF^ —Uj. — {U^ H + Uf^_^)yk — 2 , ..., s. 

Die sind disjunkt und bedecken den ganzen Raum F; da die U.^ 
gleichzeitig abgeschlossen und offen sind, gilt dasselbe auch von den Fj^, 
Somit ist E — Fj + • • • 4" Eg die gesuchte Zerlegung von F. 

4. Kompakten als stetige Bilder diskontinuierlicher Punktmengen. 
Satz VI. Jedes Kompaktum ist stetigeSy jedes diskontinuierliche Kom- 
paktum ist topologisches Bild einer nirgendsdichten abgeschlossenen he- 
schrànkten Punktmenge der Zahlengeraden. 

Die Beweise der beiden Behauptungen laufen parallel. Man erhàlt 
den Beweis der ersten (sich auf beliebige Kompakten beziehenden) Be- 
hauptung des Satzes, wenn man den Text in eckigen Klammern nicht 
liest. Es seicn: F ein [diskontinuierliches] Kompaktum, 

[disjunkte] abgeschlossene Mengen von einem Durchmesser <1, welche 
eine Überdeckung von F bilden. Wir nehmen an, daB für ein f estes 
k die [disjunkten] abgeschlossenen Mengen konstruiert sind, 

wobei in jeder Indexkombination {i^ . . . i/j) jedes h = \ , . , . , k , 
endlich-viele Werte, und zwar die Werte 1 , 2, . . ., . . ., ih-i) an- 

nimmt, jedes F ^ einen Durclimesser <1/^ hat und die Summe der 
Fi^.,.û ganze Raum F ist. 
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Wir stellen jede mehrpunktige Menge als Summe endlich- 

vieler [disjunkter] abgeschlossener Suramanden **+1 = 1. 

2 ,..., s îj) dar, von denen jeder einen Durchmesser < ^ 

hat ; ist . . . i, einpunktig, so sei s (t'i , . . . , **) = 1 und = F,-, . . . 

Wir nennen jetzt A die Menge aller Irrationalzahlen 


, 1 


■+-r- 
^ ^k + 


mit 1 < 4 â s (*i> • • • > h-i) > k = \ , 2, . . . in inf. 

Wir beweisen, daB die Menge J e ein Kompaktum ist. Da A 
ans IrrationalzdhlQn besteht, also kein Intervall enthalten kann, wird 
damit gezeigt, daB A eine nirgendsdichte beschrânkte abgcschlossene 
Punktmenge des ist. 

Es genügt zu zeigen, daB jede abzâhlbare Teilmenge M von A 
mindestens einen zu A gehôrenden Hâufungspunkt besitzt. 

Es seien i 

, .L 

(O ’ + , 1 h — \,2, . . . 


die Elemente von M. Da die Anzahl der verschiedencn Werte, die i\ 
annehmen kann, endlich ist, gibt es eine solche natürliche Zabi Zj , 
daB für unendlich-viele h gilt: i\ — r^. Es seien jetzt die natürlichen 


Zahlen r., 


bestimmt, daB es unter den Irrationalzahlen 


unendlich-viele gibt, deren Kettenbruchentwicklung (1) mit Zg, . . . , 
als den ersten Teilnennern beginnt. Die Menge dieser XJ^ nennen wir 
für einen Augenblick M^. Da die Anzahl der verschiedenen Werte, 
die annehmen kann, endlich ist, gibt es eine natürliche Zahl 
von der Eigenschaft, daB für unendlich-viele XJ^ c: ilfj. der {k -f l)-te Teil- 
nenner 4+i gleich ist. Es liegt also eine unendliche Menge Mj+j 
c: M^. a A von Irrationalzahlen vor, deren Kettenbruchentwicklung 
mit den Teilnennern ?'i, ^ 2 , • • • , ^t+i beginnt. 

Auf diese Weise wird für jedes k ein r*. bestimmt, so daB es in M 
unendlich-viele Irrationalzahlen gibt, deren Kettenbruchentwicklung 


mit Zj, rg, . . . 
Irrationalzahl 


beginnt. Unter diesen Bedingungen gehôrt aber die 


zu A, und sie ist ein Hâufungspunkt der Menge M. Die Kompaktheit 
von A ist also bewiesen. 
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Es sei jetzt 


(2) 


X — 


H 



• + 


1 

** + • . 


irgendein Punkt der Punktmenge A c: Wir betrachten die Mengen- 

folge 

( 3 ) 

im Kompaktum F. Nach dem Cantorschen Durchschnittssatz haben 
die Mengen (3) einen und wegen <. ijk nur einen gemein- 

samen Punkt. Diesen Punkt lassen wir dem Punkte (2) von A ent- 
sprechen und nennen ihn / (x) . Auf diese Weise entsteht eine eindeutige 
Abbildung / von A in F. Die Abbildung / ist eine Abbildung auf F, 
denn jeder Punkt von F gehôrt zu den Mengen mindestens einer Mengen- 
folge (3). [Ist F diskontinuierlich, so wurden die Mengen mit 

einem und demselben k als disjunkte Mengen gewâhlt; daraus folgt, 
daB in diesem Falle jeder Punkt von F zu den Mengen einer einzigen 
Folge (3) gehôrt, so daB die Abbildung / eine eineindeutige Abbildung 
von A auf F ist.] 

Die Abbildung / ist in jedem Punkt xcz A stetig [also im Falle 
eines diskontinuierlichen F nach § 3, Nr. 1, topologisch]. 

Denn ist x' c: A und |a: — %'] hinreichend klein, so stimmen bei 
beliebig vorgeschriebenem k die ersten k Teilnenner der Kettenbruch- 
entwicklungen von x und x' überein, was zur Folge hat, daB f{x) und 
f{x') in einem und demselben enthalten und also voneinander 

weniger als um ijk entfernt sind. 

Der Satz VI lâBt sich folgendermaBcn verschârfen: 

Satz Vr. Jedes Kompaktum ist stetiges Bild des Cantorschen Dis- 
kontinuums; jedes diskontinuierliche Kompaktum ist topologisches Bild 
einer Teilmenge des Cantorschen Diskontinuums ; jedes perjekte dis- 
kontinuierliche Kompaktum ist topologisches Bild des Cantorschen Dis- 
kontinuums. 

Der Satz VF folgt unmittelbar aus dem Satz VI und den folgenden 
drei Behauptungen ; 

1 Aile perfekten diskontinuierlichen Kompakten auf der Zahlen- 
gerade (d. h. aile beschrânkten perfekten nirgendsdichten linearen 
Mengen) sind untereinander, also insbesondere dem Cantorschen Dis- 
kontinuum, homôomorph. 

2°. Jede beschrânkte nirgendsdichte abgeschlossene Punktmenge 
F a ist: 

a) in einem perfekten diskontinuierlichen Kompaktum P cz ent- 
halten ; 

b) stetiges Bild eines perfekten diskontinuierlichen Kompaktums 
PczR\ 
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Beweisskizze von 1 Die Komplementârintervalle zu einer be- 
schrânkten perfekten nirgendsdichten linearen Punktmenge P, d. h. die 
Komponenten von — P, bilden eine auf der Geraden (von links 
nach rechts) geordnete abzâhlbare Menge. Jedes komplementàre Inter- 
vall ist ein offenes Intervall. Zwischen je zwei komplementâren Inter- 
vallen gibt es eines, also unendlich-viele komplementàre Intervalle 
(sonst gâbe es unter den Endpunkten der Intervalle isolierte Punkte 
von P). Hieraus folgt leicht, daB der Ordnungstypus der Menge der 
Komplementârintervalle zu P derjenige der Menge aller Rationalzahlen 
des abgeschlossenen Intervalls [0; 1] ist. Jeder Punkt der perfekten 
Menge P ist entweder Endpunkt eines komplementâren Intervalls oder 
er ist durch einen Dedekindschen Schnitt in der Menge der Komple- 
mentârintervalle eindeutig bestimmt. Hieraus folgt die Môglichkeit 
einer âhnlichen (d. h. einer eineindeutigen, die Ordnung erhaltenden) 
Abbildung je zweier beschrânkter perfekter nirgendsdichter linearer 
Punktmengen aufeinander. Eine solche Abbildung ist erst recht topo- 
logisch. 

Aufgabe. Der Beweis soll durchgeführt werden. 

Beweis von 2°. Es seien Jjc = ^k) beschrânkten Komple- 

mentârintervalle zu P. Wir bilden die Einheitsstrecke [0; 1] auf [aj^) 
proportional ab. Dadurch geht das Cantorsche Diskontinuum in eine 
perfekte nirgendsdichte Menge Pjc^ Jk dber. Die Menge 

P == A XPk ^ A 

ist offenbar ein perfektes diskontinuierliches Kompaktum cz R^. Sie 
lâBt sich auf A folgendermaBen stetig abbilden: man wâhle auf jedem Jj. 
einen Punkt Cj^c: Jj^— und setze für jeden Punkt x cz Pj^ 

f(x)==a^ Oder f(x) = b^, 

je nachdem x <, Cj^ oder x > ist; man setze schlieBlicli f[x) x für 
aile xc: A. 

Hiermit sind die Behauptungen 1 ° und 2^ und mit ihnen der Satz VF 
bewiesen. 

Aus dem Satz VP und § 2, Satz IX, folgt 

Satz VII. Unter allen Hausdorffschen Ràumen sind die Kompakten 
dadurch ausgezeichnet, daj3 sie stetige Bilder des Cantorschen Diskonti- 
nuums sind. 

Oder auch (nach § 2, Satz VIII) : 

Satz Vir. Die Kompakten sind (bis auf eine Homôomorphie) mit 
den Zerlegungsràumen der stetigen (der Hausdorffschen) Zerlegungen des 
Cantorschen Diskontinuums identisch. 

Aufgabe. Man beweise, daB die stetigen Zerlegungen eines Kom- 
paktums durch folgende Eigenschaft charakterisiert sind: der topo- 
logische Limes jeder konvergenten Folge von Zerlegungselementen ist 
in einem Zerlegungselement enthalten. 
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Anhang zum zweiten Kapitel. 

1. Induktive Eigenschaften. Brouwerscher Reduktionssatz. Eine 
Eigenschaft (£ von Kompakten heiBt nach Brouwer induktiv, wenn 
ans ihrer Gültigkeit für die Kompakten einer abnehmenden Folge 

EiZ)E2 3...=>F;fciD... 

ihre Gültigkeit für den Durchschnitt = II F folgt. 

Als Folgerung ans dem Baire-Hausdorffschen Satz und ans dem 
Cantorschen Durchschnittssatz beweisen wir in diesem Anhang folgendes 
Theorem : 

Brouwerscher Reduktionssatz. Jedes Kompaktum F, für dus 
eine gewisse feste induktive Eigenschaft 6 gilt, enthàlt mindestens eine 
kleinste abgeschlossene Menge F', für die die Eigenschaft E ebenfalls gilt^. 

Beweis. Wir setzen F^ = F, und nehmen an, daB die Mengen F^ 
für aile Ordnungszahlen ^ < oc bereits konstruiert sind, und zwar so, 
daB die Eigenschaft 6 für sie gilt. Wenn oc eine Ordnungszahl erster 
Art ist, so unterscheidet man zwei Fâlle: entweder ist F^_| eine kleinste 
Menge von der Eigenschaft (S — dann setzt man F^ —F^^i. Oder 
aber enthâlt F^_| eine echte abgeschlossene Teilmenge mit der Eigen- 
schaft (S — dann bezeichnet man mit F ^ eine solche Teilmenge. Wenn oc 
eine Ordnungszahl zweiter Art (eine Limeszahl) ist, so setzt man 
F^ = IIF^. Auf diese Weise definiert man F^ für jede Ordnungszahl oc 

(Î<(X 

der zweiten Zahlklasse. Aus dem Baire-Hausdorffschen Satze folgt, 
daB es ein oc gibt, für das F^ = F^^ i — • • • ist. F^ ist die gesuchte 
Menge F'. 

2. Existenzsatz für irreduzible Kontinuen. Um gleich ein Bei- 
spiel einer Anwendung des Brouwerschen Reduktionssatzes zu geben, 
betrachten wir für einen Augenblick die sog. irreduziblen Kontinuen, 
Ein Kontinuum K heiBt irreduzibel zwischen den Punkten a und b, 
wenn K diese Punkte enthalt, und wenn kein echtes Teilkontinuum 
von K die beiden Punkte a und b enthâlt. Nach § 6, Nr. 3 , Bemer- 
kung I, ist die Eigenschaft einer Punktmenge, ein die beiden Punkte a 
und b cnthaltendes Kontinuum zu sein, induktiv. Man schlieBt also 
vermôge des Brouwerschen Reduktionssatzes, daB jedes Kontinuum, 
welches zwei gegebene Punkte a und b zu seinen Punkten zàhlt, min- 
destens ein zwischen a und b irreduzibles Kontinuum enthàlt. 

Es kann durchaus vorkommen, daB ein Kontinuum K mehrere 
Teilkontinuen enthâlt, die zwischen zwei gegebenen Punkten irreduzibel 
sind: so enthâlt z. B. eine Kreislinie genau zwei irreduzible Kontinuen 
zwischen je zwei ihrer Punkte a und b — nâmlich die beiden Kreis- 
bôgen mit den Endpunkten a und b, Eine Kreisscheibe enthâlt zwischen 
je zwei ihrer Punkte unendlich-viele irreduziblen Kontinuen usw. 

^ ,, Kleinste" bedeutet, daB F' ihrerseits keine echte abgeschlossene Teilmenge 
enthâlt, für welche (£ gilt. 
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Die irreduziblgn Kontinuen sind hôchst intéressante Gebilde, die 
den AnlaB zu einer sehr ausgebildeten Théorie gegeben haben. Wie 
verschieden ihre Formen sein kônnen, sieht man bereits an folgenden 
einfachen Beispielen. 

1. Fine Strecke mit den Endpunkten a und b ist ein zwischen a 
und b irreduzibles Kontinuum. 

1 1 

2. Die Kurve y = sin ~ , 0 < mit der Grenzstrecke x ~ 0, 

^ ^ /I \ 

— '1 ^ y ^ 1 , ist irreduzibel zwischen dem Punkt a >0\ und einem 


beliebigen Punkt b der Grenzstrecke. 

3. Das Kontinuum K bestehe aus zwei konzentrischen Kreislinien C 
und C und einem in dem durch C und C begrenzten ebenen Kreis- 
ring verlaufenden offenen Kurvenbogen, der sich an C und C' spiral- 
artig anschmiegt. K ist irreduzibel zwischen jedem Punkt von C und 
jedem Punkt von C'. 

Durch eine Modifikation des letzten Beispiels kann man ein Kon- 
tinuum konstruieren, welches aus zwei konzentrischen Kugelflâchen 
und einem zwischen ihnen gelegenen offenen Kurvenbogen besteht, 
welcher jedem Punkt einer jeden der beiden Kugelflâchen beliebig nahe 
kommt. Dieses Kontinuum ist irreduzibel zwischen einem beliebigen 
Punkt der einen und einem beliebigen Punkt der anderen Kugelf lâche. 

Wegen weiterer Beispiele irreduzibler Kontinuen sei auf die in 
der Einleitung, § 3, angegebene Literatur hingewiesen. 


Zweiter Teil. 

Topologie der Komplexe. 

Drittes Kapitel. 

Polyeder und ihre Zellenzerlegungen. 

Der zweite Teil dieses Bandes ist der sogenannten kombinatorischen 
Topologie gewidmet. Es werden in ihm vor allem Polyeder^ und ihre 
Simplizialzerlegungeh^ untersucht. Dabei stellt sich das vorliegende 
Kapitel III auf einen im wesentlichen elementargeometrischen Stand- 
punkt, wâhrend in den folgenden Kapiteln der abstraktere Begriff eines 
allgemeinen Eckpunktbereiches^ zugrunde gelegt wird. 

Das Kapitel III hat in der Hauptsache die Aufgabe, die elementar- 
geometrischen Grundbegriffe der Lehre von den Zellenzerlegungen von 
Polyedern zusammenzufassen, die man spâter in den eigentlichen topo- 

^ Définition: § l, Nr. 4 und 5 . ^ Définition: § l, Nr. 2 und 5 . 

3 Définition: Kap. IV, § 1 , Nr. 1 . 
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logischen Untersuchungen (sowohl bei den Invarianzsâtzen als auch in 
der Théorie der stetigen Abbildungen, der Verschlingungen usw.) immer 
braucht. Somit schlieBt dieses Kapitel an den Anhang II an. Aber 
es unterscheidet sich wesentlich von diesem Anhang: wâhrend der An- 
hang II nichts als elementare bzw. analytische Geometrie bringt, steht 
an der Spitze der Ausführungen dieses Kapitels der Begriff des Kom- 
plexeSy der innerhalb der Topologie entstanden ist und der einen groBen 
Teil der Topologie beherrscht. Ein Ausblick am SchluB des Kapitels 
in die abstrakte Auffassung des Komplexbegriffes soll dem Leser diese 
Auffassung nâherbringen und den Übergang zum nâchsten Kapitel 
herstellen. 

§ 1. Zellenkomplexe. 

1. Konvexe Zellen. — 2. Zellenkomplexe. ~ 3- Isomorphie von Zellen- 
komplexen. — 4. K\ endliche und konvexe Polyeder. Trâger eines 

Punktes von K, — 5- Euklidische Komplexe. Euklidische Polyeder. 

— 6. Teilkomplexe und Teilpolycder. — 7. Sterne. — 8. Komplexe als 
diskrete Ràume. 

§ 2. Unterteilungen von Zellenkomplexen. 

1. Unterteilung einer konvexen Zelle. — 2. Unterteilung eines Zellen- 
komplexes. Zentralunterteilung. — 3. Baryzentrische Unterteilung. Jeder 
Komplex besitzt simpliziale Unterteilungen. — 4. Elementarzerlegung. 

— 5- Die Unterteilung i’’ AT* von — x''^ . — 6. Isomorphie von Komplexen 
und Homôomorphie von Polyedern. — 7. Ein Einbettungssatz. — 8. Würfel- 
und Simplizialzerlegungen des i?". Beliebig feine Simplizialzerlegungen von 
Polyedern. 

§ 3. Zellensysteme und Komplexe. Offene Teilmengen von Polyedern. 

1. Summen von Polyedern. — 2. Offene Teilmengen von Polyedern. — 
3. Noch ein Satz über Unterteilungen. 

§ 4. Baryzentrische Überdeckungen. Krumme Polyeder. Übergang zum abstrak- 
ten Standpunkt. 

1. Baryzentrische Sterne und baryzentrische Überdeckungen. — 2. Krumme 
Polyeder. Hauptvermutung der kombinatorischen Topologie. — 3- u. 4. Aus- 
blick auf die mengentheoretischen Anwendungen kombinatorischer Methoden. 

§ 1. Zellenkomplexe. 

1. Konvexe Zellen. Eine konvexe Zelle ist definitionsgemâB eine 
beschrânkte Menge des 2?", die sich als Durchschnitt endlich-vieler 
Halbrâume darstellen lâBt^. 

Zu jeder konvexen Zelle Q gibt es eine kleinste Zabi r von der 
Eigenschaft, daB Q in einer r-dimensionalen Ebene R' des i?” liegt; 

^ Durch eine (w- 1 )-dimensionale Ebene B wird der in zwei offene Halbrâume A 
und D zerlegt, wobei À — A B und î) = D -f B ist; jede der beiden abgeschlos- 
senen Mengen A und D heiBt schlechtweg ein //a/èraMm (des B**). Jeder Halbraum 
wird durch eine Ungleichung von der Form -f • • • + -f- a ^ 0 (die x^ sind 

die Koordinaten im B”), eine konvexe Zelle durch endlich-viele solcher Unglei- 
chungen analytisch definiert. Weiteres hierüber siehe im Anhang II, wo man 
auch die Beweise aller in dieser Nummer ausgesprochenen Behauptungen findet. 
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die Zahl r ist die Dimensionszahl der konvexen Zelle^; eine f-dimensio- 
nale konvexe Zelle des iiegt .in einer einzigen r-dimensionalen Ebene 

(Z und bildet in ihr die abgeschlossene Hülle eines Gebietes G, 
des Inneren der Zelle Q. 

Die Begrenzung dieses Gebietes (der Rand^ Ç — G von Q) zerfâllt 
in eindeutiger Weise in endlich-viele (r — 1)-dimensionale konvexe 
Zellen, deren Inneren disjunkt sind. Diese (r — l)-dimensionalen Zellen 
heiûen die (y — l)~dimensionalen5^i/^n [oderdie Randzellen] derr-dimen- 
sionalen Zelle Q. Die (y — 2)-dimensionalen Seiten der (r— 1)-dimen- 
sionalen Randzellen von Q heiûen die (r — 2)-dimensionalen Seiten der 
Zelle Q\ usw. Die eindimensionalen Seiten von Q heiûen die Kant en, 
die nulldimensionalen die Eckpunkte, die Menge aller Eckpunkte heiÛt 
das Gerüst der konvexen Zelle Q. Schlieûlich wird auch die Zelle Q selbst 
zu ihren Seiten, und zwar als ihre einzige r-dimensionale Seite gezâhlt. 

Unter unsere Définition der konvexen Zellen fâllt auch die leere 
Menge. Ihr wird die Dimensionszahl —1 zugeschrieben ; sie besitzt 
keinen einzigen Eckpunkt, ist selbst definitionsgemàû ihre einzige Seite 
und zahlt zu den Seiten einer beliebigen Zelle. Diese Tatsache erlaubt 
in voiler Allgemeinheit den Satz zu formulieren, daû der Durchschnitt 
zweier Seiten einer konvexen Zelle stets eine gemeinsame Seite dieser 
beiden Seiten ist. Dieser Satz bleibt richtig, wenn wir — was wir stets 
tun werden ~~ auch die gegebene r-dimensionale konvexe Zelle selbst 
zu ihren Seiten zâhlen. 

Die leere und die r-dimensionale Seite einer r-dimensionalen kon- 
vexen Zelle heiûen die uneigentlichen Seiten der r-dimensionalen Zelle. 

Jede r-dimensionale Zelle besitzt mindestens r + t Eckpunkte; be- 
sitzt sie genau r + 1 Eckpunkte, so heiÛt sie ein r-dimensionales Eukli- 
disches Simplex, 

2. Zellenkomplexe. Définition I. Eine endliche oder abzàhlbare 
Menge K von konvexen Zellen des heijit ein {geometrischer) Zellen- 
komplex, wenn sie folgende Bedingungen erf üllt: 

1. Jede {eigentliche oder uneigentliche) Seite einer Zelle der Menge K 
ist Elément dieser Menge, 

2. Der Durchschnitt je zweier Zellen der Menge K ist eine gemein- 
same Seite dieser beiden Zellen, 

3 . Es gibt keinen Punkt, der Eckpunkt von unendlich-vielen Zellen 
der Menge K ist^, 

Ein Elément des Komplexes heiÛt ein Grundelement (Grundzelle), 
wenn es keinem anderen Elément als Seite angehôrt; die übrigen 

^ Eine nulldimensionale Zelle ist ein einzelner Punkt Q ; in diesem Fall ist r — O» 
also R'" = R^ ~ Q und Q in R^ sowohl offen als abgeschlossen : Q = G == G = i?®. 

2 Vgl. Kap. I. § 2 , Nr. 5. 

2 In dieser Définition wird die leere Zelle als Seite einer beliebigen Zelle aus- 
drücklich zugelassen ; auûerdem gilt jede Zelle als (uneigentliche) Seite von sich selbst. 
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Elemente heiBen N ebenelemente (Nebenzellen). Durch die Kenntnis 
seiner Grundelemente ist ein Komplex vôllig bestimmt. 

Ein Komplex heiBt endlich oder unendlich je nach der Anzahl seiner 
Elemente. Die in K vorkommende hôchste Dimension eines Elementes 
heiBt die Dimensionszahl von K. Haben aile Grundelemente von K 
dieselbe Dimension n, so heiBt K homogen-w-dimensional. Sind aile 
Elemente von K Simplexe, so heiBt K ein simplizialer Komplex; dies 
sind die wichtigsten unter allen Zellenkomplexen. 

Beispiele von Komplexen liegen auf derHand. Zunâchst ist das 
System aller Seiten einer >^-dimensionalen konvexen Zelle ein Zellen- 
komplex; ein solcher Komplex heiBt eine n-dimensionale Zellenhülle^. 
Insbesondere ist damit erklârt, was eine Simplexhülle ist. Der Komplex 
der hôchstens >î-dimensionalen Seiten einer + 1 )-dimensionalen Zelle 
heiBt ein n-dimensionaler Zellenrand. Ein spezieller Zellenrand ist der 
n-dimensionale Simplexrand, d. h. der Komplex der hôchstens w-dimen- 
sionalen Seiten eines [n + 1 ) -dimension alen Simplexes. Als Beispiele un- 
endlicher Komplexe dienen: Zerlegung der Ebene in regulâre Sechsecke, 
Würfelzerlegung des Zerlegung eines ebenen Gebietes (vgl. § 3 ) in 
Quadrate oder Dreiecke usw. 

3. Isomorphie von Zellenkomplexen. Die Beziehung, die der 
Théorie der Komplexe zugrundc liegt, ist die Beziehung zwischen 
einem Elément eines Zellenkomplexes und seinen Seiten. Auf ihr be- 
ruht die folgende für die ganze Théorie grundlegende 

Définition. Die Komplexe K und K' heiBen ,,nomorpK' oder 
,,kontbinatorisch àquivalenV oder ,,vom gleichen [kombinatorischen) 
Typus*\ wenn es eine eineindeutige Abbildung von K auf K' mit fol- 
gender Eigenschaft gibt^: Dann und nur dann^ wenn das Elément 
Seite des Elementes q von K ist, ist f{q^ Seite des Elementes f{q) von K'. 
Eine solche Abbildung / heiBt kurz eine ,, isomorphe Abbildung“. 

Wir werden in Nr. 8 die prinzipiell wichtige Tatsachc besprechen, daB sich 
die Beziehung zwischen den Klemcnten und ihren Seiten allgemeinen topolo- 
gischen Bcgriffen unterordnen laût; dabei wird sich der soeben eingeführte 
,,Isomorphismus‘* als ein ,,Homoomorphismus“ spezieller topologischer Kaume 
herausstellen, 

Jetzt beweisen wir die folgende wichtige Eigenschaft isomorpher 
Abbildungen : 

Satz 1. Zellen, die bei einer isomorphen Abbildung zweier Komplexe 
einander entsprechen, haben dieselbe Dimensionszahl, 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daB bei einer isomorphen Ab- 
bildung zweier Komplexe K und K* aufeinander eine y-dimensionale 
Zelle des einen Komplexes keiner Zelle hôherer Dimensionszahl des 
anderen Komplexes entsprechen kann, 

1 Vgl. FuBnote 3 auf der vorigen Seite. 

2 Da Komplexe Mengen von Zellen sind, ist eine Abbildung Von K in K' 
ein Gesetz, welches jeder Zelle von K eine Zelle von K' zuordnet. 
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Für r ——i folgt diese Behauptung daraus, dafi die leere Zelle die 
einzige gemeinsame Seite aller Elemente eines Komplexes ist und folg- 
lich bei jeder isomorphen Abbildung sich selbst entspricht. 

Wir nehmen an, unsere Behauptung sei für r k — \ bewiesen 
und beweisen sie für r = Es sei also q eine ^-dimensionale Zelle 
von K, q' die ihr entsprechende Zelle von K'. Bei der gegebenen iso- 
morphen Abbildung müssen die eigentlichen Seiten von q den eigent- 
lichen Seiten von q' entsprechen; da die ersteren hôchstens {k — \)- 
dimensional sind, sind nach Induktionsvoraussetzung auch die letzteren 
hôchstens (fe — l)-dimensional, also ist die Dimensionszahl von q' hôch- 
stens gleich k, w. z. b. w. 

Korollar. Zwei isomorphe Komplexe haben die gleiche Dimensionszahl. 

4. Polyeder. Die Vereinigungsmenge aller Elemente eines Kom- 
plexes K, d. h. die Menge aller Punkte des R", die zu mindestens einem 
Elément von K gehôren, bezeichnen wir mit R. Wenn K endlich ist, 



Abb. 4. 


so heiBt R ein endliches Polyeder — und zwar zur Auszeichnung vor 
spàteren Verallgemeinerungen —, ein endliches Euklidisches Polyederh 
Beispiele von endlichen Polyedern sind auf der beigefügten Abbildung 4 
angegeben. Ein Polyeder braucht nicht zusammenhângend zu sein (vgl. 
Abb. 4b). 

Satz II. Ein endliches konvexes Polyeder ist eine konvexe Zelle. 

Beweis. Das Polyeder P ist endlich, es gilt also 

P = Q\ + • • • 

wo die Q Zellen einer ZeUenzerlegung von P sind. Der Rand von P 
ist in der Vereinigungsmenge der Rànder der einzelnen Çf enthalten, 
er liegt also auf endlich-vielen Ebenen, woraus unsere Behauptung 
nach § 4 (Satz I und Nr. 5) des Anhanges II folgt. 

Satz III. Ist K ein Komplex und p ein Punkt von R, so gibt es 
eine einzige Zelle von K, zu der p als innerer Punkt gehort. Diese Zelle 

1 Somit ist ein Polyeder eine Punktmenge, d. h. eine Menge, deren Elemente 
Punkte des R" sind. Dagegen ist ein Komplex eine Menge, deren Elemente Zellen 
sind. 
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heiBt der Tràger von p (in K), U nier allen Zellen von K, die den 
Punkt P enthalten, ist sie dadurch ausgezeichnet, dafi sie die kleinste 
Dimensionszahl hat, 

Beweis. Wir beweisen zuerst, daB es hôchstens eine Zelle von K 
gibt, zu deren Inneren p gehôrt. Denn wàre p innerer Punkt zweier 
Zellen und von K, so müBten q^ und ÿg nicht leere Seite q 
als ihren Durchschnitt haben. Da diese Seite je einen inneren Punkt 
von und enthâlt, müBte sie uneigentlich sein, d. h. sowohl mit q^ 
als auch mit q^ zusammenfallen. Eine analoge Überlegung lehrt: 
wenn p innerer Punkt der Zelle q und Randpunkt einer Zelle q' ist, 
so ist q eine Seite von q\ also die Dimensionszahl von q' grôBer als die 
von q. Bleibt übrig zu zeigen, daB es mindestens eine Zelle gibt, 
die p als inneren Punkt enthalt. Aber jede 
Zelle mit môglichst kleiner Dimensionszahl, 
welche p enthalt, enthalt p im Inneren. 

5. Euklidische Komplexe. Euklidische 
Polyeder. Wollte man die Définition eines 
Polyeders als der Vereinigungsmenge der 
Elemente eines Komplexes ohne weiteres 
auch für den Fall unendlicher Komplexe K 
gelten lassen, so würde man zu ,,unend- 
lichen Polyedern'' kommen, die den an- 
schaulichen Forderungen, die man an den 
Begriff eines Polyeders stellt, nur wenig entsprechen. Es lassen 
sich Z. B. die auf den beigefügten Abb. 5 a und 5 b dargestellten ab- 
geschlossenen Mengen, von denen die erste der durch die Grenzstrecke 

i 1 

— X = 0 erganzten sin — Kurve, 0 < a; ^ , homôomorph 

X Jt 

ist, wâhrend die zweite die Strecke [—1; 1] der Zahlengeraden ist, als 
Vereinigungsmengen der Elemente von unendhchen Komplexen dar- 
stellen. Man wird durch solche Beispiele veranlaBt, die môglichen Be- 
ziehungen eines Komplexes K zu der Vereinigungsmenge K seiner 
Elemente wie folgt einzuschranken : 

Définition IL K heiBt lokaUendlicli oder Euklidische falls jeder 
Punkt von K eine Umgebung (in bezug auf K) besitzt, die nur mit 
endlich-vielen Elementen von K gemeinsame Punkte hat. 

Jetzt definieren wir ganz allgemein: 

Définition III. Eine Punktmenge des die als Vereinigungs- 
menge K der Elemente eines lokal-endlichen Zellenkomplexes K dargestelU 
werden kann, hei^t ein Euklidisches Polyeder. Der Komplex K hei/it eine 
Zellenzerlegung des Polyeders R; ist dieser Komplex simplizial^ so heipt er 
eine simpliziale Zerlegung des Polyeders R. 

Bemerkungl. Es ist ausdrücklich hervorzuhebea, daB die lokale 
Endlichkeit eines Komplexes K eine Eigenschaft des Komplexes in 



H l I 
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Abb. 5 b. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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bezug auf die Punktmenge K ist : sie lâBt sich nicht durch den kombi- 
natorischen Typus des Komplexes K ausdrücken. Um diese Behaup- 
tung klarzumachen, bemerken wir, daB die beiden nicht lokal-endlichen 
Komplexe der Abb. 5 a und 5b beide dem aus den Strecken [—2; — 1], 
[0; 1], [1; 2], [2; 3 ] usw. der Zahlengeraden zusammengesetzten Kom- 
plex isomorph sind, und daB dieser Komplex offenbar lokal-endlich 
ist. Es kann also vorkommen, daB von zwei isomorphen Komplexen 
der eine lokal-endlich ist, der andere nicht. Dieselben Beispiele lehren, 
daB isomorphe Komplexe und nicht notwendig homôomorphe 
Vereinigungsmengen und besitzen; wir werden bald sehen, daB 
unter der Voraussetzung der lokalen Endlichkeit eine solch unangenehme 
Erscheinung nicht auftreten kann. 

Bemerkung IL Ein lokal-endlicher nulldimensionaler Komplex 
ist offenbar eine aus lauter isolierten Punkten bestehende Menge. Eine 
solche Menge ist übrigens stets hôchstens abzàhlbar. 

Bemerkung III. Wie leicht ersichtlich, haben zwei Zellenzerlegungen 
eines und desselben Euklidischen Polyeders die gleiche Dimensionszahl. 

6 . Teilkomplexe. Da jeder Komplex eine Menge von Zellcn ist, 
ist der Begriff einer Teümenge eines Komplexes K ohne weiteres klar. 
Ist eine Teümenge K' von K selbst ein Komplex (d. h. ist jede Scite 
eines Elementes von K’ selbst Elément von K'), so heiBt K' ein Teil- 
komplex von K. Eine Teümenge M des Komplexes K bestimmt einen 
Teilkomplex M' von K, welcher aus allen Elementen von M und ihren 
Seiten besteht. Der Komplex 'M' heiBt die Hülle^ von M. 

Ist K eine Zellenzerlegung des Euklidischen Polyeders K und K' 
ein Teilkomplex von K, so ist K' offenbar auch ein Euklidisches Poly- 
eder, und K' ist eine Zellenzerlegung von K', Wir nennen K' ein 
Teilpolyeder von K (in bezug auf K). 

Satz IV. Jedes Teilpolyeder K' eines Euklidischen Polyeders K ist 
in R abgeschlossen. 

Beweis. Der Punkt p c: K sei Berührungspunkt von K'; U sei eine 
Umgebung von p y die nur mit endlich-vielen Elementen von K gemein- 
same Punkte hat (eine solche Umgebung U existiert wegen der lokalen 
Endlichkeit von K), Es seien diejenigen Elemente von K', 

die mit U gemeinsame Punkte haben. Da U-q^ in U abgeschlossen ist, 
8 

ist auch U d. h. U ■ R' in U abgeschlossen; p als Berührungs- 

1 _ 

punkt von U • K' muB somit in U • K' y also erst redit in R' pnthalten 
sein, w. z. b. w. 

7. Sterne. Wir werden jetzt Umgebungen von Teilmengen M eines 
Polyeders P = R in Zusammenhang mit einer festgewâhlten Zellen- 

1 Man vgl. Nr. 8. Von Zellen- insbesondere auch von Simplexhüllen war 
bereits in Nr. 2 die Rede: wenn M aus einer einzigen Zelle besteht, so ist M' 
eine Zellenhülle. 
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zerlegung K von P bringen. Die Begriffe, die wir gleich einführeri 
werden, sind insbesondere von Wichtigkeit, wenn M ein Grund- oder 
Nebenelement von K, vor allem aber, wenn M ein Eckpunkt von K 
ist; gelegentlich werden wir sie aber auch verwenden, wenn M ans den 
inneren Punkten eines Elementes besteht. 

Diejenigen Grundelemente von K, die mit M gemeinsame Punkte 
haben, und ihre Seiten, bilden einen Komplex den ,,kombinato- 

rischen Stern** von M] diejenigen Grand- und Nebenelemente, die zu M 
fremd sind, bilden einen Komplex den ,,Gegenstern'* von M\ 

diejenigen Elemente, die sowohl zu Sj^{M) als auch zu Aj^{M) gehôren 
— also diejenigen Nebenelemente, die zwar selbst fremd zu M, aber Seiten 
von solchen Elementen sind, welche Punkte mit M gemeinsam haben — , 
bilden einen Komplex den ,,Begrenzungskomplex'' von M, 

Da Ajr[M) als Teilpolyeder von P in P abgeschlossen ist, ist die 
Menge P — A^{M) = Oj^(M) offen; wir nennen sie den ,,offenen Stern'* 
von M; um zu formulieren, welche Punkte zu Oj^{M) gehoren, stellen 
wir zunâchst fest, wann ein Punkt p zu Aj^ {M) gehort: dann und nur 
dann, wenn es ein Elément Q gibt, welches p enthâlt und fremd zu 
M ist; hieraus folgt: es ist dann und nur dann p cz wenn jedes 

Elément, welches p enthàlt, auch einen Punkt von M enthâlt, mit 
anderen Worten: wenn der Tràger von p einen Punkt von M enthàlt, 
Dagegen ist p a Sj^{M) dann und nur dann, wenn es ein Elément gibt, 
dus sowohl p als auch einen Punkt von M enthàlt. Somit sind die folgen- 
den Inklusionen klar: 

( 1 ) __ 

Ein Punkt p gehort zwar zu Sj^ {M ) , aber nicht zu Oj^ {M) — P — A {M) 
dann und nur dann, wenn er zu 5' {M) -Aj^ Bj^ (M) gehort ; somit ist 

(2) Sk{M) - O J, (M) ^ Bj,(M) . ^ 

Ist ^ Randpunkt^ von A {M ) , so ist einerseits p (z A {M ) , anderer- 
seits p Hâufungspunkt von Oj^{M), also, mit Rücksicht auf (1) und 
die Abgeschlossenheit von 5^ (M ) , Punkt von S j^ {M ) , mithin 
p cz Àj^ (M) • Sj^ (M) = Bjf^ (M); umgekehrt: ist p z so ist p 

einerseits in A (M ) , andererseits, infolge der Définition von (M) , 
in einem Grundelement Q enthalten, welches Punkte von M enthâlt; 
die inneren Punkte von Q gehôren zu Oj^ (M) ; daher ist p Hâufungs- 
punkt von Oj^{M) und somit Randpunkt von Aj^ {M). Damit ist ge- 
zeigt: Bj^{M) ist der Rand von Àj^{M) . Da 0^[M) als offene Menge 
keinen Rand besitzt, ist somit Bj^(M) die Begrenzung von Oj^[M) — 
daher die Bezeichnung ,,Begrenzungskomplex*‘^ für P^(M). 

Wenn M — F kompakt ist, so ist S ^ [M) ein endlicher Komplex, 
Denn infolge der lokalen Endlichkeit von K besitzt jeder Punkt von F 


9 ^ 


1 Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 5- 
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eine Umgebung, die nur mit endlich-vielen Elementen Punkte gemein- 
sam hat. Eine Anwendung des Heine-Borel-Lebesgueschen Über- 
deckungssatzes zeigt, daB auch die ganze Menge F nur mit endlich- 
vielen Elementen Punkte gemeinsam hat. 

8. Komplexe als diskrete Râume. Die in diesem Paragraphe!! eingeführten 
Begriffe gewinnen an Übersichtlichkeit und innerer Harmonie, wenn wir einen Zellen- 
komplex K als topologischen Raum (Kap. I, § 2, Nr. 2) auffassen : die Zellen von 
K sind Punkte des Raumes; die abgeschlosseneHülle einesPunktes (d.h. einerZelle) 
q besteht aus q selbst und aus allen Seiten von q ; die abgeschlossene Hülle einer 
beliebigen Teilmenge M von K (d. h. einer beliebigen Menge von Zellen des Kom- 
plexes K) ist die Vereinigungsmenge der abgeschlossenen Hüllen der einzelnen Ele- 
mente von M, d. h. der kleinste Teilkomplex ® von K, der aile Elemente von M 
enthâlt (vgl. Nr. 6). 

Die auf diese Weise definierte topologische Zuordnung hat die Eigenschaft, 
dafî die abgeschlossene Hülle der Summe von beliebig-vielen Mengeii die Summe 
der abgeschlossenen Hüllen dieser Mengen ist (m. a. W. : Die Summe beliebig vieler ab- 
geschlossener Mengen ist ahgeschîossen). K ist folglich ein diskreter Raum'^. Die 
abgeschlossenen Mengen von K sind identisch mit den T eilkomplexen von K. Die 
in Nr.6 einer Menge M zugeordnete ,, Hülle'* M ist die abgeschlossene Hülle von M. 

Da der Durchschnitt beliebig-vieler offener Mengen eines diskreten Raumes 
offen ist, besitzt jede Teilmenge M von K (d.h. jede Menge von Zellen des Kom- 
plexcs K) eine offene Hülle o (M) — das ist der Durchschnitt aller offenen Mengen 
von K, welche M enthalten. 

Wir setzen jetzt voraus, daû K Euklidisch ist und betrachten das Polyeder K. 
Dadurch, daÛ man jedem Punkt p von K den Trâger x(p) dieses Punktes ent- 
sprechen lâût, entsteht eine Abbildung x von K auf K, und diese Abbildung ist 
stetig, denn jede abgeschlossene Menge von K hat bei der Abbildung x die 
nach Satz IV abgeschlossene Teilmenge von K als Urbild. 

Ist M eine beliebige Teilmenge von K, so betrachten wir die offene Hülle 
o{x(M))', ihre Elemente sind diejenigen Zellen von K, die mindestens einen Punkt 
von M enthalten. Die abgeschlossene Hülle von o[x{M)) in K ist nichts anderes 
als der Komplex Sx(M) — der kombinatorische Stern von M; die Mengen o(x[M)) 
und Aj^(M)^K — o{x(M))^ — ^ wobei Ak{M), der Gegenstern, abgeschlossen 
ist — haben dieselbe Begrenzung Bjr(M) in K. Da Sji(M), Aj^(M), in 

K abgeschlossen sind, haben sie bei der Abbildung x abgeschlossene Teilmengen 
des Polyeders JC als Urbilder. Desgleichen ist das Urbild x~^{o(x(M))) eine of- 
fene Teilmenge des Polyeders K\ diese offene Teilmenge ist der offene Stern 
Oj^{M) der Menge M, — 

Da Komplexe in dieser Weise als topologische Râume aufzufassen sind, so 
hat es einen wohlbestimmten Sinn (Kapitel I, § 3), von stetigen Abbildungen 
eines Komplexes K in einen Komplex K' zu sprechen; man bestâtigt leicht: die 
Abbildung / von IC in K' ist dann und nur dann stetig, wenn daraus, daB ein 
Elément Seite eines Elementes q von K ist, immer (d. h. bei jeder Wahl dieser 
Elemente) folgt, daB / (q^ Seite von / (^) ist. Man findet hier auch den an- 
schaulichen Inhalt des Stetigkeitsbegriffes wieder: die Erhaltung der Nachbar- 
schafts-Eigenschaft. 

Nachdem die stetigen Abbildungen definiert sind, definiert man wie üblich 
die eineindeutigen und in beiden Richtungen stetigen Abbildungen als topologische 
Abbildungen oder Homôomorphien und nennt zwei Komplexe homoomorph^ falls 
sie aufeinander topologisch abgebildet werden kônnen. Nun sieht man: dieser 
Begriff der ,,Homdomorphie‘‘ fâllt zusammen mit dem Begriff der ,,Isomorphie“, 

1 Kap. I, § 2, Nr. 2. 



§ 2. Unterteilungen von Zellenkomplexen. 


133 


wie wir ihn in Nr. 3 eingefûhrt haben^. Diejenigen Eigenschaften der Komplexe, 
welche bei isomorphen Abbildungen erhalten bleiben, sind somit die „topolo- 
gischen‘* Eigenschaften der Komplexe — die Komplexe immer als diskrete Rânme 
aufgefaût —, und die Lehre von diesen Eigenschaften verdient daher den Namen 
J fT apologie der Komplexe**. 

Bezüglich der stetigen Abbildungen eines Komplexes auf einen anderen machen 
wir noch die folgende Bemerkung [welche im Hinblick auf den Satz I (Nr. 3) 
bemerkenswert ist]: 

Bei einer stetigen Abbildung eines Komplexes braucht die Dimensionszahl 
weder des ganzen Komplexes noch seiner einzelnen Elemente erhalten zu bleiben : 
sie kann, wie die folgenden zwei einfachen Beispiele zeigen, sowohl erniedrigt wie 
erhôht werden. 

Beispiell. Der Komplex K bestehe aus allen (eigentlichen und uneigentlichen) 
Seiten des Dreiecks abc\ der Komplex K' bestehe aus der Seite ah, ihren beiden Eck- 
punkten und der leeren Menge (die ja ein Elément eines jeden Komplexes ist). Wir 

/(a)=/(c) = a; /(b) = 6; 


f(ac) == a y f(ahc) = f(ah) = f(hc) = ab ] 

/(O) = 0. 


Auf diese Weise wird der zweidimensionale Komplex K auf den eindimensionalen 
Komplex K' stetig abgebildet. 

Beispiel II. Jetzt woilen wir einen eindimensionalen Komplex L auf den 
zweidimensionalen Komplex K des vorigen Beispiels stetig abbilden. L bestehe 
aus den hôchstens eindimensionalen Seiten des Dreiecks abc, aus dem Mittel- 
punkt 0 dieses Dreiecks und den eindimensionalen Zellen oa, ob, oc. Jedes Elé- 
ment q von L besitzt in K einen Trâger, d. h. ein Elément f(q) kleinster Dimen- 
sionszahl, auf welchem q liegt: so ist 

f(o) = f(oa) = f(ob) = i(oc) = abc, 
t(ah) = ab, f{ac) = ac, f(bc) = bc, 
fia) = a, f{b) = b, fie) = c, 

/(O) = 0. 

Auf diese Weise entsteht eine stetige Abbildung / des eindimensionalen Kom- 
plexes L auf den zweidimensionalen Komplex K. 

Fr âge: Warum versagt der Beweis des Satzes I (Nr. 3) im Falle einer stetigen 
(nicht notwendig topologischen) Abbildung? 


§ 2. Unterteilungen von Zellenkomplexen. 

1. Unterteilung einer konvexen Zelle Q. Darunter versteht 
man einen endlichen Zellenkomplex k von der Eigenschaft, daû 
die Vereinigungsmenge k der Elemente von k die konvexe Zelle Q ist*. 

1 Der Begriff sollte daher eigentlich auch den Namen ,,Homôomorphie“ tragen. 
Wenn wir trotzdem an der Bezeichnung „Isomorphie‘* festhalten, so hoffen wir 
damit dem Leser die Unterscheidung zwischen den beiden folgenden Aussagen zu 
erleichtem: ,,Die Komplexe K und K' sind isomorph" und ,,Die Polyeder K 
und K' sind homôomorph*'. Wir werden also das Wort ,,homôomorph** nur auf 
Polyeder, aber nicht auf Komplexe anwenden. 

2 Wie man leicht beweist, kann ein unendlicher Komplex k mit k = Q nicht 
lokal-endlich sein. Unter Verzicht auf die Bedingung der lokalen Endlichkeit kann 

/I 1 \ 

man die Strecke ( — 1; 1) in die Strecken (—1; 0 ) und 'ÿjy ^ — 0 , 1,2, 

und ihre Endpunkte zerlegen, und auf diese Weise einen unendlichen Komplex 
erhalten (Abb. 5 b). 
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Satz 1. Die auf einer Seite q der konvexen Z elle Q liegenden Zellen 
der Unterteilung k von Q büden eine Unterteüung von q, 

Beweis. Es genügt, diesen Satz für den Fall einer (w — 1)>dimen- 
sionalen Seite q der ^-dimensionalen Zelle Q c: zu beweisen. 

Es sei k' die Gesamtheit aller Zellen von k, die auf q liegen. Zu 
zeigen ist, daB A' = ÿ ist. Da jeder Punkt von V auch Punkt von q 
ist, genügt es zu zeigen, daB auch umgekehrt jeder Punkt von q einer 
Zelle von k' angehôrt. Es sei a ein Punkt von q\ dieser Punkt gehôrt 
als innerer Punkt zu einer einzigen Zelle q' von k, Wir bezeichnen 
mit R^~‘^ die (n — 1)-dimensionale Ebene des R^, in der q liegt. 
Wenn die Zelle q' in R^~^ liegt, so gehôrt sie als Teilmenge von Q 
auch zu q\ daraus folgt, daB, wenn diese Zelle nicht zu q gehôrte, sie 
notwendig schneiden müBte, d. h. Punkte enthalten, die nicht 

zu Q gehôren. Da dies unmôglich ist, gehôrt q' zuq, also azu k y w. z. b. w. 

2. Unterteilung eines Zellenkomplexes K. Darunter versteht man 
einen Zellenkomplex mit den Eigenschaften : 1° jedes Elément von 

ist Teilmenge mindestens eines Elementes von K und 2° die Ge- 
samtheit aller Elemente von , die in einem beliebig gewâhlten Elé- 
ment von K enthalten ist, bildet eine Unterteilung dieses Elementes. 

Falls das Elément von in zwei Elementen oder mehr Ele- 
menten von K enthalten ist, so ist es auch in einer gemeinsamen Seite 
aller dieser Elemente enthalten. FoJglich ist x^ in einem einzigen Elé- 
ment kleinster Dimensionszahl von K enthalten; dieses Elément heiBt 
der T' rager von Xy^ in K, 

Aufgabe. Der Leser beweise: Ist ATj eine Unterteilung von K und laût 
man jedem Elément von seinen Trager in K entsprechen, so entstcht eine 
stetige Abbildung von auf K (vgl. § 1, Nr. 8). 

Man sieht mühelos ein, daB bei Unterteilungen die Endlichkeit 
bzw. die lokale Endlichkeit eines Komplexes erhalten bleiben. 

Wir gehen jetzt zur wirklichen Herstellung von Unterteilungen von 
Zellenkomplexen über; und zwar wollen wir ein Verfahren angeben, 
welches zu jedem Zellenkomplex eine simpUziale Unterteilung her- 
stellen lâBt. 

Für die nulldimensionalen Komplexe ist die Frage gegenstandslos, 
denn erstens ist ein solcher Komplex von selbst simplizial und zweitens 
bildet er selbst seine einzige Unterteilung. Wir nehmen jetzt an, daB 
wir gewisse Unterteilungen (n — 1)-dimensionaler Komplexe besitzen 
und stellen uns die Aufgabe, von ihnen zu Unterteilungen w-dimensionaler 
Komplexe zu gelangen. Wir beginnen mit einer n-dimensionalen Zelle x^. 

In x^ betrachten wir irgendeinen inneren Punkt o, den wir als 
das Zentrum der Zelle x^ bezeichnen^. 

1 Am bequemsten wâhlt man als o den Schwerpunkt des Systems aller Eck- 
punkte von x^, d. h. den Punkt, dessen Koordinaten (im die Mittel- 

werte der entsprechenden Koordinaten der Eckpunkte der Zelle sind. 
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Der Rand von ist ein (n — l)-dimensionaler Komplex. Wir neh- 
men an, daB uns eine Unterteilung X dieses Komplexes gegeben ist und 
projizieren die Zellen ÿ dieser Unterteilung aus o; die oÿ sind^ dann 
Zellen und sie bilden ^ einen endlichen Komplex X^. Jeder Punkt 
von gehôrt zu mindestens einem Elément von X^^ (der Punkt o 
gehôrt zu allen Elementen von X^; falls p 4^ o , p cz x^ ist, so liegt p 
auf einer Strecke oq, wobei q zum Rande von x^, also zu einem Ele- 
mente ÿ von X gehôrt ; somit gehôrt p zum Elément o ÿ von ; da 
umgekehrt jedes oÿ in x^ enthalten ist, ist X^ ~ x^, der Komplex X'^ 
bildet also eine Unterteilung von x^. Diese Unterteilung heiBt die 
Zentralunterteilung von x^ in bezug auf die gegebene Randuntcrteilung X, 
Ist die Randuntcrteilung X simplizial, so ist auch X^ ein simplizialer 
Komplex. 

Es sei nun ein n-dimensionaler (lokal-endlicher) Komplex, 
der aus allen hôchstens — 1)-dimensionalen Elementen von 
bestehende Teilkomplex von K^, eine gegebene Unterteilung 

von K^~^. Dadurch, daB gegeben ist, ist für jede n-dimensionale 

Zelle x^^ von eine Unterteilung X ihres Randes gegeben (Satz I). 
Man nehme jctzt mit jedem x^von K die Zentralunterteilung X in bezug 
auf die gegebene Randuntcrteilung X vor. Die so gewonnenen Un ter- 
teilungen der einzelnen ;i-dimensionalen Zellen von schlieBen an- 
einander und an die Unterteilung der hôchstens — 1)-dimen- 

sionalen Zellen an und ergeben zusammen mit ihr eine Unterteilung Kf 
des Komplexes — die Zentralunterteilung von in bezug auf die 
gegebene Unterteilung von Ist dabei simplizial, so 

gilt dasselbe auch von K^, 

3. Die baryzentrische Unterteilung eines Komplexes wird jetzt 
durch folgende Induktionsvorschrift definiert. Die baryzentrische Unter- 
teilung eines nulldimensionalen Komplexes ist definitionsgemaB der 
Komplex selbst. Wir nehmen an, daB für aile hôchstens [n — 1)-dimen- 
sionalen Komplexe die baryzentrische Unterteilung bereits definiert ist. 
Es sei irgendein ;î-dimensionaler Komplex, der aus seinen 

hôchstens (w — 1)-dimensionalen Elementen bestehende Teilkomplex. 
Wir definieren die baryzentrische Unterteilung von als die Zentral- 
unterteilung von in bezug auf die baryzentrische Unterteilung 
von 

Da die baryzentrische Unterteilung eines nulldimensionalen Kom- 
plexes offenbar simplizial ist, und simpliziale Komplexe bei Zentral- 
unterteilung in simpliziale Komplexe übergehen, ist die baryzentrische 
Unterteilung eines beliebigen Komplexes simplizial. 

1 oÿ ist das Symplex, dessen Eckpunkte der Punkt o und die Eckpunkte 
von ÿ sind. 

2 Anhang II, l. Nachtrag. 
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Wir haben somit bewiesen: 

Satz II. Jeder Zellenkomplex besitzt unter seinen Unterteilungen 
simpliziale Komplexe. 

Auf den Abb. 6a und 6b ist ein Beispiel der baryzentrischen Unter- 
teilung eines zweidimensionalen Komplexes bzw. ein baryzentrisches 

Grundteilsimplex eines drei- 
dimensionalen Simplexes ver- 
anschaulicht. 

Bemerkung I. Ein auf der 
Hand liegender InduktionsschluB 
zeigt, daB die Grundsimplexe 




Abb. 6 a. 


Abb. 6 b. 


der baryzentrischen Unterteilung einer «-dimensionalen Zelle x” von 
der Form 


sind, wobei o das Zentrum von x”, das Zentrum einer (« — i)-dimen- 
sionalen Seite von X”, das Zentrum einer (n — 2)-dimensionalen 
Seite von . . . und schlieBlich ^ ein Eckpunkt von x” 
(und von ^”7,^. • • ■) ist. Somit enthâlt jedes Grundsimplex der 
baryzentrischen Unterteilung von K — wir sagen kurz, jedes baryzeni- 
rische Grundteilsimplex von K — unter seinen Eckpunkten einen und 
nur einen Eckpunkt des Komplexes K. Dieser Eckpunkt heiBt der 
führende Eckpunkt des baryzentrischen Teilsimplexes^. 

Bemerkung II. Die baryzentrische Unterteilung ist von der Wahl 
der Zentra der verschiedenen Zellen bis auf Isomorphie unabhângig. 
Sind die Zentra jeweils die Schwerpunkte der Eckpunktgerüste der 
Zellen, so spricht man von eigentlicher baryzentrischer Unterteilung. 

Satz lia. Der Durchmesser jedes Simplexes der eigentlichen bary- 
zentrischen Unterteilung einer n-dimensionalen Zelle, welche den Durch- 
messer d hat, ist ^r—-d. 

’ — M+ 1 


* Einen führenden Eckpunkt besitzt nicht nur jedes baryzentrische Grund- 
teilsimplex, sondern auch jedes r-dimensionale baryzentrische Teilsimplex, wel- 
ches auf einem ebenfalls y-dimensionalen Elément des Komplexes K liegt. 
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem 2. Nachtrag und aus 
§ 3 (Satz IV') des Anhanges II. 

4. Elementarzerlegung von Simplexen. 

Die Zentralzerlegung eines Simplexes x” in bezug auf seinen in 
die M + I (nicht weiter unterteilten) (« — 1)-dimensionalen Seiten 
zerlegten Rand heiBt die Elementarzerlegung von in bezug auf 
sich selbst. Daneben definiert man noch die Elementarzerlegung von 
= («o«i • • • «r^r+i ■ • -ïn) bezug uuf cifie S cite — etwa in bezug 
auf die Seite X’' — a^a^... a^ — von 

die Grundsimplexe dieser Zerlegung sind die r-j-i Simplexe 

9f = î = 0, 1, . . r, 

wobei O das Zentrum von iE*" und ÿf" ' = «o • • • «i - 1 ‘^i+i • • • «r ^r+i • K 
eine solche (« — l)-dimensionale Seite von ist, die einem Eckpunkt 



(nâmlich dem Eckpunkt a^} von JE’’ gegenüberliegt ; ÿf~^ heiBt dabei 
die Grundseite von ff. (Abb. 7 a, b, c, d.) 

Man nehme eine Elementarzerlegung von = Uq. . . in bezug auf sich selbst 
vor; es entstehen dadurch Simplexe von der Form ÿ/* = o «o . . . ^ • 

Jedes der Simplexe ÿ” lasse man eine Elementarzerlegung in bezug auf 
«0 • • erfahren; so entstehen Simplexe von der Form 

= O .. ai^_i 

Wenn man jedes dieser Simplexe in bezug auf 

«0 ' • • ^<1-1 ^<1+1 • • • 

zerlegt, entstehen Simplexe, deren erste drei Eckpunkte die Zentra o , 
sind^, wâhrend die übrigen Eckpunkte Eckpunkte von sind. Durch 
Fortsetzung desselben Verfahrens (man nehme die Elementarzerlegung von 
. . . <» = ^ in bezug auf vor)igelangt 

man schlieÛlich zu Simplexen der Form » d. h. zu den Simplexen 

der baryzentrischen Zerlegung von x**. Auf diese Weise làpt sich die haryzentrische 
Unterteilung auf sukzessive Elementarzerlegung zurückführen. 

1 Wenn x' eine Seite von x ist, und diejenigen Eckpunkte 

von X sind, die zu x' nicht gehôren, so bezeichnen wir mit das Zentrum 

von x'. 
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5 ^. Das Simplex heiBt von den Simplexen und auf- 
gespannt — in Zeichen : = 5 c^ , wenn x^ und x^ gegenüber- 

liegende Seiten von sind (d. h. wenn 

und folglich n = r s \ ist). 

Es sei eine Unterteilung von x^ mit den Simplexen ÿ.. Wir 
beweisen, dafi die Simplexe u^~ x^ ^ eine Unterteilung (,,die Unter- 
teilung x^ von x^ bilden. Es ist dazu dreierlei nachzuweisen, nâm- 
lich: 

1 . u.cix^. 

2 . Jeder Punkt von x^ gehôrt mindestens einem Simplex an. 

3 . Die üi bilden einen Komplex. 

Die Behauptung 1 bedarf keines Beweises. 

Wir beweisen 2 . Es sei p ein Punkt von x^ ; er liegt auf einer Strecke a b, 
wobei a ein Punkt von x^, b ein Punkt von x^ ist 2. Es gehôrt b zu 
(mindestens) einern folglich ah und somit p zn u^. 

Die Behauptung 3 wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist: der Durch- 
schnitt von = x^ ÿ. und Uj = x'^ÿj ist gleich x^y, wenn y der Durch- 
schnitt von y^ und ÿj ist und man für ein leeres y immer x^ y = x^ setzt. 
Dem Beweise dieser letzten Behauptung gelten die folgenden Zeilen. 
Zunâchst ist klar: wenn y der Durchschnitt von und ÿj ist, so ist 
x^ y sowohl in x^ y.^ als auch in x^ y^ enthalten. Bleibt also nur übrig 
zu zeigen: jeder Punkt p, p(^ x\ p(t x\ des Durchschnitts von x'^ y ^ 
und y J ist in x'^ y enthalten. Zu diesem Ende betrachten wir wieder 
die Strecke a b, aci b c x^, auf der p liegt. Da es nur eine solche 
Strecke durch p gibt und da jedes Simplex (als von x^ und einem 
y^ cz x*" aufgespannt) aus lauter solchen Strecken besteht, die in be- 
ginnen und in y^ münden, muÜ die einzige Strecke ab, auf der p 
liegt und die von x^ nach x^ führt, sowohl zu = x^ y^ als auch zu 
U J ~ x^ y J und folglich b zu y^ und zu ÿy gehôren ; es gehôrt somit a b 
und erst recht ^ zu ÿ, w. z. b. w. 

Übrigens handelt es sich hier — ebenso wie bei den Zentralzerlegun- 
gen — um eine ,,Projektion'‘, nur wird jetzt nicht aus einem Punkte, 
sondern aus einer r-dimensionalen Ebene projiziert. 

6. Isomorphie von Komplexen und Homôomorphie von Polyedern. 

Satz III. Zwei isomorphen lokal-endlichen Komplexen und K 2 
entsprechen homôomorphe Polyeder und K2* 

Beweis. Da baryzentrische Unterteilungen isomorpher Komplexe 
offenbar isomorph sind, dürfen wir annehmen, daB und K2 simpliziale 
Zerlegungen der Polyeder und K2 sind. Aus der Isomorphie der 
simplizialen Komplexe und K 2 folgt sodann eine eineindeutige, in 
den einzelnen Simplexen von bzw. Kg affine Abbildung / der beiden 

^ Kann bei erster Lektüre überschlagen werden; der Leser kann den in die- 
ser Nummer erbrachten Beweis auch als Übungsaufgabe betrachten. 

2 Anhang II, § 3, Satz VIL 
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Punktmengen und R^ aufeinander. Es ist klar, dafi im Falle end- 
licher Komplexe diese Abbildung topologisch ist, denn die in den ein- 
zelnen Simplexen erklârten affinen AbbUdungen schlieBen stetig an- 
einander. Sodann folgt dieselbe Behauptung wegen der lokalen End- 
lichkeit von R^ und R^ daraus, daB jeder Punkt p von R^ bzw. R^ 
innerer Punkt der Vereinigungsmenge von endlich vielen Simplexen 
des betreffenden Komplexes ist, die Abbildung / also stetig in einer 
Umgebung des Punktes p und somit im Punkte p ist^. 

7 . Ein Einbettungssatz. Ein Euklidisches Polyeder braucht nicht 
eine abgeschlossene Punktmenge des iî" zu sein; vielmehr werden wir 
sehen (§3), daB jede offene Menge des i?” (und sogar jedes Polyeders) 
ein Polyeder ist. Um ein ganz einfaches Beispiel zu haben, genügt 
die Bemerkung, daB eine offene Strecke der Zahlengerade ein Polyeder 
ist: man kann die Strecke (0; 1) in die Strecken 
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zerlegen, und diese Strecken bilden offenbar einen lokal-endlichen 
Komplex (eine Zerlegung der offenen Strecke (0; 1)). 

Es gilt aber der 

Satz IV. Jedes Euklidische Polyeder ist einem Polyeder homôo- 
morph, welches eine abgeschlossene Menge eines Euklidischen Raumes dar- 
stelU. 

Beweis. Es genügt offenbar, zu zeigen, daB jeder «-dimensionale 
simpliziale Komplex einem Komplex L" des i?2n+i isomorph ist, 
welcher die Eigenschaft besitzt: jedes beschrânkte Raumgebiet kann 
nur mit endlich- vielen Simplexen von L" gemeinsame Punkte haben. 
Ein solcher Komplex Z," ist von selbst Euklidisch und Z" ist ab- 
geschlossen. 

Es seien 

( 1 ) $ 0 . 2 ) . . • f a^ y . . . 

die Eckpunkte von K”. Jedem Eckpunkt ordnen wir einen Punkt 
bi = ... mit t-y i des R2»+] ^u, unter der einzigen Bedingung, 

daB die Punkte 

(2) by,b 2 , . . .ybi, . . . 

in allgemeiner Lage sind®. 

Wir betrachten nun irgendeine endliche Teilmenge 
von (1). Bildet sie das Gerüst (§ \, Nr. 1) eines Simplexes Xf^ von 
so konstruieren wir im R^n+i Punkten b^^, . . 6^, auf- 

gespannte Simplex und bezeichnen es mit Auf diese Weise be- 
kommt man ein System Euklidischer Simplexe 

(3) 9i, 92> . . ÿft, . . . . 


1 Ye\. Kan. T. S Nr. 9. 


2 Anhancf TT 8 1 Nr. 4. 
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Aile Simplexe ( 3 ), deren Eckpunkte sâmtlich Nummern haben, 
liegen in dem Halbraume ti^k; somit kann ein beschrânktes Gebiet 
des iî 2 n+i jjm- endlich-vielen ÿ* gemeinsame Punkte haben. 

Es bleibt nur übrig zu zeigen, daB der Durchschnitt je zweier Sim- 
plexe der Folge ( 3 ) die von ihren gemeinsamen Eckpunkten aufgespannte 
Seite ist. Wir greifen zwei von den Simplexen ( 3 ) heraus, etwa 

y' = îT'-- . r = K... K . 

Dabei sind - die gemeinsamen Eckpunkte dieser beiden 

Simplexe. Sie spannen ein Euklidisches (ÿ — l)-dimensionales Simplex 
^ = bQ...b^_i a.xii, welches eine gemeinsame Seite der beiden Simplexe 
ÿ' und y" ist. Hâtten die beiden Simplexe y' und ÿ" auBer den Punkten 
von y noch mindestens einen gemeinsamen Punkt c , so konnte c zunâchst 
nicht in der durch y bestimmten Ebene liegen, denn der Durchschnitt 
eines Simplexes (in unserem Falle y' oder y") mit der durch eine seiner 
Seiten bestimmten Ebene besteht aus der betreffenden Seite. Somit 
ist cbQ . . . bg_i ein ^-dimensionales Euklidisches Simplex, und seine 
Punkte müBten sowohl zu y' als auch zu y” gehôren. j Der Durchschnitt 
der durch die Simplexe y' und y" bestimmten Ebenen Y' und Y", 
von denen die erste r- und die zweite s-dimensional ist, ist also eine 
mindestens ÿ-dimensionale Ebene, so daB Y' und Y”, folglich auch 
die r + s + 2 — q Punkte è„, . . . b'^, . . J', b'', . . ., b'' in einer 

hôchstens (r + s — ÿ)-dimensionalen (von Y' und Y" aufgespannten) 
Ebene des 7 ? 2 n+i üegen müBten, was — wegen r + s-\-2 — q‘^r-\-s-\-2 
â 2n -[- 2 — der Voraussetzung der allgemeinen Lage von (2) widerspricht. 

Hiermit ist ailes bewiesen. 

8. Würfel- und Simplizialzerlegungen des R". Beliebig-feine 
Simplizialzerlegungen von Polyedern. 

Wir wâhlen ein beliebiges e > 0 und ziehen in dem i?” die Ebenen 

ti = k-E; Æ = • • • — 2, — 1, 0, 1, 2, . . . , t = 

Dadurch zerfàllt der i?” in lauter konvexe Zellen, die (,,achsen- 
parallele") Würfel heiBen und durch die Ungleichungen 

e sS ^ (^i + 1) « . i — 

definiert sind (wobei die beliebige ganze Zahlen sind). Als Durch- 
messer eines jeden dieser Würfel erhâlt man — wie man durch Rech- 
nung leicht bestâtigt — die Zahl '^ne. Diese Würfel bilden femer 
einen unendhchen Komplex — eine Würfelzerlegung des i?”. Unter- 
teilt man diesen Komplex in Simplexe, so erhâlt man eine simpliziale 
Zerlegung des R", deren Elemente erst recht nicht grôBer als ]/n s sein 
kônnen. Mit anderen Worten: 

Satz V'. Es gibt beliebig-feine simpliziale Zerlegungen des R”. 

Der Satz V' lâBt sich verallgemeinem : 
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Satz V. Zu jedem Zellenkomplex K giU es beliebig-feine simpliziale 
Unterteilungen. 

Beweis. Nach Satz lia erhâlt man im Falle, wenn die Durch- 
messer der Elemente von K eine endliche obéré Grenze haben, durch 
sukzessive baryzentrische Unterteilung von K beliebig-feine simpliziale 
Unterteilungen von K, Der aUgemeine Fall wird durch folgenden Hilfs- 
satz erledigt: 

Hilfssatz. Man ziehe im endlich- oder abzâhlbar-viele Ebenen 
, von der Eigenschaft, da^ jedes beschrànkte Gebiet des 
nur mit endlich-vielen dieser Ebenen gemeinsame Punkte hat. Liegt au/ier- 
dem ein beliebiger Zellenkomplex K vor, so existièrt stets eine simpliziale 
Unterteilung von K von der Eigenschafty daji jedes Simplex von 
in der abgeschlossenen Hülle einer der konvexen Mengen in die R^ durch 
die genannten Ebenen zerlegt wird, = enthalten ist. 

k i 

Beweis. Jede Zelle Q von K wird durch die Ebenen • • • 

in endlich viele konvexe Zellen zerlegt (das sind die nichtleeren unter 
den Durchschnitten von Q mit den Mengen Gi) . Da das gleiche von den 
Seiten der Zellen Q gilt, liegt eine Unterteilung L des Zellenkom- 
plexes K vor, und jedes Elément von L ist in einem gewissen Gi ent- 
halten. Eine simpliziale Unterteilung L, von L erfüllt aile Forderungen 
des Hilfssatzes. 

Wendet man diesen Hilfssatz auf einen beliebigen Zellenkomplex K 
und das zu Beginn dieser Nr. definierte Ebenensystem an, so ergibt 
sich, daB man K in einen aus beliebig kleinen Simplexen aufge- 
bauten Komplex unterteilen kann. 

Zu demselben Gedankenkreis gehôrt 

Satz VI. Liegen zwei Zellenkomflexe K, und vor, die zwei Zellen- 
zerlegungen eines und desselben Polyeders P sind, so existiert ein sim- 
piizialer Komplex K, der eine gemeinsame Unterteilung der beiden Kom- 
plexe K, und K 2 ist. 

Beweis. Nach der Voraussetzung der lokalen Endlichkeit hat eine 
Zelle von K, nur mit endlich- vielen Zellen von K 2 gemeinsame Punkte. 
Die Zellen, die als Durchschnitte je eines Elementes von K, mit einem 
Elément von K2 auftreten, bilden die Elemente einer gemeinsamen 
Unterteilung von K, und if 2- Eine simpliziale Unterteilung von L 
ist die gesuchte. 

§ 3. Zellensysteme und Komplexe. Offene Teilmengen von 

Polyedern. 

1 . Satz I. Die Vereinigungsmenge von endlich-vielen konvexen Zellen 
des iî" ist ein (endliches) Polyeder. 

Beweis. Es sei A = Q,-\- • • ■ Q, die Vereinigungsmenge von 
endlich-vielen konvexen Zellen Qx, • . ..Q, des iî”; die Menge, deren 
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Elemente die Zellen Qf^ und ihre Seiten sind, hezeichnen wir mit ©. 
Wir führen den Beweis unseres Satzes mittels eines Induktionsver- 
fahrens : Wir nehmen an, die Behauptung des Satzes I sei richtig, wenn 
aile Elemente von © auf endlich-vielen m-dimensionalen Ebenen des 
liegen, und beweisen sie ftir den Fall, wenn die Elemente von © auf 
endlich-vielen (m + 1)-dimensionalen Ebenen liegen; da für m = 0 
unsere Behauptung trivialerweise richtig ist, wird durch das geschilderte 
Induktionsverfahren der Beweis des Satzes I tatsâchlich erbracht. 

Es sei also 

A c iîf+i H h 

wobei die 
(1) 

(w + l)-dimensionale Ebenen des R^ sind. Wir setzen voraus, daB die 
Ebenen (1) paarweise voneinander verschieden sind und betrachten 
im R^ die folgenden weiteren Ebenen: 

a) aile Schnittebenen von je zwei Ebenen (1); 

b) aile Ebenen, welche durch die hôchstcns w-dimensionalen Ele- 
mente von © bestimmt werden. 

Es seien JFüi , . . . , die unter a) und b) crwâhnten Ebenen ; ihre 
Anzahl ist endlich und jede von ihnen ist hôchstens w-dimensional. 
Ist R^ eine m-dimensionalc Ebene, so schreiben wir anstatt Rf, 
ist R^ hôchstens (m~ l)-dimensional, so ziehen wir durch R,i irgend- 
eine w-dimensionale Ebene Rf und ersetzcn R^ durch Rf. 

Auf diese Weise erhalten wir die m-dimensionalen Ebenen 

(2) Rf,..,,Rf, 

Diese Ebenen zerlegen die Punktmenge 

H = H h 

in endlich-viele Gebiete Gj\ jedes Gj liegt in einer bestimmt en unter 
den Ebenen etwa in Rf^^ (es hângt natürlich i von j 

ab) und ist zu allen anderen Ebenen (1) fremd; als Durchschnitt ge- 
wisser offener Halbrâume (welche durch (2) in Rf'^^ bestimmt sind) 
ist G J ein kon vexes Gebiet des Rf'^^, 

Von diesen Gebieten gilt: 

1 Kein Gj enthalt Punkte eines hôchstens w-dimensionalen Ele- 
mentes von © — denn aile diese Elemente liegen in Rf -f- • • • Rf , 
sind also zu ^Gj fremd; 

2°. Falls Gj einen Punkt a von A enthalt, so ist GjCZ A. 

Denn zunâchst liegt Gj in einem festen Rf^^] der Punkt a kann 
zu keinem Rf aus (2) gehôren, liegt folglich im Innern einer (w + 1)- 
dimensionalen Zelle Q des Systems ©. Es ist Ç c: Rf^^y denn wàre 
Q Œ Rf ^ ^, h i i, so müBte a auf der Schnittebene Rf'^^, also 

auf einer der Ebenen Rf liegen, was nicht der Fall ist. Falls nun ein 
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Punkt b von Gj nicht zu A, also erst recht nicht zu Q gehôren sollte, 
müBte es auf der Strecke ab einen Punkt c geben, der — entgegen der 
Behauptung 1 ° — einerseits zu Gj , andererseits zum Rande von Q 
(d. h. zu einem hôchstens m-dinmensionalen Elément von @) gehôrte. 
Durch diesen Widerspruch ist die Behauptung 2° bewiesen. 

Es seien diejenigen Gj, die Punkte von A enthalten 

und folglich in A liegen. Die G^, . . G^ sind konvexe Zellen, die paar- 
weise keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Es gilt; 

A=ZGj + A.{Rf + .-. + R>l^). 

/-I 

Die Menge 

A' = A.{Rf + f iC) = È ÈQk ■ K 

A-l k^l 

ist Summe von endlich-vielen konvexen Zellen, die auf Rf + • * • + R f 
liegen, also nach unserer Induktionsvoraussetzung ein endliches Poly- 
eder bilden. Es sei K' eine endliche Simplizialzerlegung des Poly- 
cders A\ Durch K' sind auch die Rander samtlicher Zellen G^, , . G^ 
simplizialzerlegt. Eine Zentralzcrlcgung jeder dieser Zellen in bezug 
auf die durch K' gelieferte Unterteilung ihres Randes liefert eine Sim- 
plizialzerlegung der ganzen Menge A, die sich somit als ein endliches 
Polyedcr erweist. 

Korollar I. Die endlichen Polyeder sind identisch mit den Ver- 
einigungsmengen von endlich-vielen konvexen Zellen oder auch mit den 
Vereinigungsmengen von endlich-vielen Simplex en. 

Korollar II. Die Vereinigungsmenge von endlich-vielen endlichen 
Polyedern ist ein endliches Polyeder. 

Aufgaben. Der Leser beweise: 

1. Der Durchschnitt zweier endlicher Polyeder ist ein endliches 
Polyeder. 

2. Die abgeschlossene Hülle der Differenz zweier endlicher Polyeder 
ist ein endliches Polyeder. 

2^. Offene Teilmengen von Polyedern. SatzII (Satzvon Runge). 
Jede offene Teilmenge G eines Polyeders P ist ein (im allgemeinen, 
unendliches) Polyeder"^. 

^ Kann bei erster Lektüre überschlagen werden. 

2 Runge sclbst hat [bei seinen funktionentheoretischen Untersuchungen, Acta 
math. Bd. 6 (1884) S. 229 u. f.] eine abgeschwâchte Form dieses Satzes im Spezial- 
fall ebener Gebiete bewiesen. Er hat jedenfalls als erster erkannt, daÛ (ebene) 
Gebiete sich in abzâhlbar viele Zellen (in seinem Falle Quadrate) zerlegen lassen, 
die paarweise keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Der Übergang davon 
zu dem allgemeinen Satz, wie wir ihn hier formulieren, ist ohne wesentlich neue 
Schwierigkeit môglich und ist mehrfach durchgeführt Word en. Die hier wieder- 
gegebene Darstellung verdanken wir im wesentlichen einer freundlichen Mit- 
teilung von Herm K. Borsuk. 
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Beweis. Hilfssatz. Es seien Q' und Ç" zwei Teilkomplexe des 
lokal-endlichen simplizialen Komplexes K ; die Polyeder Q' und Ç" seien 
zueinander fremd. Dann gibt es für eine beliebige Unterteilung Q'{ von 
Q" eine solche Unterteilung von K, daB die Simplexe von Q' un- 
zerlegt bleiben und auf Q” mit Q'( zusammenfâllt. 

Beweis des Hilfssatzes. Wir dürfen annehmen, daB ein Simplex^, 
dessen Eckpunkte zu Q” gehôren, auch selbst zu Q" gehôrt, denn die 
Voraussetzung des Hilfssatzes bleibt offenbar erfüUt, wenn man dem 
Komplex Q” aile Simplexe mit zu Q" gehôrenden Eckpunkten hinzu- 
fügt und danach mittels Zentralunterteilung (Induktion nach der Di- 
mensionszahl!) die ursprüngliche Unterteilung auf den durch Hin- 
zufügung der eben genannten Simplexe ergânzten Komplex Q" erweitert. 

Auf Grund der soeben gemachten Annahme gilt: 

Jedes Simplex x von K wird aufgespannt^ von zwei Simplexen ÿ 
und x”, von denen das erste zu Q" fremd ist und das zweite zu Ç" 
gehôrt: x = ÿ x": dabei kann das eine unter den beiden Simplexen x” 
und ÿ in Fortfall geraten, und zwar geschieht dies immer dann, wenn x 
selbst ein zu Q" fremdes bzw. zu Q” gehôrendes Simplex ist. 

Die gesuchte Unterteilung von K wird nun definiert als die 
Zerlegung eines jeden Simplexes x = ÿx" in die Simplexe y x'(, wo- 
bei die Simplexe x'I diejenigen Simplexe sind, in die x” gemaB der 
Zerlegung Q'( zerfâllt. Ist insbesondere x ein Simplex von Q" , also 
X = ~x" , so wird durch gerade die durch (/{ erzeugte Zerlegung von x 
geliefert, wâhrend im Falle x == y , also insbesondere im Falle, wenn 
'îc zu Q' gehôrt, das Simplex x unzerlegt bleibt. Der Hilfssatz ist hier- 
mit bewiesen. 

Jetzt gehen wir zum eigentlichen Beweis des Rungeschen Satzes über. 

Nach § 2, Nr. 7, Satz IV dürfen wir annehmen, daB P eine ab- 
geschlosscne Menge eines R” ist. 

Da der FaU G = P ebenso wie der Fall G = 0 trivial ist, kônnen 
wir ferner annehmen, daB P — G 4= 0 G ist. Sei Pq ein beliebiger 
wâhrend des ganzen Beweises festbleibender Punkt von G. Wir wâh- 
len die lokal-endlichen Simplizialzerlegungen K^, K^,. . . , , . . . von P 

unter den folgenden beiden Bedingungen: 

1) ist eine Unterteilung von K^. 

2) Aile Simplexe von sind ihrem Durchmesser nach kleiner 

als --Î-. 
m 

Wir bezeichnen mit den Komplex, welcher aus denjenigen Grund- 
simplexen von aufgebaut ist, welche in G liegen und von p^^ hôch- 
stens um m entfernt sind. Da lokal-endhch und R^—Pïm R" ab- 
geschlossen ist, ist jeder in einem beschrânkten Raumgebiet liegende 
Teil von (folglich auch von endlich; insbesondere ist 


1 Von K. 


* Vgl. § 2, Nr. 5. 
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bei jedem m = 1, 2, 3* • • • endlicher Komplex. Offenbar ist 

c 1 cz G bei jedem w. Femer gilt 

( 1 ) ZK = G- 

Denn ist p ein beliebiger Punkt von G, und m so groB, daB w > g (^o , />) 
und <. q(P, P — G) ist, so gehort p zn L^. Da die eine wach- 

sende Mengenfolge bilden, so folgt aus (1), daB bei jeder Wahl der 
wachsenden Folge natürlicher Zahlen 

( 2 ) < ^2 < • • • < < ■ • • 

notwendig 

( 3 ) = G 

ist. * 

Da /,„j kompakt ist, gibt es für jedes m ein > 0 derart, daB 

(4) Q {L^ , P — G) > e^. 

Wir wâhlen jetzt eine Folge (2) natürlicher Zahlen unter der Bedingung 
<5) J <ern„ A = 1,2,3,... , 

^k+ 1 

und setzen^ 

‘ , Qk = ^nik ^nik-i* .... 

Bei jedem k ist dabei das Polyeder in zu gehôrende Simplexe 
zerlegt, so daB es in einer festen Simplizialzerlegung vorliegt. Aus 
der Bedingung (5) und der Définition der folgt ferner, daB 

(6) • Ç;, = 0 für I Æ — I > 1 
gilt. SchlieBlich ist 

( 7 ) ZQk=l.L^, = G. 

k k 

Die Punktmenge • Qk-i besteht aus gewissen Simplexen von 
so daB wir Qj^ • Q^-i = Q'k schreiben kônnen, wobei Ç* ein Teilkomplex 
von Çjb ist^. Die Punktmenge Ça; ‘ QkM besteht aus gewissen Simplexen 
von die (bei der Unterteilung entstandene) Teilsimplexe 

bestimmter Simplexe von Ça; sind. Diese Simplexe von bilden einen 
Teilkomplex von wobei offenbar Qk"^ Qk ' Qkw da aber 
Qk • Qk+i die Begrenzung von (in G) ist, ist Vereinigungs- 

menge gewisser Simplexe von also ist Qk'Qk\i ~ Qk- Betrachten 

^ Die Querstriche über bzw. ^ bedeuten den Übergang vom Kom- 
plex Ljn, bzw. zum zugehôrigen Polyeder bzw. Lm. l üer Querstrich über 

fC Ak“*l K ^““1 

Lm^ — bedeutet den Übergang zur abgeschlossenen Hülle der Punktmenge 

2 bzw. Qj^ ist durch diese Vorschrift für jedes ^ > 1 definiert; wir dürfen 
also einige Zeilen weiter ohne weiteres von bzw. Qi+i sprechen. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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wir die durch i hervorgerufene Unterteilung Q'^' — Çjj. j von Q'^ , so ist 
Qk' Qk+\ — Nun gibt es nach dem Hilfssatz eine Unterteilung 

H J, von Q^, welche auf ç; = Ç* • mit auf mit Ql' = Ç; * , 
identisch ist, also auf Ç* • Ç^+i mit d. h. mit überein- 

stimmt. (Abb. 8a, b.) 

Auf diese Weise wird für jedes die Simplizialzerlegung kon- 
struiert. Da nach.der Konstruktion auf Qic' Qk^x 

Q Qk * Qk-\ ^k-\ 

schlieBt, wâhrend an- 
ik dererseits (7) gilt, bil- 
det die Vereinigung 
aller einen (offen- 
ik-f bar lokal-endlichen) 
Komplex, und zwar 
eine Simplizialzcrle- 
gung von G, wie wir 
sie haben wollten. 

Der Satz von 
Runge ist hiermit be« 
wiesen. 

3^. Die obige Be- 
weismethodc wcnden 
wir fast ohnc Ânde- 
rung auf den Bcweis 
eines Satzes an, den 
wir spater (bei dem In- 
varianzsatz für Betti- 
sche Gruppen, Kap.IX, 
§ 2, Nr. 8) brauchen 
werden. 

Satz III. K set ein 
Euklidischer Komplex 
mit den Grundelementen x^, x^, • • . , Xj^, . . . Es sei Xj. der Komplex, 
welcher ans Xj^ durch hj^-fache haryzentrische Unterteilung entstehU^. 

Dann gibt es eine simpliziale Unterteilung K' von K, deren auf Xj^ 
liegende Elemente bei jedem k eine Unterteilung von X/^ bilden. 

Beweis. Wir konstruieren der Rcihe nach die endlichen Teilkom- 
plexe Kj^ von K folgendermaBen. K^ hat die Zelle x^ als einziges Grund- 



Abb. 8 b. 


^ Kann bei erster I.ektüre überschlagen werden. 

2 Ist Q irgendein Euklidischer Komplex, baryzentrischc Unterteilung 

von Qy 02 die baryzentrische Unterteilung von 0^ usw., Qjy die baryzentrische 
Unterteilung von Qh—i , so sagt man, daB aus Q durch k-fachc baryzentrische 
Unterteilung entsteht, oder auch, daB 0^ eine -fâche baryzentrische Unterteilung 
von 0 ist. Statt A-fache baryzentrische Unterteilung sagen wir auch baryzentrische 
Unterteilung vom Grade h» 
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element. Man erhâlt die Grundelemente von wenn man zu den 

Grundelementen von aile an sie anschlieBenden Grundelemente von 
K sowie das Element hinzunimmt. Offenbar ist — K, 

Jedem Element von Kj^ ist laut unserer Voraussetzung eine Zabi 
der Grad der baryzentrischen Unterteilung X.^ von zugeordnet. 
Die grôBte unter diesen Zahlen bezeichnen wir mit 7^; es sei 
die ^jfc-fache baryzentrische Unterteilung von Kj ^ . Wir bezeichnen ferner 
mit das Polyeder Lj, mit Qj^ das Polyeder Lj^ — Bei jedem k 

ist dabei das Polyeder in zu Lj^ gehôrende Simplexe zerlegt, so daB es 
in einer festen Simplizialzerlegung vorliegt. Des weiteren ist ^ == K, 

und für \ k — h\'> l gilt • Qf^ — 0'. Es gelten mit anderen Worten 
die Formeln (6) und (7) von Nr. 2 mit der einzigen Ânderung, daB jetzt 
= k und G = K ist. Der weitere Verlauf des Beweises des Satzes III 
stimmt mit dem SchluBteil des Beweises des Rungeschen Satzes (von 
der Formel (7) an) wôrtlich überein. Die Vereinigung der Komplexe 
(vgl. die letzten Zeilen des Beweises des Satzes von Runge) ergibt in 
unserem Falle die gesuchte Unterteilung K' von Ky w. z. b. w. 

§ 4. Baryzentrische Überdeckungen. Krumme Polyeder. 
Ubergang zum abstrakten Standpunkt. 

1. Es wurde bereits festgestellt (§ 2, Nr. 3 , Bemerkung I), daB jedes 
Grundsimplex der baryzentrischen Unterteilung eines Komplexes K 
einen einzigen (,,führenden'') Eckpunkt besitzt, der zugleich ein Eck- 
punkt von K ist. Wir betrachten jetzt die Vereinigungsmenge B [à] 
aller Grundsimplexe von K^y die denselben führenden Eckpunkt a 
haben. B {a) ist ein endliches Polyeder; wir nenncn es den baryzentrischen 
Stern von K mit dem Mittelpunkt a, Offenbar gehôrt jeder Punkt von K 
zu mindestens einem baryzentrischen Stern von K, so daB die bary- 
zentrischen Sterne eine abgeschlossene Überdeckung (die zu K gehôrende 
baryzentrische Überdeckung) des Polyeders P bilden. Als Beispiel bary- 
zentrischer Überdeckungen kann Abb. 6a dienen. 

Von baryzentrischen Sternen bzw. Überdeckungen gelten folgende 
wichtigen Sâtze. 

Satz I. Zu jedem {Grund- oder Neben-) Element x des {lokal-endlichen) 
Komplexes K gibt es eine Umgebung U (x) in bezug auf K y die in der 
V ereinigungsmenge derjenigen baryzentrischen Sterne enthalten ist, welche 
die Eckpunkte von x zu Mittelpunkten habeUy und die zu jedem anderen 
baryzentrischen Stern von K fremd ist, 

Beweis. Bei Benutzung der in § 1, Nr. 7 eingeführten Begriffe und 
Bezeichnungen genügt es, zu zeigen: 5^^(%) besteht aus allen bary- 
zentrischen Sternen, die eine Ecke von x als Mittelpunkt haben, d. h. 
denjenigen Grundsimplexen von Kj , die einen Eckpunkt mit x gemein- 
sam haben; denn dann erfüllt U (x) die Behauptung. 


10 * 
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Da jedes Simplex von das mit x einen Eckpunkt gemein hat, 
nach Définition von zu 5^,(5) gehôrt, bleibt zu beweisen: b sei 

ein Eckpunkt von K, der nicht Eckpunkt von ist ; ÿ sei ein Grund- 
simplex von mit b als führendem Eckpunkt; dann ist y fremd zu x, 

Wir beweisen dies, nicht nur für Grund-, sondern auch für Neben- 
simplexe y, durch Induktion bezüglich der Dimension von y. Ist ÿ 
nulldimensional, so ist ÿ = b, die Behauptung also richtig. Es sei y 
f-dimensional und die Behauptung für jedes s-dimensionale bary- 
zentrische Simplex y' mit s dr schon bewiesen. Das Simplex ÿ hat 
die Form oy', wobei o der Schwerpunkt eines Simplexes Y von K 
und ÿ' ein baryzentrisches Simplex auf dem Rande von Y mit b als 
Eckpunkt ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist ÿ' fremd zu x. Aber 
auch ÿ — ÿ' ist fremd zu x, denn ÿ — y' besteht aus inneren Punkten 
von Y; würde ein solcher Punkt zu x gehôren, so wàre Y eine (eigent- 
liche oder uneigentliche) Seite von x, also b Eckpunkt von x. 

Zusatz zum Satz I. Zu jedem Elément x von K gibt es ein e(^) > 0 
von der Eigenschaft, dafi jeder baryzentrische Stern von K, dessen Mitteh 
punkt nicht Eckpunkt von x ist, von x eine Entfernung ê^€(x) hat. 

Denn x hat von dem Polyeder A (x) , das von den genannten 
Sternen gebildet wird, eine positive Entfernung. 

Hierin ist enthalten: 

Korollar. Ein Punkt p von K kann nur in solchen baryzentrischen 
Sternen von K liegen, der en Mittelpunkte Eckpunkte des Tràgers von p 
sind. Insbesondere liegt jeder Eckpunkt a von K in einem einzigen bary- 
zentrischen Sterne — nàmlich in B {a) . 

Aus dem soeben Bewiesenen folgern wir leicht den 

Satz II. Die {irgendwie gewàhlten) baryzentrischen Sterne B {a-jj) = B^ , 
B (ag) = Bg , . . . , B (Ug) = Bg des [lokal-endlichen) Komplexes K haben 
dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt, wenn die Mittelpunkte 
der Sterne unter den Eckpunkten eines Elementes von K enthalten sind. 

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, daB die Mittelpunkte a^ der B^ 
Eckpunkte eines Elementes x von K sind, und beweisen, daB dann das 
Zentrum o von x in jedem unserer Sterne — etwa in B^ — * enthalten ist. 

Um sich davon zu überzeugen, betrachte man ein Grundelement X 
von K, welches x als (eigentliche oder uneigentliche) Seite enthàlt. Es 
gibt unter den baryzentrischen Teilsimplexen von X das Simplex 
ÿ = , wobei o\, . . o{, o' Zentra der Zellen 

X\, . . Xi, X sind, von denen jede eine Seite der folgenden ist und ~x 
als Seite enthcLlt, wàhrend o" , . . . , Zentra der Zellen . . . , sind, 
von denen die erste eine Seite von x, jede folgende eine Seite der voran- 
gehenden und die letzte der Eckpunkt a^ ist. Das Simplex y hat den 
führenden Eckpunkt a^, ist somit in B^ enthalten; da es andererseits 
das Zentrum o von x zu seinen Eckpunkten zâhlt, ist dieses Zentrum 
tatsâchlich ein Punkt von B^. 
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Die eine Hàlfte des Satzes II ist hiermit bewiesen. 

Umdiezweite zu beweisen, nehmen wir an, daB die Sterne JBg , • • Bg 

mindestens einen gemeinsamen Punkt p haben. Ist x der Tràger von 
so ist (nach dem Korollar zum Satz I) der Mittelpunkt eines jeden 
baryzentrischen Sternes, welcher p enthâlt, insbesondere also der Mittel- 
punkt eines jeden unter den Sternen 5^, . . J5g, Eckpunkt von Xy 
w. Z. b. w. 

Zusatz I. Die {irgendwie gewàhlten) baryzentrischen Sterne B{a^y 
B (^^ 2 ) {a^ des simplizialen Komplexes K haben dann und nur 

dann einen nichtleeren Durchschnitty wenn es in K ein Simplex mit den 
Eckpunkten a^, ... y a^ gibt. 

Zusatz II. Die Ordnung^ der baryzentrischen Überdeokung eines 
n-dimensionalen simplizialen Komplexes ist gleich w + 1 . 

2. Krumme Polyeder und krumme Komplexe. Die Ausführungen 
dieses Kapitels über Polyeder und Komplexe schlieBen wir mit einer 
kurzen Übersicht der wichtigsten Verallgemeinerungen dieser Dégriffé. 

Définition eines krummen Zellenkomplexes. Ein hôchstens 
abzâhlbares System (K, von Punktmengen A.^ eines topologischen Rau- 
mes R heiBt ein krummer Zellenkomplex, wenn die Vereinigungsmenge 
ZJ A. I der Elemente von ff(_ sich derart topologisch auf ein Eukli- 
disches Polyeder P = K abbilden lâBt, daB bei dieser Abbildung die 
Mengen A^ den Elementen einer Zellenzerlegung K von P eineindeutig 
entsprechen (so daB dabei jedes Elément von K Bild einer Menge A^ 
und jedes A^ Urbild eines Elementes von K ist). 

Ist dabei P eine w-dimensionale konvexe Zelle und K der aus allen 
Seiten von P gebildete Komplex (die Zellenhülle), so heiBt das 
Mengensystem Od eine krumme Zellenhülle. 

Ist K ein simplizialer Komplex, so heiBt auch 9d ein krummer sim- 
plizialer Komplex. 

Die Vereinigungsmenge = Z!A^ der Elemente eines krummen 
Zellenkomplexes heiBt ein krummes Polyeder; der krumme Zellen- 
komplex heiBt eine (krumme) Zellenzerlegung des krummen Poly- 
eders Ist ffd eine ^-dimensionale krumme Zellenhülle, so heiBt 
die Punktmenge (K. eine krumme w-dimensionale Zelle oder kurz ein 
n-dimensionales Elément. 

Offenbar kônnen die krummen Polyeder einfach als topologische 
Ràume definiert werdeny die den Euklidischen Polyedern homôomorph 
sind. Unter den krummen Polyedern sind die krummen Zellen als topo- 
logische RaumCy die konvexen Zellen homôomorph sind, ausgezeichnet. 

Beispiele krummer Komplexe des R^ sind auf den beigefügten Ab- 
bildungen 9a— e gegeben. 


1 Kap. I, § 2, Nr. 13 . 
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Unter den n-dimensionalen krummen Polyedern sind neben den 
w-dimensionalen Elementen die n-dimensionalen sphàrischen Mannig- 
faltigkeiten, d. h. die topologischen Bilder der (vgl. Kap. I, § 1, Nr. 9, 
Beispiel) besonders zu erwâhnen. In Fâllen, wo keine MiBverstândnisse 
zu erwarten sind, werden auch allgemeine w-dimensionale sphârische 
Mannigfaltigkeiten mit 5” bezeichnet. Um zu zeigen, daB die sphàrischen 
Mannigfaltigkeiten tatsàchlich krumme Polyeder sind, genügt es, diese 
Behauptung für die S" selbst, also für die Einheitssphâre S^[o, 1) des 
zu beweisen. Man erhâlt aber eine Zellenzerlegung der Einheits- 
sphâre, wenn man in ihrem Innern (d. h. in der sphàrischen Umgebung 
r7(o, 1), wobei o der Koordinatenanfang des ^ ist) eine (w + 1)- 
dimensionale konvexe Zelle nimmt und ihren Rand auf die S^{o, 1) 



Abb. 9 a — e. 


aus einem inneren Punkt von projiziert. Die auf diese Weise er- 

hâltlichen Zellenzerlegungen der (und diejenigen, die aus ihnen 
mittels Homôomorphie auf beliebige sphârische Mannigfaltigkeiten 
übergetragen werden) sind die einzigen, die im folgenden unter Zellen- 
zerlegungen der (bzw. einer sphàrischen Mannigfaltigkeit) gemeint 
werden. Liegt insbesondcre der Rand von ^ ^ in einer simplizialen 
Zerlegung vor (d. h. sind die Seiten von ^ Simplexe — man denke 
etwa an ein Tetraeder [Abb. 9c], Oktaeder oder Ikosaeder), so ent- 
steht durch Projektion eine (krumme) Simplizialzerlegung der S^. 

Bemerkung I. Einem und demselben krummen Komplex £^ent- 
sprechen vermôge der Définition eines krummen Komplexes verschie- 
dene, jedoch (der Leser beweise es!) notwendig isomorphe Eukli- 
dische Komplexe K ; die Dimensionszahl von K heiBt auch die Dimensions- 
zahl von (K- Diese Dimensionszahl ist eindeutig bestimmt, denn nach 
§ 1, Nr. 3, Satz I haben zwei isomorphe Euklidische Zellenkomplexe 
dieselbe Dimensionszahl. 
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Bemerkung IL Der berühmte Brouwersche Satz über die In- 
varianz der DimensionszahB lehrt, daB zwei Euklidische Polyeder ver- 
schiedener Dimensionszahlen nicht homôomorph sein kônnen; somit 
kann auch ein und derselbe topologische Raum unmôglich zwei Poly- 
edern verschiedener Dimensionszahlen homôomorph sein. Dadurch ist 
die Dimensionszahl auch für jedes krumme Polyeder eindeutig be- 
stimmt: unter der Dimensionszahl eines krummen Polyeders 9 ver- 
steht man die Dimensionszahl einer unter seinen krummen Zellen- 
zerlegungen oder, was dasselbe ist, die Dimensionszahl eines beliebigen 
Euklidischen Polyeders, dem das krumme Polyeder 9 homôomorph ist. 

Bemerkung III. Liegt eine w-dimensionale krumme Zelle vor, 
d. h. ein topologischer Raum, der einer w-dimensionalen konvexen Zelle 
homôomorph ist, so hat es keinen Sinn, von den Seiten von 
zu sprechen, denn man weiB nicht, ob man E^ als topologisches Bild 
eines Simplexes, eines Würfels oder einer Vollkugel auffassen soll. Da- 
gegen hat es klaren Sinn, von den Seiten einer krummen ZeUen- 
hülle zu sprechen. Ans analogen Gründen lassen sich die ,,simplizialen 
Zellen'' nur als Spezialfall der krummen Zellenhüllen, nicht als 
Spezialfall der ^i-dimensionalen Elemente definieren^. 

Da die Euklidischen Polyeder einen Spezialfall der krummen Poly- 
eder bilden, kann man auch von krummen Zellenzerlegungen eines 
Euklidischen Polyeders sprechen; offenbar gilt dabei folgendes: Sind 
ein krummes Polyeder 9 und irgendein ihm homoomorphes Euklidisches 
Polyeder P gegehen, so ist jede krumme Zellenzerlegung von 9 einer {im 
allgemeinen ebenfalls krummen) Zellenzerlegung von P isomorph. Anderer- 
seits ist aber jede krumme Zellenzerlegung von 9 einem Euklidischen 
KompleXy d. h, einer ,, Euklidischen'' Zellenzerlegung eines {passend ge- 
wàhlten) mit 9 homôomorphen Euklidischen Polyeders isomorph, Man 
kann also die Gesamtheit der kombinatorischen Typen verschiedener 
krummer Zellenzerlegxxngen eines krummen Polyeders 9 auf jede der bei- 
den folgenden Weisen definieren : a) als krumme Zellenzerlegungen irgend- 
eines beliebig gewahlten mit 9 homôomorphen Euklidischen Polyeders 
P; b) als Euklidische Zellenzerlegungen verschiedener mit 9 homôo- 
morpher Euklidischer Polyeder. 

Dagegen kennen wir bis heu te keinen rein kombinatorischen, d. h. 
von Stetigkeitsbegriffen freien „Àquivalenzbegriff‘‘, der die folgende 

^ Vgl. wegen verschiedener Beweise: Kap. VIII, § 4 , Nr. 2 ; Anhang zum 
Kap. IX. Kap. IX. § 2 , Nr. 3. 

2 Man kônnte sich auch auf einen anderen Standpunkt stellen und ein w-dimen- 
sionales Elément mit einer gegehenen topologischen Abbildung auf eine feste konvexe 
Zelle als krumme Zelle definieren. Die so erhaltenen krummen Zellen würden 
einen Spezialfall von ,,stetigen Zellen** (vgl. Kap. VIII, § 5) bilden. Dieser Begriff 
ist logisch komplizierter als der hier eingeführte Begriff der krummen Zellenhülle, 
denn er erfordert eine besondere Gleichheitsdefinition. Für die Zwecke des gegen- 
wârtigen Kapitels ist diese weitere Verallgemeinerung des Zellen begriffes überflüssig. 
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Eigenschaft hâtte: Zwei Koniplexe sind dann und nur dann einander 
„àquivalent‘S wenn sie (krumme) Zellenzerlegungen desselben Eukli- 
dischen Polyeders darstellen. Die sog. ,,Hauptvermutung der kom- 
binatorischen Topologie*' behauptet zwar, daB je zwei krumme Zellen- 
zerlegungen eines Polyeders isomorphe Unterteilungen besitzen, sie 
ist aber bis jetzt sogar für endliche Komplexe unbewiesen geblieben^. 

8 Trotzdem erobern die kombinatorischen Methoden immer grôBere 
Gebiete der topologischen Wissenschaft. Ihre Anwendbarkeit beruht 
darauf, daB sehr viele topologische Eigenschaften eines Polyeders sich 
auf kombinatorische Eigenschaften seiner Simplizialzerlegungen zurück- 
führen lassen^. Eine analoge Zurückführung gilt dabei nicht nur für 
Polyeder, sondern für eine auBerordentlich weitumschriebene Klasse 
geometrischer Gebilde, nâmlich für aile kompakten metrischen Râume. 
Um anzudeuten, worum es sich handelt, führen wir folgende Définition ein. 

Définition. Es hege ein endliches oder abzàhlbares Mengen- 
system © von einer endlichen Ordnung r + 1 (Kap. I, § 2 , Nr. I3) und 
ein simplizialer Komplex K von der Eigenschaft vor, daB die Eck- 
punkte a von K den Elementen des Mengensystems © eineindeutig zu- 
geordnet sind, und zwar so, daB gewisse (beliebig gewâhlte) Eckpunkte 
^1, . . . , von K dann und nur dann das Eckpunktgerüst eines (Grund- 
oder Neben-) Simplexes von K bilden, wenn die ihnen entsprechenden 
Mengen des Systems © einen nicht leeren Durchschnitt haben. Un ter 
diesen Bedingungen sagt man, daB der (bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmte) Komplex K der Nerv des Mengensystems © ist. 

Dem Zusatz I zum Satz II des gegenwârtigen Paragraphen kônnen 
wir jetzt die folgende prâgnante Form geben: 

Jeder lokal-endliche simpliziale Komplex ist der Nerv des Systems 
seiner baryzentrischen Sterne^, 

1 Soeben ist in den Monatsheften f. Math, und Phys. 42 eine Arbeit von 
Nôbeling erschienen, die dem Beweis der Hauptvermutung im Falle der Mannig- 
faltigkeiten gewidmet ist. 

2 Diese Nummer ist nur als Ausblick auf die mengen theoretischen Anwen- 
dungen der Begriffsbildungen der kombinatorischen Topologie gedacht. Diese 
Anwendungen selbst werden im zweiten Bande dargestellt. Die Kenntnis des 
Inhalts dieser Nummer wird nirgends im Bûche vorausgesetzt. 

* Stellt man sich auf den Standpunkt der allgemeinen Théorie der topolo- 
gischen (insbesondere auch der diskreten) Ràume (vgl. § 1, Nr. 8 und den dor- 
tigen Hinweis auf Kap. I), so liegt eine stetige Abbildung h des Polyeders P == K 
auf seine Simplizialzerlegung K vor (letztere als diskreter Raum aufgefaBt). Die 
Topologie von P wird mit der Topologie des diskreten Raumes K dur ch x in 
Verbindung gebracht; auf die Untersuchung der so gewonnenen Beziehung kommt 
es in der kombinatorischen Topologie der Polyeder an. Die kombinatorischen 
Methoden in allgemeineren topologischen Theorien lassen sich letzten Endes so 
fassen, daB gewisse diskrete „Hilfsrâume“ zu dem gegebenen Kompaktum in 
Beziehung gebracht werden. Ein Spezialfall dieser Auffassung der Dinge wird 
in den folgenden Zeilen andeutungsweise besprochen. 

* Diese Tatsache bildet die Grundlage vieler Betrachtungen des Kapitels IX. 
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Nun làBt jeder kompakte metrische Raum beliebig feine endliche 
(abgeschlossene oder offene) Überdeckungen zu. Wenn man die Nerven 
dieser Überdeckungen betrachtet, so erhâlt man eine Folge von Kom- 
plexen, die den Raum auf eine ganz bestimmte, hier nicht nâher zu 
erôrternde Weise approximieren^ . Die Môglichkeit eines solchen Appro- 
ximationsverfahrens ergibt auch die Môglichkeit einer Übertragung kom- 
binatorischer Methoden auf die Topologie der kompakten metrischen 
Râume, also auf die topologische Untersuchung von sehr allgemeinen 
geometrischen Gebilden. Es sei aber sogleich erwâhnt, daB bei einer 
solchen Übertragung der Begriff eines Komplexes in einem viel ab- 
strakteren Sinne auftritt als in unserer bisherigen Darstellung: Der 
Komplex wird immer mehr zu einem abstrakten Schéma, zu einem 
Gesetz, das lediglich dazu dient, die Heftungen der einzelnen Ele- 
mente d. h. der Simplexe des Komplexes — zu bestimmen. Die 
Natur dieser Elemente — ob sie „gerade'' oder ,,krumm'' sind — ist 
uns bei dieser Auffassung der Dinge vôllig gleichgültig : Ailes was uns 
an einem Komplex interessiert, liegt schon in dem System seiner Eck- 
punkte und in der Verteilung derselben auf die Eckpunktgerüste seiner 
einzelnen Simplexe vor^. 

Man kommt auf diese Weise zum Begriff eines abstrakten Komplexes : 
Ein solcher entsteht, wenn man seine Eckpunkte angibt, mit der Vor- 
schrift, nach der Eckpunkte zu Eckpunktgerüsten von (abstrakten) 
Simplexen des Komplexes vereinigt werden. Das jeweilige Simplex 
selbst bleibt dabei undefiniert — am einfachsten identifiziert man es 
mit seinem Eckpunktgerüst. Auch die einzelnen Eckpunkte soUen be- 
liebige Gegenstânde sein, Elemente einer Menge, die der Eckpunkt- 
bereich der betreffenden topologischen Théorie heiBt. Auf diesen Stand- 
punkt stellen wir uns im nâchsten Kapitel; wir bauen ihn konsequent 
und von Anfang an aus; wir werden dabei die Bezeichnung ,,abstrakter“ 
Komplex vermeiden, denn diese abstrakten Komplexe enthalten ja die 
bisherigen ,,konkreten‘‘ simplizialen Euklidischen Komplexe als einen 
Spezialfall; vielmehr werden wir einfach von absoluten Komplexen des ge- 
gebenen Eckpunktbereiches sprechen — absolut zum Unterschied von den 
,,algebraischen‘‘ Komplexen, die ebenfalls im nâchsten Kapitel definiert 
werden sollen und mit dem uns bisher bekannten Komplexbegriff zu- 
nâchst nur wenig zu tun haben. 

4 . Als Mittelpunkt einer ins Prinzipielle gerichteten topologischen 
Untersuchung scheinen die Polyeder ziemlich wenig geeignet: sie sind 
einerseits zu allgemein, andererseits zu speziell. Zu allgemein, wenn 

1 Dieses Approximations verfahren wird im zweiten Bande eingehend dar- 
gestellt. 

2 Es ist dies übrigens nur eine Vertiefung der elementaren Tatsache, daB die 
Euklidischen Simplexe und ihre Eckpunktgerüste einander eineindeutig ent- 
sprechen. 
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man diejenigen Gebilde im Auge hat, die bis jetzt die schonsten 
Früchte geometrischer Forschung gebracht haben und uns die ver- 
lockendsten und schwierigsten Einzelprobleme stellen — denn diese 
Gebilde sind innerhalb der Topologie zweifellos die Mannigfaltigkeiten^, 
also gewisse spezielle Polyeder. Zu speziell, wenn man eine systema- 
tische und in sich begrifflich abgeschlossene Théorie der geometri- 
schen Gestalt als Ziel betrachtet; denn seitdem die Mengenlehre nun 
einmal da ist, kann man dieses Ziel gewiB nicht eher erreichen als 
nach Heranziehung wenigstens der abgeschlossenen Mengen der ge- 
wôhnlichen Koordinatenrâume. Ungeachtet dieses Sachverhaltes führt 
gerade die Polyedertopologie zur Aufstellung von Begriffen, die einer- 
seits für die Untersuchung speziellerer Fragestellungen eine unentbehr- 
liche Grundlage bilden, andererseits aber die gegenwârtig fruchtbarsten 
Methoden einer allgemeinen topologischen Raum- und Abbildungs- 
theorie liefern. Es sind dies der Komplexbegriff und die Begriffc, die 
aus diesem durch Eingreifen algebraischer Begriffsbildungen ent- 
stammen. Sie sollen in dem nâchsten Kapitel untersucht werden. Um 
aber den leitenden Faden nicht zu verlieren, muB man eins beachten: 
Wir entnehmen die Grundbegriffe aller weiteren Ausführungcn dem 
konkreten und am Zufâlligen haftenden Material der Polyeder, lassen 
sie dann die lâuternde Wirkung der stârksten Abstraktion erfahren, 
um ein Werkzeug zu erhalten, welches nachher wiederum auf die kon- 
krete geometrischc Wirklichkeit — im aUgemeinen wie im speziellen — 
angewendet werden soll, und allen Anforderungen, die eine solche An- 
wendung stellt, auch wirklich gewachsen ist. 


Viertes Kapitel. 

Eckpunkt- und Koeffizientenbereiche. 

§ 1. Eckpunktbereiche. Absolute Komplexe. 

1 . Eckpunktbereiche und absolute Simplexe. Euklidischer Eckpunkt bereich. 

2. Absolute Komplexe. Teilkomplexe eines Komplexes. — 3 . Dimensions- 
zahl ; Endlichkeit. — 4 . Der von einem Komplex erzeugte Eckpunktbereich. 

— 5 . Isomorphie von Eckpunktbereichen und Komplexen. — 6 . Einbettungs- 
satz. — 7 . Der Eckpunktbereich eines metrischen Raumes. — 8 . Spezial- 
fall des jR". ~ 9 . Der Eckpunktbereich einer offenen Menge des i?”. — 
10 . Der Nerv eines Mengensystems. — 11 . Réalisation des Nerven eines 
endlichen Mengensystems. 

§ 2. Orientierung. Algebraische Komplexe. Randbildung. 

1 . Orientierte Simplexe. — 2. Orientierte Komplexe. -- 3 . Ganzzahlige 
Komplexe. — 4 . Der Rand eines orientierten Simplexes. — 5 . Bemerkungen. 

— 6. Anwendung auf Orientierungcn im R". — 7 . Der Rand eines ganz- 
zahligen Komplexes. ~ 8. Beispiele. — 9 . Koeffizientenbereiche. Alge- 
braische Komplexe. — 10. Koeffizientenringe. — il. Die wichtigsten Koef- 


1 Vgl. Kap. X, § 3 , Nr. 10. 
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fizientenbereiche. — 12. Bemerkungen : Komplexe mod 2. — 13. Die 

Gruppen L^(E) und L^^(E). — 14. Spezialfall eines absoluten Komplexes. 

— 15. Der Rand eines algebraischen Komplexes. 

§ 3. Simpliziale Abbildungen. 

1. Définition. Die simplizialen Bilder algebraischer Komplexe. — 2. Abbil- 
dungen absoluter Komplexe. — 3. Abbildungen in ein Simplex. — 4. Spezial- 
fâlle. — 5- Simpliziale Abbildungen von Euklidischen Komplexen und Poly- 
edern. — 6. Bemerkung tiber den Fall mod 2. — 7. Erhaltung des Randes 
bei simplizialen Abbildungen. 

§ 4. Zyklen. Homologie. 

1. Formeln für den Rand. — 2. Zyklen. — - 3. Simpliziale Abbildungen von 
Zyklen. — 4. Verschiedene Eckpunktbereiche. — 5* Rànder sind Zyklen. 

— 6. Zyklen des absoluten Simplexrandes. — 7. Berandungsfàhigkeit. 

Kegelkonstruktion. — 8. Berandung (Homologie). Homologieklassen. — 
9. Doppelter Koeffizientenbereich. — 10. Schwache und starkc Beran- 

dung. Randteiler. Homologie mit Division. — 11. Simpliziale Abbildungen 
der Rànder. — 12. Bemerkung über Eckpunktbereiche. — 13. Homologien 
w-dimensionaler Zyklen in w-dimensionalen Komplexen. — 14. Relativzyklen 
und Rclativberandungen. 

% 5. Zusammenhangsbegriffe. 

1. Der gewôhnliche Zu.sammenhangsbegriff für Komplexe. — 2. Komponen- 
ten. — 3. Beziehungen zwischen dem Zusammenhang von K und dem von 
K — 4. Komponenten und algebraische Komplexe. — 5- Zusammenhang 
und nulldimensionale Zyklen. — 6. Starker Zusammenhang. — 7. Regulàrer 
Zusammenhang. - 8. Regulàre Komponenten. — 9. Orientierbarkeit und 

Orientierungen eines regulâr zusammenhângenden Komplexes. — 10. Der 
Hauptsatz über regulâr zusammenhàngende Komplexe. — 11. Pseudo- 

mannigfaltigkeiten. — 12. EuklidLsche w-dimensionale Komplexe im R”. 
6. Spezielle Komplexe. 

1. Anwendung der Kegelkonstruktion aus § 4, Nr. 7. — 2. Zylinderkon- 
struktion. — 3. Anwendung auf Zyklen im R”. — 4. Prismenkonstruktion. 

— 5. i/-Simplexe. — 6. Monozyklische Komplexe. — 7. H-Sphàren. — 

8. Drei Eigenschaften eines Komplexes relativ zu einem Teilkomplex. — 

9. Simplexartige Komplexe. — 10. Zwei spezielle Klassen simplexartiger 
Komplexe. 

§ 1. Eckpunktbereiche. Absolute Komplexe. 

1. Eckpunktbereiche und absolute Simplexe. E sei eine Menge 
von irgendwelchen Elementen, die Eckpunkte heiBen; in ihr seien ge- 
wisse endliche Teilmengen ausgezeichnet — die Gerüste\ dabei soll 
jede Teilmenge eines Gerüstes selbst ein Gerüst sein. Unter diesen Be- 
dingungen heiBt die Menge E ein Eckpunktbereich, 

Jedem Gerüst 

(1 ) ^ 0 1 f • • • t 

sei eineindeutig ein gewisser Gegenstand zugeordnet: das von dem Ge- 
rüst (1) aufgespannte {absolute) Simplex] insbesondere kann dieser 
Gegenstand auch das Gerüst (1) selbst sein. Die leere Menge ist als 
Teilmenge jedes Gerüstes selbst ein Gerüst; sie spannt das leere Sim- 
plex auf. 
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Das vom Gerüst (1) aufgespannte absolute Simplex wird mit 

( 2 ) 

bezeichnet; es wird auch das (absolute) Simplex mit den Eckpunkten 
Uq, genannt. Sodann ist (1) das Eckpunktgerüst des Sim- 

plexes (2). 

Die um 1 verminderte Anzahl der Eckpunkte eines Simplexes heiBt 
seine Dimensionszahl] in unserem Falle ist also (2) ein n-dimensionales 
Simplex. Das leere Simplex hat die Dimensionszahl —1 . Ein w-dimen~ 
sionales absolûtes Simplex wird gewôhnlich mit \x^\ (oder |y^| usw.) 
bezeichnet : 

(3) . «ni- 

Jede Teilmenge von (1) ist ein Gerüst; das entsprechende Simplex 
heiBt eine Seite von (2). Insbesondere ist das Simplex (2) selbst seine 
einzige n-dimensionale Seite \ für jedes r, gibt es offenbar 

/w + i \ __ {n + \ )n ... (w + 1 — r) 

U + 1 j r.2-...-(r + r) 

f-dimensionale Seiten; auBerdem gibt es die leere oder (— i)“dimen~ 
sionale Seite. Die (-1)- und die w-dimensionale Seite eines w-dimen- 
sionalen Simplexes heiBen seine uneigentlichen Seiten. 

Wenn zwei Simplexe eine Anzahl gemeinsamer Eckpunkte haben, 
haben sie auch die von diesen Eckpunkten aufgespannte Seite gemein- 
sam; unter den gemeinsamen Seiten zweier Simplexe gibt es eine, die 
die grôBte Dimensionszahl hat; das ist die Seite, die von allen gemein- 
samen Eckpunkten der beiden Simplexe aufgespannt wird. Man sagt, 
daB die beiden Simplexe làngs dieser Seiten aneinanderschlielien. Haben 
zwei Simplexe keinen gemeinsamen Eckpunkt, so ist die leere Seite 
ihre einzige gemeinsame Seite. 

Beispiel. E sei die Menge aller Punkte des 7?^, in der die linear- 
unabhângigen Punktsysteme (Anh. II, § 1, Nr. i) als Gerüste erklârt 
sind. Dieser Eckpunktbereich heiBt der Euklidische Eckpunktbereich 
des R^. Unter seinen absoluten Simplexen versteht man immer die von 
den betreffenden Eckpunkten aufgespannten Euklidischen Simplexe^. 

2. Absolute Komplexe. Teilkomplexe eines Komplexes. Eine 
Menge K von Simplexen des Eckpunktbereiches E heiBt ein àbsoluter 
Komplex dieses Eckpunktbereiches, wenn folgende Bedingungen erfüllt 
sind: 

{Aq) Ein Eckpunkt (des Eckpunktbereiches E) gehôrt hôchstens end- 
lich-vielen Simplexen von K als Eckpunkt an, 

(B) Ist \x\c.K und | y | Seite von \x\y so ist auch | y | c üC . 

Bemerkung. Aus der Bedingung folgt sofort die nur scheinbar 
schârfere Bedingung 


1 Kap.III, § 1, Nr. 1. 
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{A^) Jede nicMleere Seite eines Simplexes von K gehôrt nur zu end- 
lich-vielen Simplexen von K. 

Diejenigen Simplexe von K, die nicht Seiten hôherdimensionaler 
Simplexe von K sind, heiBen die Grundsimplexe oder die Grundelemente 
des Komplexes K. Die echten Seiten der Grundsimplexe von K heiCen 
Nebensimplexe oder N ebenelemente von K. 

Ist eine Menge K' von Simplexen | Xi \ des Eckpunktbereiches E 
mit der Endlichkeitsbedingung Af^ gegeben, so verstehen wir unter 
dem ,,Komplex der |:ïil“ Menge der |A;i[ und ihrer Seiten. Ist K' 
Teilmenge des Komplexes K, so heiBt K' ein absoluter Teilkomplex von 
K, und zwar ein eckter Teilkomplex, wenn es mindestens ein (Grund- 
oder Neben-) Simplex von K gibt, welches nicht Simplex von K' ist. 

3. Haben die Dimensionszahlen der Simplexe von K ein endliches 
Maximum n, so heiBt K endlich-, und zwar «-dimensional. Die Zahl n 
heiBt die Dimensionszahl des Komplexes K. 

Wir werden im folgenden ausschliefilich endlich-dimensionale Kom- 
plexe betrachten, so dafi das Adjektiv ,,endlich-dimensional'‘ als über- 
flüssig immer fortbleiben wird. 

Ferner werden wir stets (bis auf eine einzige Ausnahme in Nr. 10) 
stillschweigend voraussetzen, daB K aus hôchstens abzàhlbar-vielen Sim- 
plexen besteht. Der weitaus wichtigste FaU ist sogar der eines endlichen 
(d. h. aus endlich-vielen Simplexen bestehenden) Komplexes. Offenbar 
wird durch jede endliche Menge von Simplexen \ x^ \ des gegebenen Eck- 
punktbereiches ein solcher Komplex definiert, denn die Bedingung (Aq) 
sowie die Voraussetzung der endlichen Dimensionszahl ist in diesem 
Falle von selbst erfüllt. Unter den endlichen Komplexen ist auch der 
leere Komplex — als leere Menge von absolut en Simplexen — enthalten. 
Der leere Komplex wird mit 1 0 1 bezeichnet. Er hat keine Dimensions- 
zahU. 

Ein absoluter Komplex heiBt homogen-dimensional, wenn aile seine 
Grundsimplexe die gleiche Dimensionszahl haben. 

Bemerkung. Der Buchstabe K (evtl. mit verschiedenen Indices, 
Strichen u. dgl. versehen) wird im folgenden ausschlieBlich für absolute 
Komplexe gebraucht. Ein «-dimensionaler absoluter Komplex wird in 
Fâllen, in denen es auf seine Dimensionszahl ankommt, mit K” be- 
zeichnet. 

Beispiel. Die absoluten endlichen Komplexe des Euklidischen 
Eckpunktbereiches des sind beliebige der Bedingung {B) von Nr. 2 

^ Es wâre unlogisch, dem leeren Komplex die Dimensionszahl — 1 zuzu- 
schreiben, denn dann müBte —1 die grôÛte Zahl sein, die als Dimensionszahl 
eines Simplexes von | o| auftritt; die Menge dieser Simplexe, also auch ihrer Dimen- 
sionszahlen ist jedoch leer, so daû es unter den erwâhnten Dimensionszahlen 
weder eine grôBte noch eine kleinste gibt. Unter allen absoluten Komplexen ist 
nur einer ( — l)-dimensional: das ist der Komplex, der als einziges Elément das 
leere Simplex enthâlt; dieser Komplex ist aber nicht leer! 
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gentigende, endliche Mengen von Euklidischen Simplexen; sie enthalten 
also die Euklidischen endlichen simplizialen Komplexe (wie wir sie in 
Kap. III, § 1, Nr. 5, definiert haben) als Spezialfall. Abb. 10 zeigt einen, 
ans vier Strecken bestehenden Komplex des Euklidischen Eckpunkt- 

oa^ bereiches der Ebene R^, Abb. 11 
einen Euklidischen Komplex. 

Bezüglich des Euklidischen Eck- 

A punktbereiches des machen wir 
noch folgende terminologische Be- 
merkung. Ein absolûtes Simplex 
dieses Eckpunktbereiches kônnen 
wir sowohl mit \x\ als auch — im 
^ ^ Sinne von Kap. III, § 1, Nr. 4 — 

Abb. 10. Abb. 11. • . ~ -, ttt- i m , i 

mit X bezeichnen. Wir schreiben \x\, 
wenn wir das Euklidische Simplex in erster Linie als Elément eines 
Komplexes (z. B. des aus diesem Simplex und seinen Seiten bestehen- 
den Komplexes) betrachten. Dagegen schreiben wir x immer dann, 
wenn wir das betreffende Simplex als eine Punktmenge (ein Polyeder) 
auffassen. (Diese logische Unterscheidung ist àhnlich wie die folgende: 
man kann eine Gerade einerseits als Elément eines Büschels und anderer- 
seits als Menge ihrer Punkte betrachten.) 

4. Der von einem Komplex erzeugte Eckpunktbereich. Es sei ein 
absoluter Komplex K irgendeines Eckpunktbereiches gegeben. Man kann 
dann offenbar die Menge aller Eckpunkte des Komplexes K als einen Eck- 
punktbereich E (K) erklâren : die Gerüste bzw. die Simplexe von E {K) 
sind einfach die des Komplexes K. Der Eckpunktbereich E[K) heiBt 
der vom Komplex K erzeugte Eckpunktbereich. Seine absoluten Kom- 
plexe sind offenbar die absoluten Teilkomplexe des Komplexes K 
(Nr. 2). Besteht K aus einem einzigen Grundelement |a;| und dessen 
Seiten, so schreiben wir E\x\ anstatt E[K). 

5. Isomorphie von Eckpunktbereichen und Komplexen. Zwei 
Eckpunktbereiche E und E' heiBen isomorph, wenn man die Eckpunkte 
des einen den Eckpunkten des anderen derart eineindeutig zuordnen 
kann, daB dabei auch sâmtliche Gerüste des einen Bereiches den Ge- 
rüsten des anderen Bereiches entsprechen. 

Zwei absolute Komplexe heiBen isomorph, wenn die von ihnen er- 
zeugten Eckpunktbereiche isomorph sind. 

Bemerkung. Wie leicht ersichtlich, steht dieser Isomorphiebegriff 
mit dem in Kap. III, § 1, Nr. 3, eingeführten in Einklang. 

6. Einbettungssatz. Jeder n-dimensionale absolute Komplex K^ ist 
einem Euklidischen Komplex des 1 1 isomorph^. 


^ Laut der Verabredung von Nr. 3 ist als ein endlicher oder abzàhlbarer 
Komplex vorausgesetzt. 
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Dieser Satz gibt uns die Môglichkeit, uns beim Studium allgemeiner 
Komplexe auf die Euklidischen Komplexe der Euklidischen Râume zu 
beschrànken. 

Sein Beweis ist eine Wiederholung des Beweises von Satz IV in 
Kap. III, § 2, Nr. 7. 

7. Beispiele von Eckpunktbereichen. Bisher haben wirkennengelernt : 

a) den Euklidischen Eckpunktbereich des (Nr. 1); 

b) den von einem absolut en Komplex erzeugt en Eckpunkt- 
bereich (Nr. 4). 

Daneben sind die folgenden weiteren Eckpunktbereiche von Wich- 
tigkeit. 

c) Der Eckpunktbereich eines metrischen Raumes R, Er 
entsteht dadurch, daü die Punkte des Raumes R als Eckpunkte erklârt 
werden und unter einem Gerüst jede endliche Punktmenge von R ver- 
standen wird. Die den Gerüsten zugeordneten Simplexe sollen die 
Gerüste selbst sein. Sie sollen Simplexe von R (oder in R) heiBen. 
Der so definierte Eckpunktbereich heiBt der Eckpunktbereich von R. 
Seine Komplexe heiBen die (absoluten) Komplexe in R. 

Bis jetzt wurde die Voraussetzung, daB R ein metrischer Raum, ja 
überhaupt ein Raum in irgendeinem Sinne ist, gar nicht benutzt — die 
obige Définition gilt für jede Menge R. Die Metrik von R spielt erst 
dann hinein, wenn man die sog. e-Eckpunktbereiche betrachtet, die 
im Eckpunktbereich von R enthalten sind — - man erhâlt diese, wenn 
man unter den Gerüsten des Eckpunktbereiches von R nur solche bei- 
behâlt, die — als endliche Punktmengen des metrischen Raumes R — 
einen Durchmesser de haben. Die Simplexe des Eckpunktbereiches 
von R heiBen e-Simplexe, die Komplexe die e-Komplexe von R, 

8. Bei dieser Définition sollen die Simplexe von R mit ihren 
Gerüsten identifiziert sein. Wenn aber (was hâufig der Fall ist) der 
metrische Raum R als abgeschlossene Punktmenge eines Euklidischen 
Raumes R^ erklârt ist, so empfiehlt es sich ofters, bei derselben Défi- 
nition der Gerüste (insbesondere auch der e- Gerüste) die Simplexe als 
die von diesen Gerüsten aufgespannten geometrischen Simplexe des betref- 
fenden R^ zu definieren. (Ein geometrisches Simplex braucht nicht Eukli- 
disch, d. h. seine Eckpunkte brauchen nicht linear-unabhângig zu sein^.) 

9. Dagegen definiert man den 

d) Eckpunktbereich einer offenen Menge GaR^ auf eine 
andere Weise. Die Eckpunkte des zu konstruierenden Eckpunkt- 
bereiches E(G c: R^) sind wieder die Punkte von G, Als Gerüste werden 
jedoch endliche Punktmengen von G dann und nur dann zugelassen, 
wenn die von ihnen aufgespannten geometrischen Simplexe in G liegen. 
Diese geometrischen Simplexe werden dann naturgemâB als die zum 


1 Vgl. Anhang II, §§ 1 und 3- 
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Eckpunktbereich E [G c: gehôrenden Simplexe definiert. Die Kom- 

plexe des Eckpunktbereiches £ (G c: £”) heiBen die Komplexe in G 
oder die in G liegenden Komplexe^. 

Ist insbesondere G = 2?”, so liefert die soeben gegebene Définition 
die ,, Komplexe des (man erhâlt sie auch durch Anwendung der 
Définition von Nr. 7 c auf den Fall 2? = unter Berücksichtigung von 
Nr. 8). Unter ihnen sind als Spezialfâlle die Komplexe des Euklidischen 
Eckpunktbereiches enthalten (deren Simplexe sind Euklidisch). 

10, Der Nerv eines Mengensystems^. Ein wichtiges Beispiel eines 
durchaus abstrakt definierten Eckpunktbereiches ist 

e) der Eckpunktbereich eines Mengensystems : Man denke 
sich ein Mengensystem dessen Elemente nichtleere Teilmengen 
einer festen Menge M sind. Die Mengen — oder irgendwelche 
ihnen eineindeutig zugeordnete Gegenstànde — nennen wir Eckpunkte^ ] 
ein endliches System von diesen Eckpunkten bildet dann und nur 
dann ein Gerüst, wenn die betreffenden Mengen einen nicht leeren 
Durchschnitt haben. Diesen Gerüsten seien irgendwie Simplexe zuge- 
ordnet — am einfachsten wohl dadurch, daB die Gerüste selbst als 
Simplexe definiert werden. Offenbar ist jede Teilmenge eines Ge- 
rüstes wieder ein Gerüst, so daB wir einen Eckpunktbereich 2?(@) 
vor uns haben. 

Wichtig wird dieser Eckpunktbereich allerdings erst dann, wenn 
das Mengensystem ® gewissen zusâtzlichen Bedingungen genügt, nâm- 
lich den folgenden: 

a) Eine Menge des Systems © kann nur mit endlich-vielen Mengen 
dieses Systems gemeinsame Punkte haben; 

P) das System © hat eine endliche Ordnung r + 1 (Kap. I, § 2, 
Nr.13). 

Wie wirken sich die beiden Bedingungen oc) und p) in der Struktur 
des Eckpunktbereiches £(©) aus? Die Bedingung a) bedeutet offenbar 
nichts anderes, als daB jeder Eckpunkt zu hôchstens endlich-vielen 
eindimensionalen — also überhaupt nur zu endlich-vielen Gerüsten ge- 
hôrt. Die Bedingung /3) besagt andererseits, daB es in unserem Eck- 
punktbereich zwar r-dimensionale, aber keine (r+ 1)-dimensionalen Sim- 
plexe gibt. Man sieht also, daB wegen a) die Menge aller Simplexe des 
Eckpunktbereiches E (©) einen Komplex N (©) bildet, und daB wegen jS) 


^ Man kônnte natürlich nicht nur ftir eine offene, sondern ftir eine beliebige 
Punktmenge M C i?" in genau derselben Weise den Eckpunktbereich E (M CZ i?") 
und mit ihm die in M liegenden Komplexe definieren. Es zeigt sich aber, daÛ 
diese Konstruktion nur im Falle offener Mengen G Œ Anwendung beim Stu- 
dium der betreffenden Mengen findet. 

2 Vgl. Kap. III, § 4, Nr. 3- 

2 Man kann z. B. jeder Menge als Eckpunkt eins unter ihren Elementen, 
oder den Index, mit dem sie gekennzeichnet ist, od. dgl. zuordnen. 
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dieser Komplex die endliche DimensionszaM r hat, Der Komplex JV(©) 
heiBt der Nerv des Mengensy stems <B. 

Beispiel. Jeder en^che Euklidische Komplex kann als Nerv des 
Systems seiner baryzentrischen Sterne betrachtet werden (vgl. Kap III 
§ 4, Nr. 3). ’ 

11. Réalisation der Nerven eines endlichen Mengensystems. Der 

f ür uns wichtigste F aU ist der, in dem das Mengensystem © = M,} 

aus endlich-vielen nicht leeren Teilmengen einer gegebenen Punktmenge 
eines topologischen Raumes R besteht, Der Nerv eines solchen Mengen- 
systems ist also ein endlicher Komplex N{<S>). 

Es seien a^, a^, . . die den Mengen M^, . . M, zugeordneten 
Eckpunkte von N (©). Wenn die Eckpunkte und Simplexe von iV(©) zu 
einem festen Eckpunktbereich E gehôren, so sagt man, daB der Nervin E 
realisiert ist. FallsE der Eckpunktbereich eines metrischen, insbesondere 
aber eines Euklidischen Raumes R" ist, spricht man schlechtweg von einer 
Réalisation der Nerven im hetreffenden Raume. Wenn schlieBlich jeder Eck- 
punkt Punkt der Menge bzw. einer in jedem einzelnen FaUe eigens 
zu bestimmenden Umgebung dieser Menge (in bezug auf den Raum R) 
ist, so heiBt der Nerv in © bzw. in der Nàhe von © realisiert. 

In diesem Bande wird nur der Fall betrachtet, daB aile Teil- 
mengen eines festen R” sind ; man wird dann die Bemerkung der Nr. 8 
berücksichtigen : es ist dann nâmlich zweckmâBig, als Simplexe des 
in bzw. in der Nâhe von © realisierten Nerven die Simplexe zu de- 
finieren, die von ihren im R" gelegenen Gerüsten aufgespannt werden. 
Man erhâlt somit als Réalisation N des Nerven von © einen Komplex 
des R", der im allgemeinen kein Euklidischer Komplex ist. Ist N Eukli- 
disch, so spricht man von einer Euklidischen oder singularitâtenfreien 
Réalisation des Nerven. (In Fâllen, wo dies von Wichtigkeit ist, erhâlt 
man eine Euklidische Réalisation in der Nâhe von © dadurch, daB man 
den R", in dem die Menge und folglich auch N liegen, in einen 
hinreichend hochdimensionalen R*" einbettet [v^2r -{■ \ , wobei r die 
Dimensionszahl von N ist] und die Eckpunkte von JV durch eine be- 
liebig kleine Verschiebung in R” in allgemeine Lage bringt.) 

§ 2. Orientierung. Algebraische Komplexe. Randbildung. 

1. Orientierte Simplexe. Man betrachte aile (n-f 1)! Reihenfolgen, 
in die sich die » -f i Eckpunkte eines absoluten «-dimensionalen Sim- 
plexes bringen lassen (>t^0) ; falls « !> 0 ist, zerfallen sie in zwei Klassen, 
wobei aile Reihenfolgen, die zu derselben Klasse gehôren, durch eine 
gerade Permutation auseinander hervorgehen. Diese beiden Klassen 
heiBen die beiden Orientierungen des gegebenen absoluten Simplexes. 
Der Inbegriff eines absoluten Simplexes und einer bestimmten unter 
seinen beiden Orientierungen heiBt ein orientiertes Simplex. 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 


11 
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Durch Orientierung des absoluten Simplexes | x” | erhàlt man zwei 
orientierte Simplexe: und — x", das positiv- und das negativ-orien- 

tierte Simplex. Welche der beiden Orientierungen als die positive be- 
zeichnet wird, bleibt bei jedem einzelnen Simplex unserer freien Wahl 
überlassen. 

Die Orientierung eines Simplexes [ x” | wird also durch eine (zur 
entsprechenden Klasse gehôrende) Reihenfolge , a^, . . . , seiner 
Eckpunkte bestimmt. Man schreibt daher: 

(4) x” = (flo • • • a„) • 

Da ein niüldimensionales Simplex nur einen Eckpunkt enthâlt, 
kann es nur auf eine Weise orient iert werden. 

Beispiele. Ein eindimensionales orientiertes Euklidisches Simplex 
ist eine gerichtete Strecke : die beiden Orientierungen von | «o I sind 
K^i) und K^o). 

Unter den sechs môglichen Reihenfolgen der Eckpunkte eines zwei- 
dimensionalen Simplexes (im Euklidischen Falle eines Dreiecks) stellen 
{oLq ^2)^ (^1 ^2 ^0)^ (^2 ^0 ^1) die eine, Uq (^0 ^2 (^2 ^0) 

die andere Orientierung dar; man sieht, daB eine zyklische Permuta- 
tion der Eckpunkte eines Dreiecks die Orientierung nicht ândert. 
Man überzeugt sich aber davon, daB im Falle eines dreidimensionalen 
Simplexes (eines Tetraeders) eine zyklische Permutation der Eckpunkte 
die Orientierung andert. 

2. Orientierte Komplexe. Eine Menge C = {x} von orientierten Sim- 
plexen des Eckpunktbereiches E heiBt ein orientierter Komplex dieses 
Eckpunktbereiches, wenn die entsprechenden absoluten Simplexe | x | 
und ihre Seiten einen absoluten Komplex K bilden und wenn stets nur 
eines der beiden orientierten Simplexe +x und —x zu C gehôrt. Unter 
diesen Umstânden sagt man, daB C eine Orientierung des absoluten Kom- 
plexes K ist, und schreibt \C\ = K, 

Ein orientierter Komplex C heiBt endlich, w-dimensional, homogen- 
dimensional usw., wenn sich die betreffenden Attribute auf | C | beziehen. 
Das Analoge gilt für die Begriffe ,,Grund- und Nebensimplex von C“. 

3. Ganzzahlige Komplexe. Der Begriff eines orientierten Kom- 
plexes ist die nâchstliegende Übertragung ins w-dimensionale des all- 
gemein bekannten Begriffes eines in einer bestimmten Richtung durch- 
laufenen polygonalen Weges; ein solcher Weg ist ja nichts anderes als 
ein System von gerichteten, d. h. orientierten Strecken, also ein orien- 
tierter eindimensionaler Komplex^. So ist der geschlosseneWeg 

in (Abb. 10 ) als der aus den orientierten Simplexen , (^2 <^3) > (^3^4) » 
(a^a^) bestehende orientierte Komplex aufzufassen; der Eckpunkt- 
bereich ist der des (§ 1 , Nr. 9 ). 

^ Auf die Zusammenhangseigenschaft, die gewôhnlich von einem Wege voraiis- 
gesetzt wird, kommt es im Augenblick nicht an. 
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Es werden aber auch hâufig Wege in Betracht gezogen, die etwas 
allgemeiner sind, bei denen es nâmlich mehrfach durchlaufene Strecken 
gibt. Ein solcher Weg kann nicht mehr als eine Menge von orientierten 
Strecken schlechthin definiert werden — er ist vielmehr eine Menge von 
solchen orientierten Strecken, denen gewisse ganze Zahlen als Vielfach- 
heiten oder als Koeffizienten zugeordnet werden. So ordnen in Abb. 11 
die Wege und a^a^a^a^a^a^a^ den Strecken (<^ 1 ^ 2 ), > 

{a^a^) , (^4^2) die Koeffizienten 2, 1, 1, —1 bzw. 1, 0, 0, —1 zu. Die 
Übertragung dieses Begriffes ins w-dimensionale liefert uns eines der 
wichtigsten Instrumente topologischer Untersuchungen : die ganzzah- 
ligen (und spâter noch allgemeiner die algebraischen) Komplexe. 

Unter einem ganzzahligen Komplex des Eckpunktbereiches E ver- 
steht man ein System von Simplexen eines orientierten Komplexes 
dieses Eckpunktbereiches, denen gewisse ganze Zahlen als Koeffizienten 
(Vielfachheiten) zugeordnet sind. Wenn man die Simplexe mit Xi und 
die ihnen zugeordneten Koeffizienten mit bezeichnet, so kann man 
einen ganzzahligen Komplex mit ^t^Xi bezeichnen. Dabei soll {—t'^)xi 
und V'{ — x^ definitionsgemaB dasselbe bedeuten. Man kann auch ein- 
facher sagen: ein ganzzahliger Komplex ist eine Linearform C ~ ^t^Xj, 
wobei als ,,Unbestimmte'' x^ die Simplexe eines orientierten Komplexes 
des Eckpunktbereiches E, als Koeffizienten beliebige ganze Zahlen auf- 
treten und die gewôhnlichen Regeln der Buchstabenrechnung (insbesondere 
also (—t)x — t{ — x)) gelten. Da man ein Simplex, welches den Koeffi- 
zienten Null bekommen hat, nicht zum Komplex (der ja eine Linear- 
form ist) zàhlt, kann man die Définition eines ganzzahligen Kom- 
plexes C auch so ausdrücken: jedem Simplex \xi\ des gegebenen Eck- 
punktbereiches E ordne man eine bestimmte Orientierung Xi und einen 
bestimmten ganzzahligen Koeffizienten zu, und zwar so, daB die- 
jenigen \xi\, denen von Null verschiedene Koeffizienten zugeordnet sind, 
und ihre Seiten einen absoluten Komplex |C| bilden^; die durch diese 
Zuordnung entstandene Linearform C — ^t^x^ heiBt ein ganzzahliger 
Komplex des Eckpunktbereiches E, Denjenigen C, in dem aile ^^ = 0 
sind, nennen wir den Nullkomplex. 

Offenbar kônnen die orientierten Komplexe als Spezialfall der ganz- 
zahligen aufgefaBt werden: sie sind ganzzahlige Komplexe, bei denen 
als von Null verschiedene Koeffizienten nur die beiden Zahlen +1 , — 1 
auftreten^. 

^ Diese Bedingung ist im Falle, wenn nur endlich-viele Koeffizienten von 
Null verschieden sind, von selbst erfüllt. Im folgcnden wird übrigens nur dieser 
Fait (der Fall eines endlichen Komplexes) auftreten. 

2 Ein ganzzahliger nulldimensionaler Komplex kann als ein System von 
Punkten, denen gewisse (ganz beliebige) ganze Zahlen zugeordnet sind. aufgefaût 
werden. Dagegen f allen für die Dimensionszahl Null die Begriffe eines orientierten 
und eines absoluten Komplexes zusammen, denn ein Punkt hat ja nur eine Orien- 
tierung. 
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Beispiele ganzzahliger Komplexe (die sich der Leser übrigens auch 
bereits an dieser Stelle leicht selbst bilden kann), findet man in Nr. 8. 

4. Der Rand eines orientierten Simplexes x” = . a„) wird 

folgendermaBen definiert : für « = 0 ist er der NuUkomplex^; für « ^ 1 
soll er ein ganzzahliger Komplex 

(5) X” =^eiX^-'^ mit «i = ±1 . = |«o • • • «i-i «i+i • • • «nj, 

i 

i = 0, i, ....n 

sein; dabei sind die willkürliche Orientierungen der {n — 1)-di- 

mensionalen Seiten von \x”\; wir haben festzusetzen, wie die 

zu bestimmen sind; diese Festsetzung, die gleich erfolgen wird, muB 
jedenfalls derart sein, daB x" von den Orientierungen x'f~^ der 
nicht abhângt. 

Verstehen wir unter «o» «n • • •> <*«-i Eckpunktreihenfolge von 
die die Orientierung bestimmt, so ist {a^aQa'l . . . 

= hierin hàngt das Vorzeichen nicht von der speziellen Reihen- 

folge der a'j, sondem nur von der Orientierung x”~^ ab; denn geht 
man zu einer anderen Reihenfolge über, die dieselbe Orientierung 
bestimmt, so erleiden auch die Eckpunkte von = {a^ «q «j . . . a^_i) 
eine gerade Permutation; somit ist durch 

(6) (a'o a'i . . . «;_i) = xf-^, (a^ 4 «J . . . a'„_i) = 

eine nur von x” und xf~^ abhângige Zahl = « (x", x”~^) = i 1 erklârt. 
Offenbar ist £(x”, —xf~^) = —ef, daher ist der durch (5) gegebene Kom- 
plex i" von den willkürlichen Orientierungen xf~^ der unab- 

hângig. Wir dürfen daher definieren: Unter dem Rand des orientierten 
Simplexes « è 1 , verstehen wir den durch (5) gegebenen ganzzahligen 
Komplex x”, wobei die Koeffizienten Sf durch (6) bestimmt sind^. 

Den absoluten Komplex |â:”| nennen wir in jedem Fall (»^0) den 
Rand des absoluten Simplexes | a;” | ; für n = 0 ist er der leere Komplex, 
für n^\ sind seine Grundsimplexe die (« — 1)-dimensionalen Seiten 
von I a;" I . 

6. Berner kungen. 1) Ist « = 1 , so ist der Rand der orientierten 
Strecke x^ = {a^a^ der ganzzahlige nuUdimensionale Komplex x^=a.i-—aQ ; 
ist » > 1 , so ist à" ein orientierter Komplex, nâmlich die Summe der 
orientierten Simplexe E^x'l~^. 

2) Wenn wir die Orientierung durch die Reihenfolge • • • «n) 
und für jedes i die Orientierung Xf~^ durch die Reihenfolge 

(«0 • • • ^i-l ^i+ï • • • ®») 

1 Eine von der obigen verschiedene und in mancher Hinsicht zu anderen 
Konsequenzen führende Définition wâre: der Rand von at® ist das leere Sim- 
plex x~‘, m. a. W. : (S) gilt auch für n = 0 (mit Ci=1). 

* Eine andere Form derselben Randdefinition ist in der nüchsten Nummer 
unter 2) gegeben [Formel (7)]. 
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der Uji mit k ^ i bestimmen, so wird e^ = (— i)\' denn die Reihenfolge 
(«i «0 • • • ®i+i • • • ®n) entsteht aus der Reihenfolge 

(«0 . . . <ïj ®f+l • • • ®n) 

durch i Transpositionen; daher gilt die Gleichung 

(7) («0 • • • ««)■ • • • «i-i «i+i •••««). 

i 

die man geradezu als Définition des Randes eines orientierten Sim- 
plexes verwenden kann^. 

3) Man bestâtigt — entweder aus (7) oder aus der ursprünglichen 
Définition — die Regel 

(8) {-x^y = -x". 

4) Schlieûlich noch eine Bemerkung, die zuweilen nützlich ist: Es 

sei i -i=/; und seien so orientiert, daB 

(9) = (« = K "fc. • • • «fcn- 1) 

ist, wobei die Eckpunktreihenfolgen in diesen beiden Simplexen von 
der zweiten Stelle an übereinstimmen {k^ =t= i, j); dann ist nach (6) 

{Ui Uj . . . a*, _ ,) = Ci X»», («,• a^, . . . a^^ _ ,) = e,- x” ; 

da die Reihenfolgen auf den linken Seiten dieser beiden Gleichungen 
sich um genau eine Transposition — die Vertauschung von a^ und a^ — 
unterscheiden, ist e,. — —s^. Somit sehen wir; Die durch (9) gegebenen 
orientierten Sitnplexe und xj~^ treten in x" mit entgegengesetzten 
Vorzeichen auf. 

6. Anwendung auf Orientierungen im R" . Wir erinnem zunâchst 
an einige leicht beweisbare Eigenschaften der (nicht singulâren) affinen 
Abbildungen des R" auf sich (vgl. Anhang II, § 1, Nr. 5): 

a) Zu je zwei Systemen a^, a^, . . ., a„ und b^, b^, . . b„ von je 
« + 1 linear unabhângigen Punkten gibt es eine und nur eine affine 
Abbildung / mit b^ — fiaf ) , i = 0, i , . . . , n. 

b) Eine affine Abbildung heifit „positiv‘‘ oder ,,negativ‘‘ je nach 
dem Vorzeichen der Déterminante des homogenen Teiles der zu ihr 
gehôrigen Koordinatensubstitution ; diese Déterminante, und daher 
auch das Vorzeichen, ist vom Koordinatensystem unabhângig. 

c) Bei Zusammensetzung zweier Abbildungen multiplizieren sich die 
Vorzeichen; die positiven Abbildungen bilden daher eine Gruppe. 

d) Wird ein «-dimensionales Simplex durch die affine Abbildung / 
auf sich abgebildet, so daB die Eckpunkte permutiert werden, so ist diese 
Permutation gerade oder ungerade, je nachdem / positiv oder negativ ist. 

1 Benutzt man die Formel (7) als Définition des Randes von x" = {a^. . . a„), 
so muû man zeigen, daB sie von der speziellen Wahl der die Orientierung x" 

von j;r"| definierenden Eckpunktreihenfolge o„ unabhângig ist. Dieser 

Beweis ist leicht und darf dem Leser überlassen bleiben. 
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e) Führt die positive Abbildung / die Ebene in sich über, so 
führt sie jeden der beiden durch bestimmten Halbrâume in sich 

oder in den anderen Halbraum über, je nachdem die durch / bewirkte 
Abbildung /' von R^~^ in sich positiv oder negativ ist. — 

Es seien jetzt und zwei orientierte Euklidische Simplexe des R^ ; 
f sei eine affine Abbildung mit f{x'^) = Wenn durch / eine 
positive Eckpunktreihenfolge von x^ in eine positive Eckpunktreihen- 
folge von übergeführt wird, so gilt dies für jede positive Eckpunkt- 
reihenfolge; in diesem Falle sagen wir: x^ wird durch / auf y^ abgebildet, 
und schreiben; y'^=^f{x^). Die Anzahl der affinen Abbildungen von x*^ 
auf y^ ist \{n -\- \)\ (für n > 0). 

Nach d) wissen wir: Ist f{x^) == x^, so ist f positiv, ist f{x^) = —x^, 
so ist f negativ. Wir behaupten jetzt: Ist ii{x'^) == — y^> haben 

fl und /g gleiches Vorzeichen. 

In der Tat: f = h bildet x^ auf sich ab, ist also positiv; nach c) 
haben daher und /g gleiches Vorzeichen. 

Da auBerdem die Umkehrung einer Abbildung das gleiche Vor- 
zeichen hat wie die Abbildung selbst, sehen wir: Sind zwei orientierte 
Simplexe x'^, y^ gegeben, so sind entweder aile Abbildungen des einen auf 
das andere positiv oder aile diese Abbildungen sind negativ. 

Wir definieren nun: Die orientierten Simplexe x^ und y^ heijien 
,,gleich'' oder ,,entgegengesetzl* orientiert, je nachdem die Abbildungen 
des einen auf das andere positiv oder negativ sind. 

Wir haben schon gesehen, daB x'^ mit sich selbst gleich, mit —x^ 
entgegengesetzt orientiert ist, daB also unsere neue Définition mit der 
alten Définition der Orient ierungen eines Simplexes vertrâglich ist. 
Weiter folgt aus der Eigenschaft c), daB die Gesamtheit aller orien- 
tierten Simplexe in zwei Klassen zerfâllt, durch die Bestimmung, daB 
gleich orientierte Simplexe derselben Klasse, entgegengesetzt orientierte 
Simplexe verschiedenen Klassen angehôren. 

Wenn man willkürlich die Simplexe der einen Klasse als die posi- 
tiven, die der anderen Klasse als die negativen bezeichnet, so sagt 
man, daB man den R^ orientiert hat. Unter der durch das orientierte 
Simplex x^ bewirkten Orientierung des R^ versteht man diejenige, in 
der x'^ positiv ist. Unter der zu einem (/j , /g • • • ^n) Koordinaten- 
system gehôrigen Orientierung des versteht man die durch das 
positive ,,Einheitssimplex'' [a^ a^ . . . a^ bewirkte, wobei die a^ die fol- 
genden Koordinaten besitzen: 


«0- 

a,: 

1 

U 

0 

0 

• • • 

0 

a^ • 

0 

1 

0 


0 

a^i . 

0 

0 

0 


1 
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Dann ist ein beliebiges orientiertes Simplex positiv oder negativ je 
nach dem Vorzeichen seiner Abbildungen auf das orientierte Einheits- 
simplex. 

Es sei I I ein absolûtes Euklidisches Simplex, ] | Seite von \x^\, 

die tragende Ebene; unter der ,,durch die Orientie- 
rung x'^ von \x^\ bewirkten Randorientiemng von versteht man 

diejenige, in der das orientierte Simplex das in x^ mit positivem 
Vorzeichen auftritt, positiv ist (n;^2). — Wir behaupten: 

Sind x^ und y”, w^2, gleich orientiert und liegen die Seiten 
und von \x^\ bzw. \y^\ in derselben Ebene R^~^, so bewirken x'^ 

und y^ gleiche oder entgegengesetzte Randorientierungen von 2?^“^, je 
nachdem \x'^\ und |y”| in demselben Halbraum oder in verschiedenen 
Halbràumen bezüglich R^~^ liegen. 

Beweis: Es sei \x^\ = \aQa^ . . . a^\, \x^~^\ ~ \a^ . . . a^\y |y"| 
= |6q I > I I = i I • Wir kônnen — da w ^ 2 ist — 

positive Eckpunkt-Reihenfolgen von x^ und herstellen, in denen 
bzw. b^ an erster Stelle stehen, dürfen also 

AJ" = («0 «1 . . . a„) . y" = (èo il . . . i„) 

setzen. Da und y"”^ in i" bzw. ÿ“ mit positivem Zeichen auf- 
treten, ist dann nach Nr. 5* 

= («1 . . . «„) , y"-^ = (il • . . K) • 

Wir bestimmen jetzt / durch i — 0, 1, . . n\ dann ist 

y'^ =. f{x^) y und für die durch / bewirkte Abbildung /' von R^-^ in sich 
gilt: y'^~^ = f {x^~^) , Die beiden fraglichen Randorientierungen von 
R^^^ sind gleich oder entgegengesetzt, je nachdem /' positiv oder negativ 
ist; nach e) ist diese Unterscheidung gleichbedeutend damit, ob / jeden 
der beiden Halbrâume in sich oder in den anderen transformiert, d. h. 
mit Rücksicht auf |y^| = f{\x^\): ob \x^\ und |y^| in demselben Halb- 
raum oder in verschiedenen Halbràumen liegen. 

7. Der Rand eines ganzzahligen Komplexes C wird defi- 

niert als 

c 

wobei Xi durch die entsprechende Linearform (nach (5)) zu ersetzen ist; 
dadurch wird C selbst zu einer Linearform in orientierten Simplexen, 
also zu einem ganzzahligen Komplex^. 


^ DaÛ auch im Falle, wenn in C unendlich-viele Glieder mit von Null ver- 
schiedenen Koeffizienten auf treten, C dennoch ein ganzzahliger, d. h. |c| ein 
absoluter Komplex ist, ist klar — denn wenn | C| die Bedingung (Aq) von § 1, Nr. 2 
erfüllt, so gilt dasselbe auch von dem aus allen Seiten der Simplexe von | C | zu- 
sammengesetzten Komplex, d. h. von |c| . 
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8. Beispiele. 1. Die vier Seitendreiecke desTetraeders *® = 
seien so orientiert, wie auf Abb. 12 die Pfeilrichtungen angeben. C sei 

der aus diesen vier Dreiecken bestehende 
orientierte Komplex. Der Leser bestâtige 
durch direkte Rechnung, daB = 0 ist. 




2. In Abb. 1} versehe man jedes Dreieck mit der positiven Orien- 
tierung der Ebene und man identifiziere die beiden gerichteten Strek- 
ken Xy, es entsteht eine Triangulation und Orientierung des Môbius- 
schen Bandes, und für den aus den acht orientierten Dreiecken 

bestehenden orientierten Kom- 
plex C® gilt 

C* = 2x\ + x\ + xl + x\ + x\. 

3. Man orientiere die zehn 
Dreiecke der auf Abb. 14 an- 
gegebenen Triangulation der pro- 
jektiven Ebene so, wie es die 
Pfeilrichtungen zeigen. Für den 
aus diesen zehn Dreiecken zu- 
sammengesetzten orientierten 
Komplex C* hat man dann; 

C® = 2x\ -f 2x1 -f 2x3. 

Der Rand der gewâhlten orien- 
tierten Triangulation C* der 
projektiven Ebene besteht also 
aus der (in die Strecken x\, x^, x^ zerlegten) doppelt zu zâhlenden 

projektiven Geraden AA'. Bei anderer Wahl der Orientierungen 

10 

xf, x|, . . ., xfo erhielte man andere orientierte Komplexe C* 
und deren Rânder wâren von 2xJ + 2x3 -t- 2x3 verschieden. 

Aufgabe: Man zeige, daB, wie man die zehn Dreiecke auch orien- 
tiert, der Rand des aus ihnen gebildeten Komplexes C® niemals Null ist. 

9. Koeffizientenbereiche. Algebraische Komplexe. Wir verall- 
gemeinem den Begriff des ganzzahligen Komplexes. Es sei neben 
dem Eckpunktbereich E eine Abelsche Gruppe 3, ein Koeffizienten- 
bereich, gegeben^. Jedem zu E gehôrenden Simplex [x^j sei eine be- 

1 Wir schreiben aile Gruppen additiv. — Die vorkommenden gruppentheo- 
retischen Begriffe und Bezeichnungen sind im Anhang I zusammengestellt. 



Abb. 14. 
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stimmte Orientierung und ein bestimmtes Elément der Gruppe 3î 
als Koeffizient zugeordnet, und zwax so, daB die |*i|, denen von Null 
verschiedene Koeffizienten zugeordnet sind, und ihre Seiten einen ab- 
soluten Komplex bilden, den wir mit | C | bezeichnen. Die durch diese 
Zuordnung definierte Linearform 

( 10 ) 

heiBt ein zum Eckpunktbereich E und zum Koeffizientenbereich 3 ge- 
hôrender algebraischer Komplex. 

Sind in (10) aile = 0, so ist definitionsgemâB C = 0 (der ,,algebra- 
ische NuUkomplex'*). Dann ist |C| der leere Komplex |o| von §1, Nr. 3 . 

Die sind in (10) als Unbestimmte zu betrachten. Wiederum gelten 
durchweg die Regeln der Buchstabenrechnung, so daB stets t{—x^ 
= --txi ist und zwei algebraische Komplexe dann und nur dann als 
identisch erklârt werden, wenn die Linearformen im algebraischen Sinne 
identisch sind. Die x^, denen von Null verschiedene Koeffizienten V' 
zugeordnet sind, hei^en die Elemente oder Simplexe des algebraischen 
Komplexes C. 

Ein algebraischer Komplex heiBt endlich, wenn er nur endlich-viele 
Elemente (oder, was dasselbe ist, nur endlich-viele von Null verschie- 
dene Koeffizienten t'^) besitzt; im folgenden werden ausschliepiich end- 
liche algebraische Komplexe betrachtet, so daB das Adjektiv „endlich“ 
in diesem Zusammenhang nicht mehr gebraucht wird. 

Unter der Dimensionszahl von C wird die hôchste Dimension eines 
Elementes von |C| verstanden; in analoger Weise heiBt C homogen 
dimensional, wenn aile Elemente von C die gleiche Dimensionszahl 
haben: C x\. Die homogen-dimensionalen Komplexe sind die 

wichtigsten unter allen algebraischen Komplexen. 

Zuweilen wird die folgende Schreibweise verwendet. 3 ^^t ein be- 
liebiger Koeffizientenbereich, C —^a^x^ ein ganzzahliger Komplex; ist 
dann t irgendein Elément von 3» so verstehen wir unter tC denjenigen 
Komplex in bezug auf 3> der durch 

te = '^{aH)Xi 

gegeben ist; dabei ist für jede ganze Zabi a und jedes Elément ^ 
klar, was man unter dem Elément atc^ zu verstehen hat. 

Bemerkung. Der Begriff eines algebraischen Komplexes fâllt unter 
den allgemeineren mathematischen Begriff einer Funktion; ein alge- 
braischer Komplex C ist eine Funktion t = j{x) , wobei x aile orientier- 
ten Simplexe des gegebenen Eckpunktbereiches durchlâuft, und t ein 
Elément des gewâhlten Koeffizientenbereiches ^ ist. Dabei treten zwei 
Nebenbedingungen auf: 

1) die Funktion j{x) ist ungerade (d. h. es ist j(—x) — —f(x)) 

2) nur für endlich-viele x ist f{x) 4= 0. 
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Bei der Définition der algebraischen Komplexe spielt die Dimensions- 
zahl Null keine Ausnahmerolle : die Tatsache, daB ein nuUdimensionales 
Simplex, d. h. ein einzelner Eckpunkt naturgemâB nur eine Orientie- 
rung besitzt, beeintrâchtigt ja in keinerWeise unsere Définition. Wenn 
man will, kann man auch sagen, daB ein nulldimensionaler algebraischer 
Komplex ein System von Eckpunkten ist, denen gewisse Elemente des 
betreffenden Koeffizientenbereiches zugeordnet sind. 

10. Ist 3 nicht nur eine Gruppe, sondern ein Ring mit Eins- 

element, so kann jedes einzelne orientierte Simplex sowie jeder orien- 
tierte Komplex als ein algebraischer Komplex des Koeffizientenberei- 
ches 3 aufgefaBt werden (indem \ -x~x gesetzt wird). Es ist in diesem 
Fall neben dem algebraischen Komplex C auch jedes seiner 

Vielfachen 

te 

definiert, wobei t ein beliebiges Elément des Ringes ^ ist. 

11. Die wichtigsten Koeffizientenbereiche sind: 

1) der Ring der ganzen Zahlen, ® ; 

2) die Restklassenringe modulo m, ; 

3) der Kôrper der rationalen Zahlen, 9î; 

4) die additive Gruppe der modulo 1 zu reduzierenden rationalen 
Zahlen, oder, was dasselbe ist: die Gruppe der Drehungen eines 
Kreises um rationale Teile von 2 7t. 

Andere Koeffizientenbereiche treten in diesem Bande nicht auf. 
Trotzdem legen wir Wert darauf, die Begriffe eines algebraischen Kom- 
plexes und seines Randes (Nr. 15) in moglichst groBer Allgemeinheit auf- 
zustellen, erstens, weil dadurch die tatsâchlichen logischen Bestandteile 
dieser für die ganze Topologie fundamentalen Begriffsbildungen am 
klarsten hervortreten dürften, zweitens, weil die neueste Entwicklung 
der Topologie zeigt, daB auch andere Koeffizientenbereiche von Wichtig- 
keit sind^. 

12. Die algebraischen Komplexe des Koeffizientenbereiches & sind 
die uns bereits aus Nr. 3 bekannten ganzzahligen Komplexe] die orien- 
tierten Komplexe kônnen als Spezialfall der ganzzahligen betrachtet 
werden (aile Koeffizienten “il)- Die Komplexe des Koeffizienten- 
bereiches heiBen einfach Komplexe modulo m. Besonders wichtig 
unter ihnen sind die Komplexe modulo 2. Im Falle des Koeffizienten- 
ringes ©g hat man nur zwei Elemente, die wir mit 0 und 1 bezeichnen, 
wobei die Rechenregeln 

0 + 0 = 0 , 0 + 1 = 1 , 1 + 1 = 0 , 

folglich auch ^ 

1 Vgl. die Untersuchungen von Pontrjagin über die Verallgemeinerungen 
des Alexanderschen Dualitàtssatzes [Annals of math. Bd. 35 (1934)]. 
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gelten. Also ist —%■=■ {—\)x= x, was das Fort f allen der Orientierung 
bedeutet. Ein algebraischer Komplex modulo 2 kann somit immer da- 
durch definiert werden, daB man jedem absoluten Simplex des gegebenen 
Eckpunktbereiches E eins der beiden Symbole 0 oder 1 zuordnet. N un 
kann man aber auch jeden absoluten Komplex X des Eckpunktbereiches £ 
genau durch dieselbe Vorschrift definieren: man ordne in der Tat dem 
Simplex x des Eckpunktbereiches das Symbol 1 oder 0 zu, je nach- 
dem X zum Komplex K gehôrt oder nicht. Daher kann man oft die 
absoluten Komplexe mit den Komplexen modulo 2 identifizieren und sich 
auf die Betrachtung von algebraischen Komplexen beschrànken. 

13. Die Gruppen L^{E) und L^(£). Man betrachte beliebige, aber 
teste Eckpunkt- und Koeffizientenbereiche E bzw. Dann kônnen 
je zwei algebraische Komplexe, die zu E und gehôren, als Linear- 
formen addiert werden. Da überdies zu jedem C =^t^x^ auch der 
Komplex ~C als ^—t'^x^ eindeutig definiert ist, und es schlieBlich 
einen Nullkomplex — d. h. die Linearform mit sàmtlich verschwinden- 
den Koeffizienten — gibt, bilden die zu E und Q gehôrenden algebra- 
ischen Komplexe eine Gruppe, die Gruppe L^{E). In dieser Gruppe sind 
die Gruppen L^(E) der homogen r-dimensionalen algebraischen Komplexe 
enthalten. Die Gruppe L^{E) ist direkte Summe der (hôchstens ab- 
zâhlbar vielen) Gruppen V^{E). 

14. Algebraische Teilkomplexe eines absoluten Komplexes. Für 

jeden absoluten Komplex K heiBen die algebraischen Komplexe des 
Eckpunktbereiches E{K) (vgl. § 1, Nr. 4) kurz die algebraischen Teil- 
komplexe des Komplexes K, Die Gruppen L^{E[K)) bzw. V^[E{K)) 
werden einfach durch £3 (K) bzw. K^{K) bezeichnet. 

Jeder algebraische Komplex C kann als algebraischer Teilkomplex 
eines eigens gewahlten absoluten Komplexes betrachtet werden — 
nàmlich des Komplexes | C | . 

Der Eckpunktbereich £(|C|) heiBt der vom algebraischen Komplex C 
erzeugte Eckpunktbereich und wird mit E (C) bezeichnet. Insbesondere 
ist für jedes Elément / 4" 0 des beliebigen Koeffizientenbereiches ^ stets 
E (tx) ^ E\x\: vgl. § 1 , Nr. 4. 

Bemerkung T. Ist K ein ;/-dimcnsionaler Komplex, so gibt es bei r > n 
keine y-dimensionalen algebraischen Teilkomplexe von K : die Gruppe (K) 
existiert also in diesem Falle nicht. Es ist aber bequemer, für r > n die (aus 
dem Nullelement allein) bestehende Nullgruppe als L’'^(K) zu definieren, 

Bemerkung II. C — sei ein algebraischer, K' ein absoluter Teilkomplex 

des Komplexes K. Wir betrachten für einen Augenblick diejenigen Glieder der 
Linearform die zu AT' gehôrenden Simplexen \xi\ entsprechen. Die Gesamt- 

heit dieser Glieder (mit den ihnen zukommenden Koeffizienten) bildet einen algebra- 
ischen Komplex, den man den auf K' liegenden Teil des algebraischen Komplexes C 
nennt. 

15. Der Rand eines algebraischen Komplexes wird folgender- 
maBen definiert. Es besitze zunâchst C ein einziges Elément x", d. h. 
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es sei C — tx'^, wobei t irgendein Elément des gegebenen Koeffizienten- 

n 

bereiches ist- In der Schreibweise der Nr. 4 ist mit 

0 

fi» = it (d. h. ist die Menge der auf eine bestimmte Weise orientierten 
(« — l)-dimensionalen Seiten Xq~^, x^~^, .... x^~^ von x”). 

Wir definieren nun als Rand von C — tx'^ den algehraischen Komplex 


Ist jetzt 


C = eotx” i + f-fi„<< 

C 


ein ganz beliebiger algebraischer Komplex, so setzen wir zunâchst 
Ci = t^Xi, bestimmen nach dem obigen Verfahren für jedes i den 
algebraischen Komplex Ci und definieren: 


Somit ist der Rand eines beliebigen algebraischen Komplexes C stets ein 
algebraischer Komplex desselben Eckpunkt- und Koeffizientenbereiches 
wie C. 

Ist ein Ring mit Einselement, so kann man C einfach durch 
definieren (vgl. Nr, 10). 


§ 3. Simpliziale Abbildungen. 

1. Jedem Eckpunkt a des Eckpunktbereiches A sei ein Eckpunkt 
b = f{a) des Eckpunktbereiches B so zugeordnet, daB bei dieser Zu- 
ordnung einem Gerüst von A stets ein Gerüst von B entspricht; eine 
solche Abbildung / heiBt eine simpliziale Abbildung von A in B. 

Die Abbildung / lâBt jedem absoluten Simplex | x" | = | Aq . . . a„ | 
von A das absolute Simplex / ( | a:" | ) — | I mil f i^i) ent- 

sprechen; dabei ist die Dimensionszahl von /(|a;"|) um 1 kleiner als 
die Anzahl der verschiedenen Eckpunkte /(a^), also 

Wir definieren jetzt das Bild /(x") eines orientierten Simplexes 
Aj” = (ao ai . . . a„) und unterscheiden dabei zwei FâUe : 

1) Sind aile Bildeckpunkte f{a^ = voneinander verschieden, so ist 
f (x") das orientierte n-dimensionale Simplex (6^ bi ... b„). [Hierdurch 
ist / (a:”) in der Tat eindeutig bestimmt : denn wenn wir dasselbe orien- 
tierte Simplex a:“ durch eine andere Reihenfolge der a^ darstellen, die 
also aus der Reihenfolge a^ aj . . . a„ durch eine gerade Permutation 
hervorgeht, so erleiden auch die Punkte /(a^) eine gerade Permutation 
und stellen daher dasselbe orientierte Simplex /(a:”) dar wie vorher.] 

2) Sind nicht aile Bildeckpunkte f{ai) = bi voneinander verschieden, 
so ist /(a:") der algebraische Nullkomplex. 
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Auf diese Weise lâGt / entsprechen: 

a) jedem (zu A gehôrenden) absoluten Komplex K einen gleich- 
oder niedriger-dimensionalen absoluten Komplex f{K), der aus den 
Bildem /(|*|) der Simplexe |x| von K zusammengesetzt ist; 

b) jedem (zu A gehôrenden) homogen-dimensionalen algebraischen 

Komplex C 

einen gleichdimensionalen (jedoch evtl. verschAvindenden) algebraischen 
Komplex /(C) • 

Man sagt, daJ3 K bzw. C auf / (K) bzw. / (C) simplizial abgebildet wird. 
Aus diesen Definitionen folgt, daB für je zwei algebraische Komplexe 
und Cj des Eckpunktbereiches A 

f{Cx + Q = /(Q + /(C,) 

ist, so daB eine simpliziale Abbildung des Eckpunktbereiches A in den 
Eckpunktbereich B eine homomorphe Abbildung der Gruppen L^{A) in 
die Gruppe E^(B) erzeugt. Dies gilt natürlich für jede Dimensionszahl r 
und für jeden Koeffizientenbereich 

2. In den meisten Fâllen wird der Eckpunktbereich A direkt als der 
von einem absoluten oder algebraischen Komplex Q erzeugte (§1, Nr. 4; 
§ 2, Nr. 14) Eckpunktbereich definiert. Eine simpliziale Abbildung von 
A in B heiBt dann eine simpliziale Abbildung des Komplexes Q in den 
Eckpunktbereich B\ wenn insbesondere B der von einem absoluten 
Komplex K erzeugte Eckpunktbereich ist, spricht man von einer sim- 
plizialen Abbildung des {absoluten oder algebraischen) Komplexes Q in 
den absoluten Komplex K; dabei tritt als simpliziales Bild f{Q) von Q 
ein Teilkomplex von K auf, und zwar ein absoluter oder ein algebra- 
ischer, je nachdem Q ein absoluter oder ein algebraischer Komplex war. 

3. Simpliziale Abbildungen in ein Simplex. Eine simpliziale Ab- 
bildung / eines «-dimensionalen Komplexes in eine n-dimensionale Sim- 
plexhüUe (Kap. III, § 1, Nr. 2) heiBt kurz eine simpliziale Abbildung 
in das betreffende Simplex jy"]. Auch unter einer simphzialen Abbil- 
dung in y" verstehen wir eine Abbildung in dieselbe Simplexhülle. Wenn 
in diesem Sinne der homogen «-dimensionale algebraische Komplex C" 
in y” abgebildet wird, so tritt als Bildkomplex / (C**) ein algebraischer 
Komplex ty’* auf (wobei t natürlich auch Null sein kann): Die Kom- 
plexe von der Form ty" sind in der Tat die einzigen «-dimensionalen 
algebraischen Komplexe von ly"].^ 

4. Weitere Beispiele simplizialer Abbildungen. 

1) A sei der von dem (absoluten oder algebraischen) Komplex Q 
erzeugte, B sei der Eckpunktbereich der offenen Menge G c i?**; eine 
simpliziale Abbildung von A m B heiBt eine simpliziale Abbildung des 
Komplexes Q in die offene Menge G. 

1 In etwas unkonsequenter Weise bezeichnen wir eine Simplexhülle ebenso 
wie ein absolûtes Simplex mit \x^\y \y^\ usw. 
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2) Es sei F ein kompakter metrischer Raum, welcher mit tels der 
stetigen Abbildung / in einen kompakten metrischen Raum F' ab- 
gebildet ist; e > 0 sei beliebig, ô so klein gewâhlt, daB zwei Punkte 
von F, die voneinander weniger als um ô entfernt sind, mittels / in 
Punkte von F' übergehen, die eine Entfernung <e haben. A sei der 
Ô-Eckpunktbereich von F, B der e-Eckpunktbereich von F' (§1, Nr. 7) ; 
sodann erzeugt die stetige Abbildung / eine gleichnamige simpliziale Ab- 
bildung, die einen beliebigen ^-Komplex in F auf einen e-Komplex 
in F' abbildet. 

3) Es sei Q ein beliebiger (absoluter oder algebraischer) Komplex 
des metrischen Raumes R (§ i, Nr. 7); jedem Eckpunkt a von Q sei ein 
Punkt b — f (a) von R zugeordnet unter der einzigen Bedingung, daB 
Q /(«)) < £ sei (jeder Eckpunkt a wird weniger als um e ,,verschoben''). 
Dadurch entsteht eine simpliziale Abbildung von Q auf einen Komplex 
f{Q) in R; eine solche Abbildung ^ sowie ihr Résultat f(Q) heiBen eine 
e-Verschiebung des Komplexes Q. Wenn eine e'-Verschiebung eines ^-Kom- 
plexes vorliegt, so ist sie, wie leicht ersichtlich, ein (e + 2£')-Komplex. 

5. Simpliziale Abbildungen von Eukiidischen Komplexen und 
Polyedern. Wenn eine simpliziale Abbildung eines Eukiidischen Kom- 
plexes K auf einen Eukiidischen Komplex K' vorliegt, die dem Sim- 
plex \x\ von K das Simplex f(\x\)— \ y\ zuordnet, so definiert die 
Abbildung des Eckpunktgcrüstes von \x\ auf das Gerüst von |y| ein- 
deutig eine affine Abbildung von x auf ÿ. Die simpliziale Abbildung 
von K in K' erzeugt somit eine stiickweise affine Abbildung des Poly- 
eders P = Â in das Polyeder P' = K' , welche ebenfalls mit / bezeichnet 
wird ; da die in einzelnen Simplexen von K erklârten af finen Abbildungen 
offenbar stetig aneinanderschlieBen, ist die resultierendc stiickweise 
affine Abbildung eine stetige Abbildung von P in P'. Sie wird aber- 
mals mit / bezeichnet und heiBt eine simpliziale Abbildung des Poly- 
eder s P in das Polyeder P'. In analoger Weise definiert man auch die 
simplizialen Abbildungen eines Polyeders in eine offene Menge G a P". 

6. Bemerkung über den Fall mod 2. Wir wissen, daB ein abso- 
luter Komplex K als ein algebraischer Komplex modulo 2 aufgefaBt 
werden kann ; wenn man aber K in einen Eckpunktbereich B simplizial 
abbildet, so ist es nicht gleichgültig, ob man K als einen absoluten 
Komplex oder als einen Komplex modulo 2 betrachtet ; denn ein Sim- 
plex des Eckpunktbereiches B, welches als Bild von einer geraden 
Anzahl von Simplexen von K auftritt, ist, wenn man K als einen 
absoluten Komplex auffaBt, natürlich ein Elément von / {K) , wahrend 
es nicht zu f(K) gehôrt, wenn K (folglich auch f(K)) modulo 2 betrachtet 
wird. AuBerdem werden im absoluten Falle Bildsimplexe mit zusammen- 
fallenden Eckpunkten als Simplexe entsprechend niedrigerer Dimensions- 
zahl zu / {K) gezâhlt, wahrend sie im algebraischen Falle (auch modulo 2) 
gleich Null zu setzen sind. 



§ 3- Simpliziale Abbildungen. 


175 


Es sei Z. B. ein Dreieck «o^i ^2 gegeben; seine drei Seiten bilden 
einen eindimensionalen Komplex K] dieser sei auf die Strecke 
dadurch simplizial abgebildet, daB f(a^ = /(«j) — f{a^ = ge- 

setzt ist; falls K als absoluter Komplex aufgefaBt ist, ist als f{K) die 
Strecke |«o*i| betrachten; wenn wir dagegen uns im Falle module 2 
befinden, ist i(K) = 0. 

Immerhin ist zu berner ken: wenn bei einer simplizialen Abbildung 
eines algebraischen Komplexes module 2 — diesen Komplex bezeichnen 
wir mit C — in den absoluten Komplex K aile Grundsimplexe von K 
Bildsimplexe sind, so gilt dasselbe erst recht, wenn wir C als einen 
absoluten Komplex auffassen. 

7. Erhaltung des Randes bei simplizialen Abbildungen. Es sei 

n 

— {Uq .. . a„) , folglich rnit 

0 

= (-1)*K • • • «i-i «i+i •• ■«»)• 

Es sei ferner eine simpliziale Abbildung / mit /(a^) — gegeben. Sind 
aile bi untereinander verschieden, so ist das Bild von x” das «-dimen- 
sionale Simplex / (x'^) — {b^ . . . 6„) , und dessen Rand 

(/U”))' 

ist offenbar das Bild des Randes von so daB man die Formel 

(1) f(x^) = {f(x^)y 

hat. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Formel (1) auch dann gilt, wenn 
mindestens zwei Bildpunkte zusammenf allen. Und zwar zeigen wir, 
daB in diesem Falle die beiden Seiten der Formel (1) Null sind. Für 
die rechte Seite ist dies in der Définition von Nr. 1 enthalten. Was 
die linke Seite der Formel (1) betrifft, so imterscheiden wir zwei Falle: 

1) Es gibt mehr als ein Eckpunktpaar a^, Uj, dem zusammenf allende 

Eckpunkte = bj entsprechen. In diesem Fall gibt es in jedem 
Klammerausdruck (bg . . . bj^_j • • • ^n) mindestens ein Paar zu- 

sammenfallender Elemente, so daB jeder solche Klammerausdruck, d. h. 
das Bild jeder einzelnen Seite x^^y und folglich auch das ganze Bild 
/(x^) Null ist. 

2) Es gibt genau ein Eckpunktpaar, etwa und für welches 

die Bilder zusammenfallen : b^ = b^ == b, Sodann tritt für k =y= t, k i j 
in dem Klammerausdruck {bg , . . • • • ^n) der Eckpunkt b zwei- 

mal auf, f[x^~'^) ist also der Nullkomplex; von Null verschieden sind 
nur die beiden Ausdrücke f{x^~^) und f{Xj~^), Orientieren wir x^~^ 
und x'^^^ wie in § 2, Nr. 5, Formel (9): 

xf-i = (a,. fl*, . . . fl*„_ ,) , = (fli fl*, . . . flt,_ ,) , 

so wird 

/(xri)=/(x”-i) = (ii*,...è*„..); 
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da aber, wie wdr an der genannten Stelle sahen, und in jc" 
mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten, ist 

/(*") = ±(/(^r') -/(^r'))' 

folglich ist auch in diesem Fall das Bild /(i") NuU. 

Damit ist die Formel (1) bewiesen. 

Da sich ebenso bei jeder Wahl des Elementes t eines beliebigen 
Koeffizientenbereiches 3 offenbar auch f{{tx”)') = (/(<«“))' ergibt, so ist 
— mit Rücksicht auf die in Nr. 1 festgestellte Additivitât — für jeden 
algebraischen Komplex C 

f(C) = ifioy, 

in Worten: Bei jeder simpiizialen Abbildung eines algebraischen Kom- 
plexes ist das Bild des Randes gleich dem Rande des Bildes. 

Diese wichtige Tatsache nennen wir den Satz von der Erhaltung 
des Randes bei simpiizialen Abbildungen oder kurz den 1. Erhaliungssatz. 

§ 4. Zyklen. Homologie. 

1. Formein für den Rand. Der Begriff des Randes eines alge- 
braischen Komplexes bildet die Grundlage aller Betrachtungen des 
gegenwàrtigen und der folgenden Paragraphen. Wir stellen zunâchst 
fest, dafi aus den Definitionen des § 2 die Gültigkeit folgender Formeln 
folgt: 

I. (Cl + Cj) = Cl C^] 

II. (-C)- = -C) 

III. 0 = 0, 

(wobei 0 den NuUkomplex — die Linearform mit sâmtlich verschwin- 

denden Koeffizienten — bedeutet). 

Ist der Koeffizientenbereich ^ ein Ring, so tritt zu diesen Formeln 
noch die folgende: 

IV. {tcy = tC, 

wobei t wie immer ein beliebiges Elément des jeweiligen Koeffizienten- 
bereiches ist. 

2. Zyklen. Wenn für den algebraischen Komplex C des Koeffizienten- 
bereiches 3 die Gleichung 

e = o 

gilt, so heiBt C ein ZyJdus des Koeffizientenbereiches 

Ein Komplex ist also ein Zyklus, falls in seinem Rand kein Simplex 
mit einem von NuU verschiedenen Koeffizienten auftritt. 

Beispiele. 1) Die Summe der geeignet orientierten Strecken eines einfach 
geschlossenen Polygons ist ein Zyklus (bei beliebigem Koeffizientenring mit Eins- 
element). 
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2) Es seien xl die (beliebig orientierten) Dreiecke einer beliebigen Triangula- 

tion einer geschlossenen (orientierbaren oder nichtorientierbaren) Flâche^; dann 
ist Zyklus in bezug auf ©gl allgemeiner: ist ^ ein Koeffizientenbereich, 

welcher ein Elément t der Ordnung 2 enthàlt, so ist ein Zyklus in bezug auf 3|. 

3) Ist die eben genannte Flâche orientierbar, so ist bei geeigneter Orientierung 
der Dreiecke die Summe 2^? Zyklus in bezug auf ®. 

4) Es seien Xt (i == 1 , 2 , 3 . 4 , 5) die in Abb. 1 5 angegebenen orientierten 

Strecken; a, b, c seien ganze Zahlen mit a + 6 c = 0; dann ist ax^ -f ax^ 
-f bx^ -f bx^ -f cx^ ein Zyklus in bezug auf ©. Ista-f-6-i-c = mi^2, und 
bezeichnen wir die Restklassen mod w, denen a, b, c angehôren, mit a, y, 
so ist (XXj^ -f- oc ^2 + + VH Zyklus in bezug auf 

5) Weitere einfache Beispiele entnimmt man der Nr. 5 dieses Paragraphen 
und der Nr. 11 des § 5.^ 

Bemerkung. Als Rand eines nulldimensionalen 
Simplexes, folglich auch eines nulldimensionalen alge- 
braischen Komplexes, tritt definitionsgemâfi Null auf; 
aile nulldimensionalen algehraischen Komplexe sind so- 
mit Zyklen. 

Aus den Formeln I, II, III folgt; 

I. Summe zweier Zyklen ist ein Zyklus. 

II. Ist C ein Zyklus, so ist auch — C ein Zyklus. 

III. Der NuUkomplex ist ein Zyklus. 

Mit anderen Worten; In der Gruppe Ly{E) bilden die Zyklen eine Unter- 
gruppe Zy{E). Desgleichen bildet die Menge der homogen r-dimensio- 
nalen Zyklen eine Untergruppe Zg (E) der Gruppe Lg (£) . 

In diesem Bande wird übrigens unter einem r-dimensionalen Zyklus 
stets ein homogen r-dimensionaler Zyklus verstanden; ein solcher wird 
mit bezeichnet. 

3. Simpliziale Abbildungen der Zyklen. Bei einer simplizialen 
Abbildung geht nach dem 1. Erhaltungssatz (§ 3 , Nr. 7) ein Zyklus in 
einen Zyklus über. Somit erzeugt eine simpliziale Abbildung des Eck- 
punktbereiches A in den Eckpunktbereich B eine homomorphe Abbildung 
der Gruppen Z^(A) bzw. Z^{A] in die Gruppæn Z^{B) bzw. Zÿ{B}. 

4. Verschiedene Eckpunktbereiche. Je nach der Wahl des Eck- 
punktbereiches unterscheidet man: 

1) Die Gruppe Zÿ{K) der Zyklen eines absoluten Komplexes K — 
darunter versteht man die Gruppe der Zyklen des von K erzeugten 
Eckpunktbereiches (§ i, Nr. 4). 

2) Die Gruppe Zg (G) der Zyklen, die in der offenen Menge G cr R" 
liegen ; das ist die Gruppe Zg (E) , wobei E = E{Gc: R") ist (vgl. § 1 , 
Nr. 9) : die Elemente der Gruppe Zg (G) werden einfach Zyklen der 

^ Wegen des Begriffes der ,,Orientierbarkeit‘' vgl. man § 5, Nr. 9; wegen des 
Begriffes der ,, Flâche** den Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 10. 

* Weitere, kompliziertere Beispiele findet man im Anhang zu den Kap. IV, 
V, VI. — Im Kap. VII, § 1, wird auf die Frage eingegangen, zu welchen absoluten 
Komplexen K es Zyklen z mit \z\ = K gibt. 
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offenen Mengen G c: genannt (wenn insbesondere G = ist, so hat 

man die Zyklen des R^). 

3) Die Gruppe Ze{R) der £-Zyklen des metrischen Raumes R — 
das sind Zyklen des e-Eckpunktbereiches von R (§ 1,Nr. 7). In diesem 
Bande werden die e-Zyklen nur bei kompakten metrischen Râumen — 
im Falle von Teilmengen der Euklidischen Râume also nur bei beschrânk- 
ten und abgeschlossenen Mengen — herangezogen werden. 

In allen diesen Gruppen sind als Untergruppen die Gruppen der 
betreffenden homogen-dimensionalen Zyklen enthalten. 

5. Rânder sind Zyklen. Satz F. Der Rand eines orientierten 
Simplexes x^ ist ein Zyklus. 

Beweis. Der Satz ist trivial für w = 0 und w = 1 ; es sei n'^ 2. 
Verstehen wir unter \x^f“\ die (w — 2)-dimensionale Seite von \x^\ 
= I «0 I , die durch Weglassen der Eckpunkte und Uj ent- 

steht, so haben wir zu zeigen: tritt in {x^)' mit dem Koeffizienten 0 

auf. Setzen wir wie früher = |^o * • • i daB 

(^”) kommt für k 4 t, k 4" j 

k 

nicht in vor. Orientieren wir folgendermaBen : 

= K - ■ -akn^x)’ k, \ i,j, 

= Kaj. . . . ,). 

so tritt nach § 2, Nr. 5, sowohl in als auch in xj~^ mit posi- 
tivem Vorzeichen auf; aber x^~^ und x^'~^ treten, wie ebenfalls im § 2, 
Nr. 5, gezeigt wurde, in mit entgegengesetzten Vorzeichen auf; daher 
erhâlt x*l~^ in (i^)’ den Koeffizienten 0, w. z. b. w. (Man vgl. Abb. 12.) 

Genau so zeigt man auch, daB, bei beliebigem algebraischer 

Komplex S» Rand einen Zyklus besitzt — in allen For- 

meln des vorstehenden Beweises tritt nur bei jedem Gliede der Koeffi- 
zient t auf, was am Endergebnis nichts ândert. 

Durch Addition folgt dann weiter der 

Satz I. Der Rand jedes algebraischen Komplexes {von E und ist 
ein Zyklus, 

6. Zyklen des absoluten Simplexrandes. Der Satz V und die an 

ihn anschlieBende Bemerkung haben gezeigt, daB es in dem w-dimen- 
sionalen absoluten Komplex \x^'^^\y den man den {absoluten) n-dimen- 
sionalen Simplexrand^ nennt, in bezug auf jeden Koeffizientenbereich Q 
wenigstens einen von Nul! verschiedenen w-dimensionalen Zyklus gibt, 
nâmlich {tx^'^^)’ mit ta / 4^ 0. Wir stellen bei dieser Gelegenheit 
die Frage nach allen w-dimensionalen Zyklen in also nach den 

Gruppen (| x^'^^ |) . 

Wir machen zunâchst die folgende allgemeine Bemerkung: Wenn z 
ein ganzzahliger Zyklus ist, so ist der im Sinne von § 2, Nr. 9, gebildete 


1 Vgl. Kap. III, § 1, Nr. 2. 
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algebraische Komplex tz mit ein Zyklus in bezug auf denn 

da offenbar in der Bezeichnungsweise von § 2, Nr. 9, immer (tC)' ~ tC 
ist, folgt {tzy — 0 ans i == 0. 

Es sei jetzt » wobei die die w-dimensionalen 

Seiten von sind; 3 sei gegeben, und z^ =^l^xf sei ein Zyklus 

in bezug auf da auch t^z^ Zyklus in bezug auf 3 ist, gilt dasselbe 
für z^ — ^^z^ = — l^}xÿ + • ‘ — l^)XnJ^ 2 - Wir setzen nun 

n^iz i voraus ; dann haben für jedes i 2 die Simplexe und x^ 
die nicht leere Seite gemein, und diese liegt auf keinem \xj\ mit 
j 1 > j 4 " ^ J sie tritt daher in {z^ — mit dem Koeffizienten — 
auf; da aber — t^z'^ Zyklus ist, ist dieser Koeffizient 0, es ist also 
== für aile i. Damit ist gezeigt: Für n ëii giht es in keine 

anderen n-dimensionalen Zyklen als die tz^ mit z^ = ^ 

Da die Koeffizienten t dieser Zyklen offenbar einen Isomorphismus 
zwischen dem Koeffizientenbereich 3 und der Zyklengruppe Zg(| |) 
vermitteln, gilt weiter: Für n ^ \ ist Z'^{\x^^^\) 3- ^ 

Dagegenistji^l einPunktepaar,undmanerkenntleicht (vgl. Kap.V,§2) : 
Z^(| 1) ist direkte Summe zweier Gruppen, der en jede mit 3 isomorph ist. 

7. Berandungsfâhigkeit. Kegelkonstruktion. Der Satz I lehrt, daB 
jeder Rand ein Zyklus ist; ein algebraischer Komplex, der nicht Zyklus 
ist, ist also nicht fahig, einen anderen Komplex zu beranden. Die 
Frage, ob umgekehrt jeder Zyklus diese Fâhigkeit besitzt, wird zu- 
nâchst prâzisiert durch folgende 

Définition: Der Zyklus z (des Eckpunktbereiches E und Koeffi- 
zientenbereiches 3) heiBt ber andungs fahig, wenn es einen Eckpunkt- 
bereich E' und in ihm einen mit z isomorphen^ Zyklus z' (desselben 
Koeffizientenbereiches 3) gibt, welcher Rand eines Komplexes C' von 
E' ist: z' = C'. 

Unsere Frage wird nun — unter der offenbar erlaubten Beschrân- 
kung auf homogen-dimensionale Zyklen ~ beantwortet durch 

Satz II. Jeder homogen r-dimensionale Zyklus mit r^i ist be- 
randungsfàhig. Der homogen nulldimensionale Zyklus 2 ^ == ^ t^x^ ist 
dann und nur dann ber andungs fahig, wenn die Koeffizientensumme 
v{z^) = o ist. 

Wir beweisen zunâchst den letzten Teil, d. h. die Behauptung, daB 
im Faite =4 0 der nulldimensionale Zyklus in keinem Eckpunkt- 
bereich beranden kann. Mit anderen Worten : Der Rand eines beliebigen 
eindimensionalen algebraischen Komplexes hat die Koeffizientensumme N ull. 

1 Verallgemeinerung dieses Satzes und Beweises: § 5 , Nr. 11 , Satz Villa. 

2 Das Zeichen ^ bedeutet: isomorph. 

2 Zwei algebraische Komplexe C und C' (desselben Koeffizientenbereiches) 
heiBen isomorph, wenn es eine simpliziale Abbildung / von |C| auf \C'\ mit C' = / (C) 
gibt, welche einen Isomorphismus zwischen |C| und |C'| im Sinne von § 1 , Nr. 5 , 
herstellt. 


12 * 
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Beweis. Ist C^ = tx^, x^=(afia^, so ist — /«j, also 

v{C^) — 0, woraus durch einfache Addition folgt, daB auch für eincn 
beliebigen eindimensionalen Komplex C^=^i^x\ die Koeffizienten- 
summe des Randes Null ist. 

Der Beweis der übrigen Behauptungen des Satzes II beruht auf der 
folgenden „Kegelkonstruktion”, die auch für andere Zwecke nützlich ist : 

Der Eckpunktbereich E sei gegeben. Man füge ihm einen neuen 
Eckpunkt o hinzu und verstehe unter „Gerüsten“ 1) die Gerüste von E, 
2) aile Eckpunktmengen, die aus den Gerüsten von E durch Hinzu- 
fügung von O entstehen. Der dadurch definierte neue Eckpunktbereich E' 
heiBt der „Kegel über E mit der Spitze o”. 

Falls E = E (K) von einem endlichen absoluten Komplex K erzeugt 
wird, so wird offenbar auch E' von einem (endlichen) Komplex K' er- 
zeugt ; K' heiBt der Kegel über K. Die Dimensionszahl von K' ist stets 
um 1 grôBer als die Dimensionszahl von K. 

Für jedes orientierte Simplex x^' = [a^ . . . «,) von E verstehen wir 
unter (ox*) das orientierte (r -f 1 )-dimensionale Simplex (o x*') = (o . «,) 
vonE'; ^ allgemeiner: zu jedem algebraischen Komplex C =2 vonE 

gehôrt als „Kegel über C mit o als Spitze" der Komplex (oC) • 

Aus den Vorschriften für die Randbildung (§ 2, Nr. 4, 5) folgt leicht 

(Ir) (o*’’) = x' — (ox') für r ïî 1 , 

(lo) (ox«)' = X® — (o). 

Hieraus ergibt sich weiter für jeden homogen r-dimensionalen Kom- 
plex C = ^t*Xi von E: 

(2r) {oC^' — C' — {oC') für r è 1 , 

(2o) {oc<>y = co-Zt'-{o). 

Ist C = x’’ ein Zyklus (was für r = 0 immer der Fall ist), so ist C*' == 0 
und folglich auch (o(^’')=0, mithin 

(3,) {oz'y = f für y ^ 1 , 

(3o) (ozO)- = xO-v(zO).(o). 

Aus (3r) und (3o) liest man ab: Jeder homogen r-dimensionale Zyklus 
von E mit y ïg 1 sowie jeder homogen nulldimensionale Zyklus 2 ® von E 
mit y ( 2 ®) =0 ist der Rand eines Komplexes von E'. 

Nunmehr ergibt sich die Richtigkeit des Satzes II einfach dadurch, 
daB man über dem Eckpunktbereich E, auf den sich der Satz bezieht, 
den Kegel E' konstruiert. 

^ Sind X = («0 . . . a,) und y = (bç, . . . b,) zwei orientierte Simplexe eines Eck- 
punktbereiches E', in welchem die Eckpunktmenge {«j, . . ., a,, tj, . . ., 6,} ein 
Gerüst bildet, so wird das orientierte Simplex = {a^ ... a, bg .. . b,) mit 

(ry) bezeichnet. Hierin ist die Bezeichnung {ox') als Spezialfall enthalten. 
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8. Berandung. Homologieklassen. Wir kommen jetzt zu der für 
die ganze Topologie grundlegenden 

Homologie-Definition. E sei ein Eckpunkt-, 3 Koeffizienten- 
bereich. Man sagt : der zu diesen Bereichen gehôrende Zyklus z berandet 
oder ist homolog Null (in E), und schreibt: 

2: cvû 0 (in £) , 

falls Z Rand eines zu E und ^ gehôrenden algebraischen Kompiexes 
ist. Ist Zi — Zi^^ 0 (in E), so schreibt man 

Zi csD ^2 (in E) 

und sagt, daB und Z2 miteinander homolog sind — oder auch, daB z■^ 
und Z2 zusammen beranden (in E in bezug auf 

In den Formeln I, II, III (Nr. 1) sind offenbar folgende drei Be- 
hauptungen enthalten: 

1 ) 0 ~ 0 (und somit z z) , 

2) aus Z 0 folgt (— 2) cv) 0 (somit auch: aus z^ cs= folgt z^ Zj), 

3) aus 2i cn 3 0 und z^ ^ 0 folgt 2^ + 0 (somit auch: aus z^ z^ 

und 22 23 folgt 2i cN.-> ^g) . 

Die eingeklammerten Behauptungen sind nichts anderes als die 
sog, „Gleichheitsaxiome“ — der Reflexivitàt, der Symmetrie und der 
Transitivitât, denen somit der durch das Zeichen ~ ausgedrückte 
Homologiebegriff genügt ; daher bewirkt die Homologie-Beziehung eine 
Einteilung aller Zyklen von E in Klassen, die Homologieklassen von E 
in bezug auf J5 ?■ Dieselben drei Behauptungen drücken auch die Tat- 
sache aus, dafi die Klasse aller in E berandenden Zyklen des Koeffi- 
zientenbereiches ^ eine Untergruppe H^{E) der Gruppe Z^{E) bildet. 

In den meisten Fâllen werden nicht die ganzen Klassen, sondem 
(bei jedem r) die Homologieklassen der r-dimensionalen Zyklen be- 
trachtet. 

9 . Doppelter Koeffizientenbereich. Der Homologiebegriff, den wir 
soeben eingeführt haben, lâBt sich noch verallgemeinem, und zwar 
dadurch, daB m'an nicht einen, sondem gleichzeitig zwei Koeffizienten- 
bereiche ^ und 5 ' betrachtet, von denen der eine, eine Untergruppe 
des anderen, ig', ist. Um den Sinn und auch die ZweckmâBigkeit dieser 
Verallgemeinerung klarzumachen, erlâutern wir sie an einem Beispiel. 
Wir betrachten die auf Abb. 14 dargestellte Triangulation K der pro- 
jektiven Ebene. Wie wir in § 2, Nr. 8, Beispiel 3, gesehen haben, gilt 
(in den dortigen Bezeichnungen) 

( 4 ) (^* = 2 x 1 + 24 + 2x^, 

d. h.: die passend orientierte Triangulation \ C\ der projektiven Ebene 
wird berandet durch die doppelt gezâhlte projektive Gerade^^', wobei 

1 Beispiele werden im Kap.V, § 1, angegeben werden. 
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letztere als der aus den drei gerichteten Strecken x\, x^, xl zusammen- 
gesetzte orientierte Komplex aufgefaBt wird. Nun zeigt eine leichte 
Überlegung, die wir dem Leser überlassen dürfen, daB der Zyklus 

2^ = x} + «2 + *3 

(die einfach durchlaufene projektive Gerade) keinen ganzzahligen Teil- 
komplex der gewâhlten Triangulation der projektiven Ebene berandet. 
Da wir anstatt (4) auch 

schreiben konnen (wobei wir vom Koeffizientenbereich ® zu 9î über- 
gehen und dadurch entsteht, daB man jedem der zehn orientierten 
Simplexe, die den Komplex C bilden, den Koeffizienten | zuordnet), 
berandet der ganzzahlige Zyklus zwar keinen ganzzahligen, wohl 
aber einen rationalen Teilkomplex unserer Triangulation : 

0 (in K in bezug auf 9î) . 

Wir definieren jetzt ganz allgemein: 

Es seien ein Eckpunktbereich E und zxvei Koeffizientenbereiche [d. h. 
zwei Abelsche Gruppen) ^ und 3' gegeben, von denen der erste eine U nier- 
gruppe des zweiten ist, Wir sagen, dafi der Zyklus z des Koeffizienten^ 
bereiches 3 i'^ E i'^ bezug auf 3' berandet {oder homolog Null ist), wenn 
es in E einen algebraischen Komplex des Koeffizientenbereiches 3' g'^kt, 
welcher den Zyklus z — der ja als Zyklus des Koeffizientenbereiches 3 
erst recht zum Koeffizientenbereich 3' gehôrt — als seinen Rand hat. 
Wir schreiben dafür 

^ ^ 0 (in E in bezug auf 3') • 

Genau wie in der vorigen Nummer schreiben wir auch jetzt 

z^ -v (in E in bezug auf 3') 

für 

— ^2 ^ 0 (in E in bezug auf 30 > 

und genau wie vorhin beweist man die Behauptungen 1), 2), 3) ““ 
immer in bezug auf 3'* Es folgt daraus, dafi eine Klasseneinteilung 
von Z^ (E) entsteht, und dafi die Zyklen des Eckpunktbereiches E, die 
in E in bezug auf 3' beranden, eine Untergruppe von Z^ [E) bilden, die wir 
mit bezeichnen. 

Die Gruppe Hç^ r^'{E) ist natürlich direkte Summe der Gruppen 
der in bezug auf 3' berandenden homogen r-dimensionalen 
Zyklen, r = O, 1 , . . . . Auf diese allein wird es uns im folgenden an- 
kommen. 

Infolge der Inklusion 3' ^ ^ offenbar 
d. h.: jeder Rand (eines Komplexes aus L^(E)) ist <^0 in bezug auf 3'- 
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10. Schwache und starke Berandung. Randteiler. Homologie mit 
Division. Wir kehren zu dem wichtigsten Spezialfall zurück, von dem 
wir bei dem obigen Beispiel der projektiven Ebene ausgegangen sind: 
es sei 

Von einem ganzzahligen Zyklus sagt man, daB er in E schwach be- 
randet (schwach homolog Null ist), wenn er in bezug auf 9ï (jedoch 
nicht notwendig in bezug auf @) berandet. Berandet er in bezug auf 
so heiBt er stark berandend. Ein stark berandender Zyklus ist also erst 
recht ein schwach berandender. 

Ist Z ein schwach berandender Zyklus des Eckpunktbereiches E 
und C ein von z berandeter rationaler Komplex, so bezeichnen wir 
für cinen Augenblick den gemeinsamen Nenner der als Koeffizienten 
von C auftretenden Brüche mit t und bemerken, daB C' = tC ein 
durch tz berandeter ganzzahliger Komplex ist. Wenn umgekehrt ein 
Vielfaches tz eines ganzzahligen Zyklus z als Rand eines ebenfalls ganz- 
zahligen Komplexes C' auftritt, so ist z Rand des rationalen Kom- 

plexes yC'. Mit anderen Worten: 

Ein ganzzahliger Zyklus z ist dann und nur dann schwach homolog 
Null in Ey wenn es eine von Null verschiedene ganze Zahl t von der Eigen- 
schaft gibt, daft tz in E stark berandet. 

Da das Vielfache tz von z ein ganzzahliger Rand ist, nennt man z 
hâufig einen y, Randteiler''. Die r-dimensionalen Randteiler bilden die 
Gruppe 3 j(£). 

Da aus 

tz 0 (in E in bezug auf (R) 

im Falle t j- 0 auch 

^ oc 0 (in E in bezug auf 9{) 

folgt, nennt man die Homologie in bezug auf 91 manchmal auch Homo- 
logie mit Division. — 

Der Ausdruck ,, Homologie modulo m" wird nach wie vor nur ge- 
braucht, um anzugeben, daB ein Zyklus modulo m in bezug auf seinen 
Koeffizientenbereich berandet. Im Falle modulo m folgt übrigens 
aus tz ^ 0 die Relation z 0 unter der einzigen Bedingung, daB t 
kein Nullteiler von d. h, m zu den Zahlen der Restklasse t teiler- 
fremd ist. Wenn insbesondere m eine Primzahl ist, kann man Homo- 
logien modw durch beliebige von Null verschiedene Elemente des 
Koeffizientenringes dividieren. 

11. Simpliziale Abbildungen der Rânder. In Nr. 3 haben wir ge- 
sehen : Eine simpliziale Abbildung des Eckpunktbereiches A in den Eck- 
punktbereich B erzeugt einen Homomorphismus der Gruppe ^’^(A) in 

Wie sich aus dem 1 . Erhaltungssatz sofort ergibt, geht dabei 
jeder in A in bezug auf 3’ berandende Zyklus von A in einen in B in 
bezug auf 3' berandenden Zyklus über; daher werden auch die Grnppen 
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hzw, in die entsprechenden Gruppen von B homomorph 

abgebildet, 

12. Bemerkung zum Homologiebegriff für die verschiedenen Eck- 
punktbereiche, die in unserer weiteren Darstellung vorkommen: Man 
bat vor allem mit dem von einem absoluten Komplex K erzeugten Eck- 
punktbereich bzw. dem Eckpunktbereich einer offenen Menge G c: 
zu tun. In diesem Falle schreibt man 


. 2 : CVD 0 

und bzw, 

Z oc 0 


(in K in bezug auf Q') 
(in G in bezug auf 


und und spricht von Homologie in K bzw. in G. 

Ferner sind auch die e-Eckpunktbereiche eines metrischen Raumes R 
zu berücksichtigen ; man erhâlt in diesem Falle die e-Homologie der 
£-Zyklen. Da für ô jeder â-Zyklus erst recht ein e-Zyklus ist, kann 
man insbesondere von f-Homologie der (5-Zyklen in R sprechen. 

13. Homologien n-dimensionaler Zykien in n-dimensionalen 
Komplexen. Da es in einem w-dimensionalen Komplex keinen an- 
deren algebraischen (w + 1)“dimensionalen Komplex als den NuUkom- 
plex gibt, ist die Aussage 

z^c^O in 


gleichbedeutend mit 
ebenso ist daher auch 


gleichbedeutend mit 


z'^ oc Z 2 in 


Wir sehen also: 

Homologien zwischen n~dimensionalen Zykien in einem n-dimensiona- 
len Komplex sind nichts anderes als Gleichungen. (Die Koeffizienten- 
bereiche sind dabei gleichgültig.) 

14. Relativzyklen und Relativberandungen. Wir führen noch kurz 
zwei wichtige Begriffe ein^. Aus der Définition eines Eckpunktbereiches 
folgt ohne weiteres, daÛ jede Teilmenge E* eines Eckpunktbereiches E 
wiederum ein Eckpunktbereich ist ; dabei hat man eine endliche Menge 
von Punkten von E' dann und nur dann als ein zu E' gehôrendes 
Gerüst zu betrachten, wenn sie ein Gerüst des Eckpunktbereiches E ist. 

Wir nennen nach Lefschetz einen algebraischen Komplex C des 
Eckpunktbereiches E einen Relativzyklus , und zwar einen Relativzyklus 
von E bis auf E', falls C ein Komplex des Eckpunktbereiches E' ist. Je- 
der Zyklus von E ist a fortiori Relativzyklus bis auf E'. 


1 Anwendung finden diese Begriffe z. B. im Kap. VI, § 1 . 
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Ein Rélativzyklus C bis auf E' berandet in E (ist homolog Null 
in E) bis auf E', falls es einen algebraischen Komplex C des Eck- 
punktbereiches E gibt, welcher bis auf E' durch C berandet wird, d. h. 
welcher der Bedingung 

C'^C + q 

genügt, wohei q ein algebraischer Komplex des Eckpunkthereiches £' ist, 
(Ist dabei q — Oy so ist C gewôhnlicher Zyklus und c?oO im gewôhn- 
lichen Sinne.) 

Die wichtigsten Spezialfâlle des. soeben eingeführten allgemeinen 
Dégriffés sind die folgenden beiden: 

1. £* sei der von dem absoluten Komplex K, E' der von dem ab- 
soluten Teilkomplex K' von K erzengte Eckpunktbereich. Die obige 
allgemeine Définition ergibt in diesem Spezialfalle die Relativzyklen 
von K bis auf K\ 

2. E sei der e-Eckpunktbereich des metrischen Raumes/?; E' sei 
der e-Eckpunktbereich der Menge A c: R. In diesem Spezialfalle bat 
man die e-Relativzyklen von R bis auf A, 

Bemerkung. Die Definitionen dieser Nummer gelten für jeden 
Koef fizientenbereich . 

§ 5. Zusammenhangsbegriffe. 

1. Der gewôhnliche Zusammenhangsbegriff für Komplexe. Der 

absolute Komplex K heiBt zusammenhàngend, wenn bei jeder Zerlegnng 

K^K' + K" 

des Komplexes K in zwei Teilkomplexe K' und K", von denen jeder 
wenigstens ein nichtleeres Simplex enthâlt, es mindestens einen Eck- 
punkt gibt, welcher gleichzeitig zu K' und K" gehôrt^. 

Bemerkung. FaBt man einen Komplex als einen diskreten Raum auf 
(vgl. Kap. I, § 2, Nr. 2, sowie Kap. III, § 1, Nr. 8), so fâllt dieser Zusammen- 
hangsbegriff unter den Zusammenhangsbegriff eines topologischen Raumes. Ins- 
besondere gelten also für den hier definierten Zusammenhangsbegriff aile Sâtze 
von Kap. I, § 2, Nr. 14; dabei sind die abgeschlossenen Mengen die Teilkom- 
plexe des Komplexes K. 

Satz I. K ist dann und nur dann zusammenhàngend, wenn sich je 
zwei Eckpunkte a' und a" von K durch einen Kantenzug, d. h. durch 
eine endliche Folge eindimensionaler Elemente 

von K verbinden lassen, 

Beweis. Ist K = K' + K" 


^ Wir erinnem daran, daû ein absoluter Komplex K eine Menge von Sim- 
plexen und somit die Zerlegung K ^ K' K" eine Zerlegung dieser Menge in 
zwei Teilmengen ist. 
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eine Zerlegung in zwei nichtleere eckpunktfremde Teilkomplexe K' 
und jFl", so lâBt sich offenbar ein Eckpunkt von K' mit keinem Eck- 
punkt von jFC " durch einen Kantenzug verbinden ; die eine Hâlfte des 
Satzes I ist also klar. 

Um die andere zu beweisen, nehmen wir an, es gebe in K zwei Eck- 
punkte a' und a", die sich durch keinen Kantenzug verbinden lassen. 
Dann betrachten wir die Komponente des Eckpunktes a' in K, d. h. 
den Komplex welcher ans allen Simplexen von K besteht, deren 
Eckpunkte sich mit a' durch Kantenzüge verbinden lassen. bildet 
einen echten Teilkomplex von K (denn a" gehôrt nicht zu scinen Eck- 
punkten) ; der aus allen in nicht vorkommenden Simplexen von K 
bestehende Komplex A" ist somit nicht Icer. Aus der Définition von 

folgt ferner, daB die Komplexe K^' und A" eckpunktfremd sind; 
da schlieBlich K = 4 A" ist, ist A nicht zusammenhangend und 

unser Satz bewiesen. 

2. Komponenten^. Ein zusammenhângender Teilkomplex von A, 
der in keinem von ihm verschiedenen zusammenhangenden Teilkom- 
plex enthalten ist, heiBt eine Komponente von K. Die Komponente 
des Eckpunktsa, wie wir sie beim Beweise des Satzes I definiert haben, 
ist wie aus diesem Satz sofort folgt — eine Komponente von A im 
soeben erklârten Sinne. Umgekehrt ist jede Komponente von A Kom- 
ponente jedes ihrer Eckpunkte. Es ist auch klar, daB zwei verschie- 
dene Komponenten keinen gemeinsamen Eckpunkt haben konnen, folg- 
lich zueinander fremd sind. Ein nicht zusammenhângender Komplex 
zerfâllt somit in lauter zusammenhângende disjunkte Teilkomplexe — 
in seine Komponenten. 

3. Beziehungen zwischen dem Zusammenhang von K und K, Es sei 

jetzt A eine Simplizialzerlegung eines Polyeders P = K, Es seien 

, A 2 , . . . , Kj , . . . 

die Komponenten von A. Wir bezeichnen mit Qi den aus allen nicht 
zu Ki gehôrenden Simplexen von K bestehenden Komplex und be- 
weisen, dafi sowohl ah auch in K ojfen sind. Es sei in der Tat 
a ein Punkt von P, T sein Trâger, Oj^(T) der offene Stern von T 
(Kap. III, § 1, Nr. 7). Ojr(T) ist in P offen (a. a. O.) ; aus der 
Définition von Ki bzw. Qi folgt ferner, daB Oj^{T) in A, bzw. Qi ent- 
halten ist, je nachdem a zu A,- oder zu Qi gehôrt. Unsere Behaup- 
tung ist hiermit bewiesen. Sie ist mit der folgenden gleichbedeutend : 

Ist Ki eine Komponente des Komplexes A, so ist in R gleich- 
zeitig offen und abgeschlossen. 

Hieraus folgt ohne weiteres (Kap. I, § 2, Nr. 14), daB jede Kom- 
ponente von P — R in einer einzigen Menge R^ enthalten ist. Bewei- 
sen wir jetzt noch, daB Ri stets zusammenhangend ist, so wird gezeigt 

- y. 

1 Vgl. die Bcmerkung in der vorigen Nummer. 
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sein, daB die Mengen mit den Komponenten von P übereinstimmen. 
Sind nun b' und 6" irgend zwei Punkte von Riy so wâhle man zunâchst 
zwei Eckpunkte a' und a" unter den Eckpunkten der Trâger T'bzw. T" 
von V bzw. in Ki. Da zusammenhângend ist, lassen sich die 
Eckpunkte a' und a" durch einen Kantenzug a' a" verbinden; verbin- 
det man noch 6' mit a' bzw. h" mit a" durch geradlinige Strecken in 
T' bzw. T", so erhâlt man einen aus 6' nach b" führenden polygo- 
nalen Weg in R^) da b' und 6" beliebige Punkte von R^ sind, folgt aus 
dem Bewiesenen (nach Kap. I, § 2, Satz XVIII), daB R^ zusammen- 
hângend ist. 

Wir haben also folgenden 

Satz IL Ist K eine beliebige Simplizialzerlegung des Polyeders P 
imd sind K^y Xg, . . ., X,, ... die Komponenten von K, so sind R^y 
R 2 , . . . , Ri y ... die Komponenten von P. 

Korollar. Ist eine Simplizialzerlegung K des Polyeders P zusam- 
menhàngendy so ist P eine zusammenhàngende Punktmenge. Wenn um- 
gekehrt P zusammenhângend isty so ist auch jede Simplizialzerlegung 
von P ein zusammenhàngender Komplex. 

Aufgabe I. Man bcweise die Resultate dieser Nr. unter Benutzung der 
Bemerkung von Nr. 1 , der Nr. 8 von Kap. III, § i (Stetigkeit der dort defi- 
nierten Abbildung x) und des Korollars zum Satz I von Kap. I, § 3. 

Aufgabe II. Da jeder Eckpunktbereich ein diskreter Raum ist, kann man 
ohne weiteres von zusammenhângenden Eckpunktbereichen sprechen. Manbeweise: 
Ist E der Eckpunktbereich der offenen Menge G C R”, so ist G dann und nur 
dann zusammenhângend, also ein ,,Gebiet*‘, wenn E zusammenhângend ist. 

4, Komponenten und algebraische Komplexe. Die algebraischen 
Komplexe, Zyklen und Rânder eines absoluten Komplexes sind durch 
diejenigen seiner Komponenten vollstândig bestimmt. Es gilt nàmlich 

Satz III. Ist K — -f Ag, wobei die Komplexe K^ und K^ keine 
gemeinsamen Elemente von einer Dimensionszahl — 1 haben (im F aile 
r z=.Ç) natürlich aufier dem leeren Simplex)y so gelten die direkten Summen- 
zerlegungen: 

(1) U^{K)^L%{Ky) +15(^2)- 

( 2 ) Z’^{K) == Z‘^{Ky) +Z-^[K,), 

(3) == 

Dabei ist r eine beliebige ganze Zabi s^O. 

Beweis. Es sei C' ein r-dimensionaler algebraischer Teilkomplex 
von K\ den auf A', bzw. A'j liegenden Teil von C*" (vgl. § 2, Nr. 14, 
Bemerkung II) bezeichnen wir mit C\ bzw. C5; es ist C — C[ + C^/, da 
ferner kein von Null verschiedener r-dimensionaler algebraischer Kom- 
plex gleichzeitig Teilkomplex von A', und sein kann, ist (1) bewiesen. 

Ist insbesondere C ein Zyklus, so müssen auch und Cl Zyklen 
sein, denn wegen C*" — C, -j- Cl ist dann — — C», so daB i = 1 Cjj 
zu Aj und Aj gehôren müBte, was Cj = Ci = 0 nach sich zieht. 
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Hierdurch ist auch die Formel (2) nachgewiesen. 

Ist femer C*" ein berandender Zyklus (in K in bezug auf S, 30» 
müssen auch Cj und CJ in bzw. beranden, denn, wie man leicht 
sieht, folgt aus 

(:’•+! = C^ CÎ+'cA-^, 

daB = C\ und = Q ist. Damit ist auch (3) bewiesen. 

Zusatz. Der Satz III (und sein obiger Beweis) behalten ihre Gül- 
tigkeit, wenn man K nicht in zwei, sondem in eine beliebige endliche 
oder unendüche Anzahl von Komponenten zerlegt. 

5. Zusammenhang und nulldimensionale Zyklen. Satz IV. Der 
Komplex K ist dann und nur dann zusammenhângend, wenn in ihm 
jeder berandungsfàhige nulldimensionale Zyklus herandet {bei beliebig ge- 
gebenem Koeffizientenbereich 3)- 

Beweis. Sei zunâchst K nicht zusammenhângend, also K^, 

wobei Kl und eckpunktfremd sind; femer sei: Cj — tUi, C 2 = taz, 
wobei «1 bzw. ein Eckpunkt von Ki bzw. Kz und ^ =j= O in ^ beliebig 
gewàhlt ist; dann ist C® = Cf — Cl berandungsfâhig. Würde C® in 
K beranden, so würde, wie im Beweis der Formel ( 3 ) im Satz III, 
folgen, daB Cf in Ki und Cf in Kz beranden würden ; da Cf und Cf nicht 
berandungsfâhig sind, ist dies nicht der Fall; somit ist C® 9^.0 in K. 
Der eine Teil des Satzes ist damit bewiesen, 

Sei jetzt K zusammenhângend und = berandungsfâhig, 

Dann ist die Koeffizientensumme 2^* gleich Null, folglich 

/I = _/2 - /3 _ . . . 

und 

Es genügt also zu zeigen, daB für jedes i 

Hx<l-xt)^o (in K in bezug auf ^') 


ist, Dies folgt aber unmittelbar aus dem Zusammenhang des Kom- 
plexes K : Wenn = «o» 


einKantenzug ist, welcher ao mit verbindet, so setze man 
dann ist 

1 = 


w, Z, b, w, 

Zusatz. Es sei z® =^t^x\ ein beliebiger nulldimensionaler Zyklus 
des zusammenhàngenden Komplexes K. Dann und nur dann ist 


ifi •^t a in K (in bezug auf ^') , 

wenn z^ berandungsfâhig, d. h. wenn ^t‘ — O ist. 
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Âufgabe. Der Leser übertrage diese Sâtze auf beliebige Eckpunktbereiche 
(vgl. die Aufgaben I und II von Nr. 3) i-, 

6. Starker Zusammenhang. An die Ausführungen der ersten bei- 
den Nummem dieses Paragraphen schlieBen sich Verschârfungen des 
Zusammenhangsbegriffes für Komplexe. 

Définition. Ein homogen «-dimensionaler Komplex A", n ^\, heiût 
stark zusammenhàngend, wenn bei jeder Zerlegung A” — K'} in 

zwei nichtleere Komplexe und K* diese mindestens eine gemeinsame 
(« — 1)-dimensionale Seite besitzen. 

Man beweist leicht, daB die folgende Bedingung für den starken 
Zusammenhang eines homogen «-dimensionalen Komplexes K” not- 
wendig und hinreichend ist: 

Bedingung (A). Je zwei Grundsimplexe T' und T” von K” lassen 
sich durch eine „starke“, d. h. eine solche Kette M-dimensionaler Simplexe 

(4) T = T^, T^, . . = T" 

verbinden, daB je zwei aufeinanderfolgende Simplexe dieser Kette 
eine (« — l)-dimensionale Seite gemeinsam haben. 

Um das zu beweisen, nehmen wir zuerst an, die Bedingung (A) sei 
erfüllt, und betrachten eine Zerlegung = KJ + KJ in zwei nicht- 
leere Teilkomplexe. Ein beliebiges Grundsimplex T' von KJ kann mit 
jedem Grundsimplex T” von KJ durch eine Simplexkette (4) ver- 
bunden werden. Es sei TJ das letzte Simplex in der Kette (4), welches 
noch zu KJ gehôrt; ist i = s, so haben KJ und KJ das «-dimensionale 
Simplex T" unter ihren Grundelementen, folglich ist jede Seite von T" 
eine gemeinsame Seite von KJ und KJ. Ist i von s verschieden, so 
gehôrt rj^j zu KJ; die gemeinsame (« — i)-dimensioncde Seite von TJ* 
und rj,,, die es nach Voraussetzung gibt, ist dann eine gemeinsame 
Seite von KJ und KJ. Somit ist K" stark zusammenhàngend. 

Es sei jetzt die Bedingung (A) nicht erfüllt; T' imd T" seien zwei 
Grundsimplexe von K", welche durch keine starke Kette verbunden 
werden kônnen. Wir betrachten die starke Komponente KJ des Sim- 
plexes T', d. h. die Gesamtheit aller Grundsimplexe von K**, die sich 
mit T' durch starke Ketten verbinden lassen; KJ sei dann der aus 
allen übrigen Grundsimplexen von K” gebildete Komplex. Keiner der 
beiden Komplexe KJ und KJ ist leer; es ist K“ = KJ KJ. Wâre 
eine gemeinsame Seite von KJ und KJ, so batte man zwei Sim- 
plexe TJ* und TJ von KJ bzw. KJ, die T"""^ als gemeinsame Seite be- 
sâBen; da nach Voraussetzung TJ* mit T' verbindbar ist, wâre offen- 
bar auch T\ mit T' verbindbar, was der Définition des Komplexes KJ 
widerspricht. 


1 Die Betrachtungen dieser Nummer werden in Kap. V, § 1, fortgesetzt 
werden. 
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Die stark zusammenhângenden Komplexe kônnen also als Komplexe 
definiert werden, die der Bedingung (A) genügen. 

Analog wie bei dem gewôhnlichen Zusammenhang kann man auch 
für den soeben eingeführten Begriff der starken Komponenten eines 
homogenen Komplexes zeigen : 1) zerfâllt in eindeutiger Weise 
in starke Komponenten, wobei zwei verschiedene starke Komponenten 
keine gemeinsamen Elemente von einer Dimension \ besitzen 

kônnen ; 2) sie sind stark zusammenhângende w-dimensionale Teilkom- 
plexe von K", die in keinem grôBeren stark zusammenhângenden Teil- 
komplex von enthalten sind. 

7. Regulàrer Zusammenhang. Eine nochmalige Verschârfung des 
Zusammenhangsbegriffes ist zweckmâBig^. Eine — 1)-dimensionale 
Seite eines homogen w-dimensionalen Komplexes K, n^i, soll ,,regulàr‘' 
oder yySingulàr'' (in bezug auf K) heiBen, je nachdem sie auf genau zwei oder 
nicht auf genau zwei Grundsimplexen liegt; eine singulâre Seite liegt 
also entweder auf nur einem oder auf wenigstens drei Grundsimplexen. 
Nun definieren wir: 

Der homogen w-dimensionale Komplex heiBt regulàr zusammen- 
hàngendy wenn bei jeder Zerlegung K ~ in zwei nichtleere 

w-dimensionale Komplexe Ky und Kg diese mindestens eine (in bezug 
auf K) regulàre (>î — 1)-dimensionale Seite gemeinsam haben. 

Es ist klar, daB ein regulâr zusammenhângender Komplex a fortiori 
stark zusammenhângend ist. 

Àhnlich wie oben beweist man, daB die folgende Bedingung für den 
regulâren Zusammenhang notwendig und hinreichend ist: 

Bedingung (B): Je zwei Grundsimplexe lassen sich durch eine 
yyregulàre'* Kette (4) verbinden, d. h. eine solche, in der je zwei auf- 
einanderfolgende Simplexe eine regulàre (w ~ Ij-dimensionale Seite ge- 
meinsam haben. 

Den Beweis erhâlt man, wenn man in dem obigen, auf die Bedin- 
gung (A) bezüglichen Beweis das Wort ,,Seite‘' immer durch ,, regulàre 
Seite' ‘ ersetzt. 

8. Regulàre Komponenten. Man definiert analog wie früher als 
eine ,, regulàre" Komponente von K die Gesamtheit der Grundsimplexe, 
die sich mit einem festen Grundsimplex durch regulàre Ketten verbin- 
den lassen. Wie früher zeigt man: 1) K zerfâllt in eindeutiger Weise in 
regulàre Komponenten, von denen je zwei weder ein Grundsimplex noch 
eine regulàre Seite gemein haben ; 2) jede regulàre Komponente ist selbst 
regulâr zusammenhângend. Jedoch kann — im Gegensatz zu den ge- 
wôhnlichen und den starken Komponenten — eine regulàre Kompo- 
nente von K in einem grôBeren régulât zusammenhângenden Teil- 
komplex von K enthalten sein; man bestâtige dies durch Bestimmung 

1 Was Beispiele betrifft, so sei ein für allemal auf den ,,Anhang zu den 
Kapiteln IV, V, VI*‘ verwiesen. 
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der regulàren Komponenten des eindimensionalen Komplexes, der aus 
drei Strecken besteht, welche einen Eckpunkt gemeinsam haben. (Der 
Grand ist : eine regulâre Seite eines Teilkomplexes von K braucht nicht 
regulâre Seite von K zu sein.) Jede Komponente im gewôhnlichen 
Sinne (Nr. 2) zerfàllt in starke Komponenten, jede starke Komponente 
in regulâre Komponenten. 

Die Zerlegung in regulâre Komponenten spielt praktisch eine RoUe 
bei der Bestimmung der n-dimensionalen Zyklen in einem n-dimensio- 
nalen Komplex^. Es gilt nâmlich der folgende wichtige 

Satz V. Die Zerlegung in regulâre Komponenten des homogen n-di- 
mensionalen Komplexes K sei dur ch 

(2) K ^ K, + K^ -f • • • -1- K, 

gegeben; K* sei der Komplex der singulàren [n — \)-dimensionalen Seiten 
von K, Z ein n-dimensionaler Relativzyklus bis auf K* {also z. B. ein 
Zyklus) bei beliebigem Koeffizientenbereich 3* Dann ist 

(3) + + ... + 

wobei V c: und Cj ein orientierter Komplex mit |Cy| = Kj ist. 

Beweis. x^ seien die w-dimensionalen beliebig orientierten Simplexe 
von K, und es sei Z =^t^Xi; wir haben zu zeigen: die Koeffizienten t^ 
der zu derselben regulàren Komponente K^ gehôrigen x^ untcrscheiden 
sich voneinander hôchstens um das Vorzeichen. Es seien x^ und Xj^ 
Grundsimplexe derselben regulàren Komponente, und X 2 , . , Xf. 
sei eine sie verbindende regulâre Kettc; y^ sei die den Simplexen Xi 
und x-_^i gemeinsame (w — 1)-dimensionale Seite. Haben x^ und x^,^^ 
in der Linearform Z die Koeffizienten f bzw. so hat die Seite 
da sie infolge ihrer Regularitât auf keinen anderen w-dimensionalen 
Simplexen als auf x^ und liegt, in Z den Koeffizienten it 
(mit irgendeiner Vorzeichen verteilung). Aus jZ [ c K*, jy ] d: K* folgt, 
daB dieser Koeffizient 0 ist, also: und da dies für i = i, 

2, ... Æ — 1 gilt: t^ ~ w. Z. b. w. 

Wir formulieren noch den Spezialfall des Satzes V mit q = i: 

Satz Vj. K sei n-dimensional und regulàr zusammenhàngend , K* 
sei der Komplex der singulàren (n —■ \ydimensionalen Seiten von K, 
Z sei ein n-dimensionaler Relativzyklus bis auf K*. Dann ist Z — tC , 
wobei C ein orientierter Komplex mit | C | — K ist. 

Wir werden diesen Satz nachher noch prâzisieren (Nr. 10, 
Satz VII) ; vorher müssen wir aber noch eine wichtige Unterscheidung 
zwischen zwei Arten regulâr zusammenhângender Komplexe vornehmen. 

9. Orientierbarkeit und Orientierungen eines regulâr zusammen- 
hângenden Komplexes. K sei zunâchst ein beliebiger homogen ^i-dimen- 
sionaler Komplex, |y| eine regulâre (« — l)“dimensionale Seite von A'; 

1 S. ,,Anhang zu den Kap. IV, V, Vr*. 
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|*i|» 1 * 2 ! seien die beiden «-dimensionalen Simplexe, auf denen |y| 
liegt. Xi und heiBen „kohârent“ orientiert, wenn y in den Rân- 
dern x^ und X 2 mit entgegengesetzten Vorzeichen auftritt. Unter einer 
kohârenten Orientierung von K verstehen wir solche Orientierungen 
aller «-dimensionalen Simplexe, daB je zwei von ihnen, die eine regulâre 
(w — l)-dimensionale Seite gemeinsam haben, kohârent orientiert sind. 
Zu jeder kohârenten Orientierung von /fgibt es die ihr entgegengesetzte, 
die durch Umkehrung der Orientierung jedes einzelnen Simplexes ent- 
steht. 

Sind die «-dimensionalen Simplexe Xi so orientiert, daB sie eine 
kohârente Orientierung von K bilden, so nennen wir den orientierten 
Komplex C = den ,,Repràsentanten“ dieser Orientierung; —C 
reprâsentiert die entgegengesetzte Orientierung. 

Der Reprâsentant C hat die folgenden beiden Eigenschaften : 
\) \C\ = K, 2) C CL K*, wobei K* der Komplex der singulâren (« — 1)- 
dimensionalen Seiten von K ist; 1) ergibt sich unmittelbar aus der 
Définition C —^Xi, 2) aus der kohârenten Orientierung der beiden x^, 
die lângs einer regulâren Seite zusammenstoBen ; die Eigenschaft 2) be- 
deutet: C ist Relativzyklus bis auf K*. Umgekehrt: Ist C ein orien- 
tierter Komplex mit den Eigenschaften 1) und 2), so ist er offenbar 
Reprâsentant einer kohârenten Orientierung von K. Sorait sehen wir: 
K in kohârenter Weise orientieren, heiBt : einen orientierten Komplex C 
angeben, der die Eigenschaften 1) und 2) besitzt. 

Jetzt nehmen wir wieder an, daB K regulâr zusammenhângend ist; 
dann gilt: 

Satz VI. Ein regulâr zusammenhàngender Komplex besitzt ent- 
weder überhaupt keine oder genau zwei kohârente Orientierungen {die 
dann natürlich einander entgegengesetzt sind). 

Beweis. K besitze eine kohârente Orientierung; sie werde durch 
C reprâsentiert; C reprâsentiere irgendeine kohârente Orientierung 
von K] wir haben zu zeigen: es ist entweder C = C oder C — —C. 
Ist C' 4= C, so gibt es wenigstens ein «-dimensionales Simplex, etwa x^ , 
das in C und C' mit entgegengesetzten Zeichen auftritt; daher tritt es 
in C' -f- C nicht auf; C' -f- C ist, ebenso wie C' und C, Relativzyklus 
bis auf K*, also nach Satz Vj von der Form tC" mit |C"| = K. Aus 
c |C''| = K, \xi\<t. \tC"\ folgt aber t = 0, also C = -C. 

Wir nennen nun den regulâr zusammenhângenden Komplex K 
„orientierbar“ oder ,, nicht orientierbar" , je nachdem er (zwei) kohârente 
Orientierungen oder keine kohârente Orientierung besitzt. Die beiden 
kohârenten Orientierungen eines orientierbaren Komplexes nennen wir 
kurz seine ..Orientierungen" . (Es lohnt sich kaum, den Begriff der 
Orientierbarkeit auch für allgemeinere Komplexe einzuführen.) 

Der Hauptsatz über regulâr zusammenhângende Komplexe. 
^^r knüpfen an Satz Vj an und verschârfen ihn. K ist immer «-dimen- 
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sional und regulâr zusammenhângend, it* der Komplex der (w — l)-di- 
mensionalen singulâren Seiten von K, 

Satz VIL Es gibt in K die folgenden n-dimensionalen Relativ- 
zyklen bis auf K* und nur diese {in bezug auf einen beliebigen Koeffizien- 
tenhereich Q): wenn K orientierbar ist, die Komplexe tC, wobei t ein be- 
liebiges Elément von ^ und C Repràsentant der Orientierung ist; wenn 
K nicht orientierbar ist, die Komplexe tC, wobei t ein Elément von g mit 
2t = O und C ein beliebiger orientierter Komplex mit \C\ = K ist^, 
Beweis. Die in dem Satze genannten Komplexe tC sind Relativ- 
zyklen bis auf K*; denn wenn K orientierbar ist, so trifft dies für den 
Reprâsentanten C einer Orientierung und folglich für aile tC zm ] ferner: 
ob K orientierbar ist oder nicht, so kommt, wenn 2t = 0 und C irgend- 
ein orientierter Komplex mit |C|=K ist, jede (n — 1)-dimensionale 
regulâre Seite in C mit dem Koeffizienten 0 oder also in {tC)' 
mit dem Koeffizienten 0 vor, tC ist also Relativzyklus bis auf den 
Komplex K* der singulâren Seiten. 

Es sei jetzt Z ein w-dimensionaler Relativzyklus bis auf K* ; nach 
Satz Vi ist Z = tC, C orientiert und |C| = K, Wenn 2t = 0, also 
—t — t ist, so ist tC ~ tC y wobei C ein ganz beliebiger orientierter 
Komplex mit |C'| = K, also z. B. im Fall eines orientierbaren K Re- 
prâsentant der Orientierung ist. Zu zeigen ist daher nur: Wenn 2/ 4^ 0 
ist y so ist C Relativzyklus bis auf K*, also Repràsentant einer Orien- 
tierung. Ist dies gezeigt, so ist der Satz bewiesen. 

Die w-diniensionalen Simplexe seien so orientiert, daB C ist. 

Die regulâre (w — 1)-dimensionale Seite y liege auf x^^ und auf X 2 , und 
zwar komme sie in x^ mit dem Koeffizienten , in ig dem Koeffi- 
zienten ^2 dabei ist = il » ^2 = ^ zu beweisen ist: 

—e^. Nun hat y in C den Koeffizienten e^ -\~ e^, also in Z den 
Koeffizienten {e^ + e<^t] dieser Koeffizient ist 0, da |y| cj: K*, \Z\ c: K* 
ist. Aus 2^ 4^- 0 folgt daher i ^2 = 

Damit ist Satz VII bewiesen; aus ihm folgt weiter 
Satz VII a. K ist dann und nur dann orientierbar, wenn es einen 
n-dimensionalen, von Null verschiedenen, ganzzahligen Relativzyklus bis 
auf K* gibt. 

Denn wenn K orientierbar ist, so ist der Repràsentant einer Orien- 
tierung ein solcher Relativzyklus. Gibt es andererseits einen Relativ- 
zyklus der fraglichen Art, so ist er gewiB nicht von der Form tC mit 
2t = 0, weil t ja eine von Null verschiedene ganze Zahl sein muB; 
folglich ist K nach Satz VII orientierbar. 

11. Pseudomannigfaltigkeiten^. Dies sind die einfachsten regulâr 
zusammenhângenden w-dimensionalen Komplexe, nâmlich diejenigen, 

1 Ist K nicht orientierbar und enthâlt ^ kein Elément der Ordnung 2, so 
ist daher der Nullkomplex der einzige ti-dimensionale Relativzyklus bis auf K*. 
* Dieser Begriff rührt von Brouwer her. 
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in denen jede (« — l)-dimensionale Seite auf hôchstens zwei «-dimensio- 
nalen Simplexen liegt. Liegt jede dieser Seiten auf genau zwei Sim- 
plexen — ist also K* leer —, so heiCt die Pseudomannigfaltigkeit ge- 
schlossen; gibt es (« — 1)-dimensionale Seiten, die auf nur je einem 
Simplex liegen — ist also K* nicht leer —, so heiBt sie berandet] und 
zwar nennt man dann K* ihren ,,Rand” und schreibt statt K* auch K. 

Der Satz VII enthâlt für den Fall geschlossener Pseudomannig- 
faltigkeiten Aussagen über gewôhnliche «-dimensionale Zyklen (da K* 
leer ist), nâmlich die folgenden: 

Satz Villa. Ist die Pseudomannigfaltigkeit K geschlossen und orien- 
tierbar, so gibt es einen ganzzahligen Zyklus C und keine anderen 

n-dimensionalen Zyklen als die tC. Ist K geschlossen und nicht orien- 
tierbar, so gibt es keinen von Null verschiedenen ganzzahligen n-dimen- 
sionalen Zyklus; jedoch ist ^txf , wobei t das Einselement aus @2 ist und 
die xf beliebig orientiert sind, ein Zyklus mod2. 

Wir werden auf die w-dimensionalen Zyklen in «-dimensionalen ge- 
schlossenen Pseudomannigfaltigkeiten im Kap. VII, § 1 noch einmal von 
einer anderen Seite her und genauer eingehen^. 

Für berandete Pseudomannigfaltigkeiten ist wichtig: 

SatzVIIIb. Eine n-dimensionale berandete Pseudomannigfaltigkeit K 
enthàlt keinen von Null verschiedenen n-dimensionalen Zyklus (Koeffi- 
zientenbereich gleichgültig ) . 

Denn ist Z ein «-dimensionaler Zyklus in K, so ist er a fortiori Relativ- 
zyklus bis auf K, also nach Satz Vj von der Form tC mit |C| = K, 
wobei C orientierter Komplex ist ; daher kommt in Z jedes «-dimensio- 
nale Simplex von K mit dem Koeffizienten -^t vor. Hieraus folgt: 
In Z kommt jedes (w — 1)-dimensionale Simplex von K, da es ja auf 
genau einem \x^\ liegt, ebenfalls mit dem Koeffizienten vor. Aus 
Z = 0 folgt mithin : t = 0, Z = 0. 

12. Die einfachsten Beispiele berandeter Pseudomannigfaltigkeiten 
erhâlt man durch 

Satz IX. Die Simplizialzerlegung K einer n-dimensionalen kon- 
vexen Zelle K ist eine n-dimensionale orientierbare berandete Pseudo- 
mannigfaltigkeit; dahei ist K* die Simplizialzerlegung des Randes von R. 

Beweis. Zunâchst zeigt man leicht (Aufgabe für den Leser!), daûK 
homogen M-dimensional ist, daB jede {n — 1)-dimensionale Seite auf hôch- 
stens zwei «-dimensionalen Simplexen | x^ \ liegt, und daB sie dann und 
nur dann auf genau einem Simplex | | liegt, wenn sie der Zerlegung des 

Randes von R angehôrt. Um zu beweisen, daB R berandete Pseudo- 
mannigfaltigkeit und daB R die Zerlegung des Randes von R ist, ist 
daher nur zu beweisen : R ist regulâr zusammenhângend. Hierfür neh- 

1 Der genannte Paragraph kann ûberhaupt als Fortsetzung des gegenwkr- 
tigen aufgefafit werden. 
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men wir in den willkürlich vorgegebenen Simplexen | | und | | sol- 

che innere Punkte bzw. p^ an, daB die Strecke PyP% keine (w — 2)- 
dimensionale Seite von K trifft; diese Strecke liegt wegen der Kon- 
vexitât von Q ganz in Ç = ^ und trifft daher nur regulàre — 
dimensionale Seiten ; folglich bilden die Simplexe \x^\, welche die Strecke 
durchlâuft, eine Kette, in der jedes mit dem folgenden eine regulàre 
Seite gemein bat; daraus folgt dèr regulàre Zusammenhang von K. 
Es bleibt zu zeigen, daB K orientierbar ist; aber die Orientierung des 
R^, in dem Q liegt, bewirkt kohârente Orientierungen der Simplexe \x*l\ 
(vgl. § 2, Nr. 6). 

Die nunmehr aus Satz VlIIb folgende Tatsache, daB es in K keinen 
von Nul! verschiedenen w-dimensionalen Zyklus gibt, ist in dem folgen- 
den allgemeineren Satz enthalten: 

Satz X. Ein algebraischer , von Null verschiedener , n-dimensionaler , 
Euklidischer Komplex im ist niemals ein Zyklus. 

Beweis. C sei ein derartiger Komplex; es genügt für den Beweis, 
eine Seite von |C| zu finden, die auf genau einem Simplex \x^\ 

von |C| liegt; denn diese Seite muB in C mit — bis aufs Vor- 

zeichen — demselben von Null verschiedenen Koeffizienten auftreten 
wie x'^ in C. Eine solche Seite aber findet man folgendermaBen : 

Man nimmt einen inneren Punkt p eines w-dimensionalen Simplexes 
von |C|; ferner auBerhalb der beschrànkten Menge C einen Punkt q, 
den man so wâhlt, daB die Strecke qp keinen Punkt einer (n — 2)- 
dimensionalen Seite von | C | trifft. Durchlâuft man dann die gerichtete 
Strecke qp y so liegt der erste Treffpunkt mit C offenbar auf einer 
Seite |, wie wir sie suchen. 

§ 6- Spezielle Komplexe ^ 

1. Anwendung der Kegeikonstruktion (§ 4, Nr. 7). Es sei E ein 
Eckpunktbereich mit folgender Eigenschaft: Jede aus {hôchstens) r + 2 
Eckpunkten bestehende Menge ist ein Gerüst\ wir behaupten: Jeder be- 
randungsfàhige r-dimensionale Zyklus in E berandet in E. 

Beweis. sei ein derartiger Zyklus. Wir verstehen unter = {oz^) 
den gemàB § 4, Nr. 7 durch Hinzufügung eines Eckpunktes o zu z^ ent- 
standenen Kegel. Jedem Eckpunkt qc: ordnen wir einen Eck- 

punkt f{q) a E durch folgende Vorschrift zu: Es ist /(ÿ) = ^ für qc: \z^\y 
und f[o) ist beliebig. Da in |^’'| jedes Gerüst aus hôchstens r + 1, in 
daher jedes Gerüst aus hôchstens r + 2 Eckpunkten besteht, 
und andererseits in £ je r + 2 oder weniger Eckpunkte ein Gerüst 
bilden, bestimmt die Eckpunktzuordnung / eine simpliziaJe Abbildung / 

^ Die einzelnen Nummern dieses Paragraphe!! hângen zum Teil nicht mit- 
einander zusammen ; sie brauchen erst gelesen zu werden, wenn wir uns an spâteren 
Stellen des Bûches auf sie berufen. 
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von in E. Dabei ist f{z^) = ans = z'^ folgt nach dem 

ersten Erhaltungssatz (§ 3, Nr. 7): f{z^) == = (/(C^'^^))’; mithin 

berandet = f{f) den Komplex in E, 

Als wichtige Spezialfâlle des soeben bewiesenen allgemeinen Satzes 
führen wir folgende Tatsachen an: 

a) Jeder berandungsfàhtge hôchstens {n — \ydimensionale Zyklus des 

n-dimensionalen Simplexrandes herandet in 

Denn der von \x^'^^\ erzeugte Eckpunktbereich bat (für r = n — i) 
die zu Beginn dieser Nummer formulierte Eigenschaft. 

b) Jeder berandungsfàhige Zyklus der n-dimensionalen Simplexhülle 
[d, h, des aus dem einzigen Simplex | x^ | und seinen Seiten bestehenden 
absoluten Komplexes K) berandet in K. 

c) Jeder berandungsfàhige Zyklus einer konvexen offenen oder ab- 
geschlossenen Menge H a berandet in H. Inshesondere berandet jeder 

berandungsfàhige Zyklus des in diesem R^. (Vgl. 
§1, Nr.8, 9 .) 

Bemerkung. Diese Behauptungen gelten in be« 
zug auf jeden Koeffizientenbereich. 

2. Zylinderkonstruktion. Sie ist der Kegelkon- 
struktion aus § 4, Nr. 7 verwandt und leistet bei 
manchen Anwendungen gute Dienste. Es sei K ein 
simplizialer Euklidischer Komplex im i?”. Diescn i?” 
denken wir uns als Ebene im R^^^\ in allen Punk- 
ten des Polyeders K errichten wir nach einer be- 
stimmten Seite des R^ die Senkrechten und tra- 
gen auf ihnen die Strecken der Lange 1 ab. Die 
Menge Z [K) der Punkte dieser Strecken ist mit 
dem topologischen Produkt von K und einer Strecke 
homôomorph (Kap. I, § 1, Nr. 10); sie ist ein Poly- 
eder, denn die in den Punkten eines Simplexes x 
von K errichteten Strecken bilden offenbar eine kon- 
vexe Zelle Z{x), und aile diese Zellen stellen eine 
Zerlegung von Z {K) dar. Wir stellen die folgende 
simpliziale Unterteilung von Z {K) her: für jedes 
Simplex x^ c: K zeichnen wir in Z einen festen 
inneren Punkt als ,,Zentrum‘* aus; dadurch wird 
zunâchst jede Strecke Z(x!l) untergeteilt ; wir neh- 
men an, daB für aile Simplexe x\c: K mit s <^r 
die Unterteilung schon konstruiert sei; dann nehmen wir für jedes 
Simplex xl c K die ,,Zentralunterteilung*‘ (Kap. III, § 2, Nr. 2) der 
Zelle Z{xl) mit dem vorgegebenen Zentrum und in bezug auf die be- 
reits vorhandene Randunterteilung vor (Abb. I6a, b). Die auf diese 
Weise entstehende Simplizialzerlegung von Z(R) nennen wir den „Zy- 
linder Z{K) über 




Abb. 16 b. 
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K ist Teilkomplex von Z {K). Die Endpunkte der Strecken, die wir 
auf R errichtet haben, bilden ein Polyeder R' , das in einer mit R iso- 
morphen Zerlegung K' vorliegt; der Isomorphismus wird hergestellt, 
indem man jedem Eckpunkt e von R den Endpunkt e' der in ihm er- 
richteten Strecke — einen Eckpunkt von R' — zuordnet. Dabei ent- 
spricht jedem algebraischen Komplex C von R ein ihm isomorpher 
algebraischer Komplex von K', den wir C nennen. — Wir behaupten : 
Satz 1. Für jeden Zyklus z von R gilt 

z'c^z in Z (K). 

Beweis. Zu jedem algebraischen Komplex C von K werden wir 
in Z {K) einen algebraischen Komplex Z(C), den „Zylinder über C“, 
so konstruieren, daû 

( 1 ) Z{C}=Zi'Z(x,) 

für jeden Komplex C und 

( 2 ) Z{Xi) = {OiX'^ - [OiXi) - (OiZ{x,)) 

■* 

für jedes Simplex Xj- gilt, wobei o^ der oben erklârte Punkt ist und wir 
uns der Begriffe und Bezeichnungcn aus § 4, Nr. 7 bedienen. Diese 
Définition erfolgt durch Induktion in bezug auf die Dimension von C 
bzw. x^. zuerst definiert man 

Z(0)-0 

für den Nullkomplex 0; darauf 

Z(x?) = {OiX‘!') - {o^x'-) 

für die nulldimensionalen Simplexe^, sodann Z(C®) gemàB (1) für die 
nulldimensionalen Komplexe; ist Z(C^^^) bcreits für die (r — l)-dimen- 
sionalen Komplexe erklart, so hat für jedes r-dimensionale Simplex 
auch der letzte Ausdruck auf der rechten Seite von (2) einen bestimmten 
Sinn, mithin ist Z{x^) durch (2) definiert; usw. 

Wir behaupten: 

( 3 ,) z{c'y=c''-c'-z{&). 

In der Tat verifiziert man leicht {}„); wir nehmen (3r-. i) als be- 
wiesen an; um (3^) zu beweisen, genügt es, infolge (1), 

( 3 ;) z{4)-=<'-<-z(iD 

für ein Simplex x’^ zu beweisen. Nun folgt aber aus (2) durch Rand- 
bildung unter Beachtung von (1,) in § 4, Nr. 7 

Xi - Z{x':) - {oiiFi'- 4 - Z(x[)’)), 


1 Dies s'teht mit (2) im Einklang; denn und daher auch Z (x^) und 
(OiZ{x^)) ist der Nullkomplex. 
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und da nach (3r_i) 

Z{xd-= xy- xi - Z(xd = 

ist, gilt in der Tat (X). 

Ist in der damit bewiesenen Formel ( 3 ,) der Komplex C'' = z ein 
Zyklus, also z = 0, so ergibt sich 

Z{z)'— z' — Z, 

womit der Satz I bewiesen ist. 

3. Anwendung auf Zyklen im H". Es seien /j und /j simpliziale 
Abbildungen des Zyklus z in die offene Menge G a F” -, dabei gebe es 
zu jedem Simplex Xj von z ein konvexes Teilgebiet von G, welches 
sowohl fi{Xi) als auch f^(xi) enthâlt. 

Wir konstruieren den Zylinder Z(|^|) und bedienen uns der Be- 
zeichnungen aus Nr. 2. Wir bilden Z(l2l) durch folgende Eckpunkt- 
zuordnung / simplizial in G ab: f(e) = /^{e) und f{e') — j^[e) für jeden 
Eckpunkt e von 1 2 1 ; / (o<) ist für jedes Simplex x^ von z ein beliebiger 
Punkt der konvexen Hülle von ti {x^ + also ist /(Z(x<)) c: G^. Es 
ist /i(x) = f{z), i^iz) = aus Satz I in Verbindung mit dem 1. Er- 
haltungssatz (§ 3 ) folgt: ji{z) j^iz) in G. 

Hierin ist der folgende Satz enthalten: 

Satz II. Es seien z^ — /j {z), z^ — f^iz) in der offenen Menge G c 
gelegene simpliziale Bilder des Zyklus z, und es sei 

e(/i(«). fzie)) < « = e{zi, R^ — G) 
für jeden Eckpunkt ea |z|. Dann ist 00 Zj G- 

Denn für jedes Simplex x^ c: z liegt sowohl (x,) als auch (x^) in 
dem konvexen^ Teilgebiet G^ = U(f{Xi), a) von G. 

Ist z c G und /i die identische Abbildung, so erhâlt man als Spezial- 
fall von Satz II: 

Satz lia. Ist z Zyklus der offenen Menge G c: R^, z' = f[z) ein 
Zyklus, der aus z durch eine s-Verschiehung der Eckpunkte von z ent- 
steht, und e < g (z, f?” — G) , so ist z z' in G. 

4. Prismenkonstruktion. Zum selben Ideenkreis wie Nr. 2 gehôrt 
auch folgende Konstruktion, die ebenfalls in verschiedenen Fâllen An- 
wendung findet. 

Gegeben seien ein absoluter Komplex K und ein simpliziales Bild 
K' — f{K) von K. Die Eckpunkte von K bezeichnen wir mit a^ 
(î = 1, 2, .... s); unter verstehen wir immer den Punkt fiaf).^ Wir 
betrachten den folgenden Eckpunktbereich : Die Eckpunkte sind aile 
ai und bi\ die Gerüste sind 1) die Mengen bj^, . . . aj^^, . . . , a,,^ mit 

hQ<h-i< <hf, für welche «j,, ..., a*, ein Gerüst von K 

1 Anhang II, § 2, Satz III. 

2 Es wird nicht ausgeschlossen, daû K und K' demselben Eckpunktbereich 
angehôren und gemeinsame Eckpunkte haben. Ferner darf 6, = für i 4= j sein. 
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ist, und 2) jede Teilmenge der unter 1) genannten Gerüste. Offenbar 
bilden die Simplexe dieses Eckpunktbereiches einen Komplex; wir 
nennen ihn das „Prisma‘‘ nf(K).^ [Bemerkung: Ist K w-dimensional, 
so ist 11/ {K) ein hôchstens (« + 1)-dimensionaler Komplex. Ist / eine 
eineindeutige Abbildung, so ist das Polyeder 11/ {K) — wie der Leser 
beweisen môge — dem Produkt von R mit einer Strecke homôomorph, 
jedoch ist H /(K) nicht mit Z (K) isomorph. Ist K' ein einziger Punkt, 
so ist U/ (K) der Kegel über K (§ 4, Nr. 7).] 

Zu jedem algebraischen Komplex C cz K gibt es in K' den algebra- 
ischen Komplex /(C); C und / (C) sind Komplexe in TI /(K). Wir be- 
haupten nun: 

SatzIII. Ist Z irgendein Zyklus in K, so ist f(z) z in H/ {K). 

Dieser Satz ergibt sich aus 

Satz IIP. Jedem algebraischen Komplex C’' c: K là fit sich ein alge- 
braischer Komplex = II{C^) cz U/ (K) so zuordnen, dafi 


(4) 

Cr+i = C" _ /(c^) _ n{&) 

und 


(5) 

i7(0) = 0 

ist. 



Es ist ersichtlich, daÛ der Satz III aus dem Satz IIP folgt: Für einen 
Zyklus Z — O ist nach (4) und (5) 

2 - f(z) = 

Beweis des Satzes IIP. Wir orientieren jedes Simplex 
\x^\ = \a/^^aii^ . . . a|^^\<zK durch die Festsetzung 

= («A, «A. • • • «A.) . ho<hi < ■ ■ ■ <h,l 

für i = 0, i, . . r ist 

= (6*,. . . b^.a^. . . . a J 

ein orientiertes Simplex von 11/ (K) , falls die auftretenden b/ und «j. 
samtlich voneinander verschieden sind ; andernfalls verstehen wir unter 


^ hângt nicht nur von K und f, 

sondern auch von der 
gewàhlten Reihenfolge 
der Eckpunkte ab, wie 



Abb. 17 a. 




man sich an Hand der Abb. 17 a, b, c (die zugleich den anschaulichen Sinn 
der Prismenkonstruktion klarstellen) überzeugt. In Abb. 17b ist 6 ^ mit — 
identisch. 
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Ililx'') den Nullkomplex; sodann setzen wir 

i 

und für jeden Komplex C’^ 

( 6 ) n{C') r= c^+i 77(0 . 

Wir haben zu zeigen, da6 diese Komplexe 77 (C) die Behauptungen 
des Satzes III' erfüllen. Für die Behauptung (5) ist dies klar; denn 
ist C*" = 0, so sind aile <“ = 0. Es bleibt (4) zu beweisen. Die Pris- 
menbildung ist aber ebenso wie die Randbildung offenbar linear, d. h. 

77(2:i‘q) =2>^(Q): 

es genügt also, die Behauptung (4) für ein einzelnes Simplex C’’ = O 
also die Formel 

( 4 ') (n{x')y = x' - f{x') - n{x^) 

ZU beweisen. 

Beweis der Formel (4'). Wir dürfen a;’' = . . . aj, i{x^) = y 

= (Ôq • * annehmen; wir setzen 


^ = («0 • • • «i-1 «i+1 • • • «r) . = (6o • • • «;•••• «r) > 

und verstehen ferner unter und jX^^ die Simplexe, die aus 
bei Weglassung von a,- bzw. entstehen. (Natürlich ist jedes der ge- 
nannten Simplexe, in dem ein Eckpunkt zweimal vorkommt, gleich 
Null zu setzen.) 

Da in der Eckpunkt bj an der (; + 1)-tcn Stelle, der Eckpunkt 
an der (/ + 2)-ten Stelle steht, ist 

(/*'*■)■ (4, 

1=0 i j 

= (- f )' (;4y - X,) + Z (- f )* A. - Z (- 1 )' A, , 

i<7 i>} 

und mithin, da n{x^) = 

j 

(77(^o)-=Z(-i)%-^'+‘=ZX-ZX+Z(-i)'(Z(-f)%-Z(-ir^^^^^^ 

j j i i \i<j i>j 


Nun ist aber X./ = ;+X;+i> o4„ = X, = /. und daher 

ZXj — Z Xi ^ — f, und folglich 

i i 


{n(x''))' =x^— / —Z 

j 


Z(-iX%< 

i>j 


-Z(-1)"'%< 

i<j 


Unsere Behauptung lautet: 


{iiix'’))' ^ x^ - f - n{x')\ 


1 2) bedeutet 2- 
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wir haben also nur noch zu zeigen, daB 

^(*') =Z[ -Z(-f)‘«X,l 

i \-i>j i<i 

ist. Da aber X' = und die Prismenbildung linear ist, ist 

i 

nur folgendes zu beweisen: 

2 (- '• )%< - Z (- 1)' • 

y=() ;==i+i 

Nun ist un ter Benutzung der oben eingeführten Bezeichnungen 

für ; = 0. 1, . . î - 1 . 

für / = î. î + 1, . . r — 1 ; 

da iy ist, folgt hieraus 

j 

n{xr^) ^■-Zi-'^y A.+È\-'^y È i-iy,<. 

j-i) j—i /=() ;=i+l 

w. Z. b. w. 

Bemerkung. Aus dem Satz III ergibt sich ein einfacher Beweis 
des Satzes lia, indem man nf{\z\) direkt in G konstruiert. 

5. H-Simplexe, Définition. Ein absoluter Komplex heiBt ein 
Homologie-Simplex oder kurz ,,H-Simplex*\ wenn er 1) wenigstens ein 
nichtleeres Simplex enthâlt, und wenn 2) in ihm jeder berandungs- 
fahige Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches) berandet. 

Der Satz b) in Nr. 1 zeigt : Die w-dimensionale Simplexhülle ist ein 
//-Simplex (n^O). 

Ein nulldimensionaler Komplex ist offenbar dann und nur dann //-Simplex, 
wenn er aus einem einzigen Punkt besteht. Ein eindimensionales //-Simplex 
nennt man oft eincn ,,Baum“; die Baume sind unter den eindimensionalen zu- 
sammenhàngenden Komplexen dadurch ausgezeichnet, daB sie keinen geschlossenen 
Streckenzug enthalten. 

Im Kap. VI, § 2, werden wir beweisen: Jede simpliziale Zellenhülle (Kap. III, 
§ 1, Nr. 2) — d. h. jede simpliziale Zerlegung einer konvexen Zelle — ist ein 
//-Simplex^. 

6. Monozyklische Komplexe. Définition. Ist /C'' ein r-dimensio- 
naler absoluter Komplex, K' ein absoluter Teilkomplex von so 
heiBe ,,monozyklisch bis atif K'‘\ wenn es in einen z-dimensio- 
nalen, ganzzahligen, von Niill verschiedenen Relativzyklus X bis auf K' 
mit der Eigenschaft gibt, daB ]eieY r-dimensionale Relativzyklus in 
bis auf K* (eines beliebigen Koeffizientenbereiches) von der Form tX ist. 

K' darf leer sein; in diesem Fall heiBt K kurz „monozyklisch‘* 
(die Relativzyklen bis auf K sind dann gewôhnliche Zyklen). 

1 Ein komplizierteres Beispiel findet man im ,, Anhang zu den Kap. IV, V, VF', 
Nr. 14. 
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Wichtige {aber nicht die einzigen) Beispiele Uefern die orientierbaren 
regulàr zusamtnenhàngenden Komplexe K', wenn man unter K' den Kom- 
plex der singulâren Seiten versteht (§ 5, Nr. 10). 

Den Relativzyklus X nennen wir „Basiselement“ von K' (bis 
auf K'). Wir behaupten zweierlei: 1) das Basiselement ist bis auf 
das Vorzeichen eindeutig bestimmt; 2) in jedem Relativzyklus tX 
(Koeffizientenbereich beliebig) ist t eindeutig bestimmt, d. h. aus 
t^X = t^X folgt /I = 

Beweis von 1). Sind X und X' Basiselemente, so ist X' = tX, 
X — t'X' — t'tX mit ganzen t, t', also t't — \ , t' = t = ±1 . 

Beweis von 2). Zu zeigen ist: aus tX = 0 folgt t — 0. Es sei, wenn 
I x ^ I die r-dimensionalen Simplexe von | X | sind, X = Xi, a* 4= 0 ; 
aus tX = 0 folgt à^t = 0 für jedes i. Hat das Elément t die Ord- 
nung m, so ist daher — mb^ mit ganzem für jedes i, also, wenn 
man Xi — X' setzt, X — mX' \ dann ist aber auch X' Basiselement 
von K', also nach 1): m — \ , d. h. t = 0. 

7. H-Sphâren. Définition. Ein «-dimensionaler absolu ter Kom- 
plex K heiBt eine ,,«-dimensionale Homologie-Sphâre“ oder kurz eine 
HS’^, wenn er die folgenden beiden Eigenschaften besitzt : I. Jeder be- 
randungsfâhige r-dimensionale Zyklus (eines beliebigen Koeffizienten- 
bereiches) mit r < n berandet in iC; II. er ist monozyklisch. 

Der Satz a) in Nr. 1 in Verbindung mit Nr. 6 des § 4 zeigt: der 
Simplexrand ist eine HS”. 

Im Kap. VI, § 2, werden wir beweisen: Jeder n-dimensionale simpliziale Zellen- 
rand (Kap. III, § 1, Nr. 2) — d. h. jede simpliziale Zerlegung des Randes einer 
(« -f l)-dimensionalen konvexen Zelle — ist eine HS^.^ 

8. Drei Eigenschaften (a), (jS), {y) eines absoluten Komplexes 
relativ zu einem nichtleeren, absoluten Teilkomplex K' von sollen 
jetzt untersucht werden. 

{oc): In berandet jeder hôchstens {r — \ )~dimensionale, in K' jeder 
hôchstens (r ~2)-dimensionale herandungsfàhige Zyklus. 

()S): Jeder hôchstens {r — \)-dimensionale Relativzyklus in bis 
auf K' berandet in bis auf K\ 

(y): Jeder hôchstens [r — 2)-dimensionale Zyklus in K', der in be- 
randet, berandet auch in K' . 

Im Hinblick auf (/?) erinnern wir an die Definitionen (§ 4, Nr. 14) : Der 
algebraische. Komplex Oc: heiBt Relativzyklus bis auf K', wenn 

Ù Teilkomplex von K' ist ; man sagt, der Relativzyklus O berandet bis 
auf K', wenn es Komplexe c: K\ a K' so gibt, daB 

(7) O - 

ist. 


1 Weitere Beispiele: Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 14, 17 sowie einige 
der Komplexe aus Nr. 15 . 
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Wir behaupten nun erstens: 

Aus («) folgt (jS). 

In der Tat: (a) gelte, und C sei Relativzyklus in K' bis auf K', 
s -^r — \ . C* ist ein hôchstens (y — 2)-dimensionaIer berandungsfâhiger 
Zyklus in K' ; infolge von (a) gibt es einen von ihm berandeten Kom- 
plex Ç* m.K'\ Ç* = C‘. Dann ist C‘ — Ç* ein hôchstens (r — 1)-dimen- 
sionaler Zyklus in ist s ^ 1, so ist er von selbst berandungsfâhig; 
ist s = O, so kann man Ç® so wâhlen, daB C® — Ç® berandungsfâhig 
wird; aus [a) folgt, daB C* — Ç* in K' berandet; d. h. es gibt einen 
solchen Komplex daB (7) erfüllt wird. Folglich gilt {fi). 

Wir behaupten zweitens: 

Aus {^) folgt (y). 

In der Tat: (/3) gelte, und es sei z*c K', z* = tz K', 

s é' r — 2; dann ist Relativzyklus bis auf K' mit s + 1 ^ r — t , 
also gibt es nach (jS) Komplexe Z)*+2 c: K’', cz K', die (7) — mit 
s + 1 statt s — erfüllen. Durch Übergang zu den Rândern folgt 
aus (7): 2 * = Folglich gilt (y). 

Bemerkung: Die Bedingung («) ist starker als (^), und die Bedingung (/S) ist 
stârkerals (y). Beispiele: sei ein ebener Kreisring (trianguliert), K' bestehe aus 

den beiden Randkreisen und einem Streckenzug, der die beiden Randkreise ver- 
bindet (ailes in der simplizialen Zerlegung R*); dann gilt (P), aber nicht (a). — 

sei wieder ein Kreisring, R' sei eine einzelne Strecke von R®; dann gilt (y), 
aber nicht (/3). — Der Leser beweise diese Behauptungen (man vgl. Kap. V, 
§ 1, Nr, 2). 

Zu (/3) sei noch bemerkt : Jeder Zyklus C* in ist a fortiori Relativ- 
zyklus bis auf K' wenn fi) gilt, so ist in (7), da Zyklus ist, auch 
Ç* Zyklus, und wir sehen; gilt {fi), so ist jeder hôchstens (r— l)-dimen- 
sionale Zyklus C* aus K' einem Zyklus Ç* aus K' homolog. 

9. Simplexartige Komplexe. Die Eigenschaft (fi) besitzt Àhn- 
lichkeit mit der Eigenschaft, durch welche die bis auf K' ,,monozykli- 
schen" Komplexe K’’ definiert worden sind: letztere handelt von den 
r-dimensionalen, {fi) von den niedrigerdimensionalen Relativzyklen bis 
auf K'. Wir nehmen jetzt beide Eigenschaften zusammen: Der r-dimen- 
sionale Komplex K’’ heiBe „simplexartig bis auf K'“, wenn K’’ und K' 
die Eigenschaft {fi) besitzen, und wenn auBerdem K' monozyklisch 
bis auf K' ist. 

Man kann die Eigenschaft von K, bis auf K' simplexartig zu sein, 
auch folgendermaBen charakterisieren : K hat bis auf K' dieselben Ho- 
mologie- Eigenschaften wie eine Simplexhülle \ x \ bis auf den Rand | x | . 
Gerade dies sind die Eigenschaften, die für die Anwendungen (Kap. VI, 
§ 1) ausschlaggebend sind. 

Bei der Définition der simplexartigen Komplexe setzen wir nicht 
voraus, daB K' nichtleer ist. Wenn aber K simplexartig bis auf 
den leeren Komplex K' ist, so ist ein aus einem einzigen Punkt von K' 



204 


IV. Eckpunkt- und Koeffizientenbereiche. 


bestehender nulldimensionaler Zyklus nicht csao bis auf K'] da die 
Bedingung (jS) erfüllt ist, mu6 daher 0 > r — 1 , also r = 0 sein. Da 
ferner monozyklisch (bis auf den leeren Komplex K') ist, kann 
offenbar nur aus einem einzigen Punkt bestehen. Andererseits ist der 
einpunktige Komplex K® offenbar „simplexartig bis auf den leeren 
Komplex". Somit sehen wir: ht K' simplexartig bis auf K', so ist 
entweder K' nichtleer oder es ist r — 0 und K® hesteht aus einem einzigen 
Punkt. 

10. Die folgenden Bedingungen sind bemerkenswert und praktisch 
brauchbar: 

Dafür, dafî K' simplexartig bis auf K' ist, ist jede der Bedingungen {A) 
und {B) hinreichend: 

(.il); K*" ist ein H-Simplex, K' ist eine 

{B): K’" ist eine HS^, K' ist hôchstens [r — \)-dimensional und ein 
H-Simplex. 

Beweis. Jede der Voraussetzungen (A), (B) enthâlt die Eigen- 
schaft (a) aus Nr. 8, und daher besteht, wie dort gezeigt wurde, auch 
die Eigenschaft (j3). Es bleibt zu zeigen, daB K'' monozyklisch bis 
auf K' ist. 

Fall (A): Da K' eine ist, gibt es in K' einen ganz- 

zahligen Zyklus so daB jeder (r — f)-dimensionale Zyk- 

lus in K' von der Form iZ^~^ ist. Da K' ein Simplex ist, 
ist (N5 0 in K^, es gibt also einen ganzzahligen Komplex A’’ mit 
X’" = dabei ist X*" =)^ 0 wegen 0. Ist nun C'' Relativ- 

zyklus in bis auf K' , so ist Ù Zyklus in K' , also & = tZ'~^ — tX’'; 
C' — tX' ist daher Zyklus und, weil X’’ ein X- Simplex ist, cn^o, und, 
weil X'' f-dimensional ist, =0. Es ist also Q = tX^\ folglich ist X'' 
monozyklisch bis auf X'. 

Fall (B) ; Da X*" eine HS’' ist, gibt es in X'' einen ganzzahligen Zy- 
klus Z*" 4^ 0 so, daB jeder r-dimensionale Zyklus in X*" von der Form tZ’' 
ist. O sei Relativzyklus bis auf X'; Ù ist berandungsfâhiger Zyklus 
in X', also, weil X' ein X-Simplex ist, coQ, und weil X' hôchstens 
{r — f)-dimensional ist, = 0 . Folglich ist Q gewôhnlicher Zyklus, C' = tZ’^, 
und mithin ist K' monozyklisch bis auf X'. 

Die einfachsten Beispiele zu {A) sind die r-dimensionalen Simple x- 
hüllen K' = \x^\ mit K' — \x’'\', zu {B) die Simplexrànder X'" = 
wobei K' ein [nicht leeres) Simplex, z. B. ein Eckpunkt ist. 

Ist eine Torusflâche, K' der aus einem Meridian und einem Breiten- 
kreis von bestehende Streckenkomplex (ailes in einer Triangulation von K^), 
so ist simplexartig bis auf K', ohne daB einer der Faile A und B vorliegt. 
(Der Leser beweise das selbst; vgl. Kap. V, § l, Nr. 2.) 
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Fünftes Kapitel. 

Bettische Gruppen. 

§ 1. Allgemeine Eigenschaften. 

1. Définition. — 2. Beispiele. — 3. Komponentenzerlegung. — 4. Die 
Gruppe — 5- Gruppe — 6. Die Gruppe — 

7. Homologie-Âquivalenz. — 8. Simpliziale Abbildungen. 

§ 2. Die ganzzahligen und die rationalen Bettischen Gruppen. 

1. Bettische Zahlen. — 2. Torsionsgruppen. — 3. Die Gruppe Bf,'. — 
4. Endliche Komplexe. — 5- Die Euler-Poincarésche Formel. — 6. Kano- 
nische Basen. — 7. Homologiebasen in bezug auf — 8. Homologiebasen 
in bezug auf (@, 91). — 9- Homologiebasen in bezug auf 91. ~ 10. Die 
Beziehungen zwischen BJj, 

g 3. Die Bettischen Gruppen modulo m; Zyklen erster und zweiter Art bei be- 
liebigem 

1. Zyklen zweiter Art modm und Torsion. — 2. Zyklen erster und zweiter 

Art in bezug auf — 3. Die Bettischen Gruppen erster und zweiter Art. 

« ** 

— 4. Die Gruppe — 5. Die Gruppe — 6. Die Gruppe 

B^ÿi^{E). — 7. Der Fall endlicher Komplexe K. — 8. Die Gruppe 

— 9. Primzahlmoduln. — 10. Ganzzahlige Rànder modm. 

g 4. Die Beziehungen zwischen den Bettischen Gruppen der verschiedenen KoeF 
fizientenbereiche. 

1. Formulierung der Sàtze. — 2. Die Gruppe ~ 3. Die Gruppe — 
4. Die Gruppe Hn,. — 5. Die Gruppe B"^. — 6. Die Gruppen und 

— 7. Bestimmung der durch die B’i^. — 8. Bestimmung der B® 
durch die B^^. — 9. Bestimmung der BÎJ^^ durch die B®. — 10. Be- 
stimmung der B® durch die B®^. — 11. Die Bestimmtheit der vollstân- 
digen Homologietypen simplizialer Abbildungen durch die Homologietypen 
modm. — 12, 13. Beispiele. — 14. Der Originalkomplex besitze keine Tor- 
sion. — 15. Der Bildkomplex besitze keine Torsion. — I6. Abbildungen 
auf die Sphâre. 


§ 1. Allgemeine Eigenschaften. 

1. Définition. Es seien ein Eckpunktbereich E und zwei Koeffizien- 
tenbereiche S , (3 ^ S') gegeben ; dann zerfallt — gemâB Kap. IV, 

§ 4, Nr. 8 — die Gruppe {E) in Klassen von untereinander in bezug 
auf 3' homologen Zyklen, oderkurz: in ;'-dimensionale Homologieklassen 
(von E in bezug auf 3. 3')- Diese Homologieklassen sind die Elemente 
der Restklassengruppe 


Die Gruppe heiBt die r-te oder r-dimensionale Bettische 

Gruppe von E in bezug auf die Koeffizientenbereiche 5 S - 
3' = S, so schreibt man einfach B^{E) statt Bg ^(Æ') und spricht von 
der Bettischen Gruppe in bezug auf 3-^ 

^ Bis auf die einzige — allerdings wichtige — Ausnahme 3 = 3' = 9f 

wird bei allen Anwendungen = 3 sein. 
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Die Gruppen Bg^-(E) mit r = 0, 1, . . - treten aïs direkte Summanden 
der „gemischten“ Bettischen Gruppe 

~ ^ 3 . 3 ' 

auf; die gemischten Bettischen Gruppen werden wir aber nur selten 
benutzen. 

Zwei Spezialisierungen der Eckpunktbereiche verdienen hervor- 
gehoben zu werden: 

1) £ ist der von dem absoluten Komplex K erzeugte Eckpunkt- 

bereich; dann schreibt man statt und spricht von 

den Bettischen Gruppen des Komplexes K. 

2) E ist der Eckpunktbereich einer offenen Menge G c: In 

diesem Falle schreibt man B^^^^G) statt und spricht von 

den Bettischen Gruppen von G, 

2. Beispiele. Die gegenwàrtige Nummer hat einen vorîàufigen Charakter — 
ihr Inhalt ist in allgemeineren Tatsachen enthalten, die im ,,Anhang zu den Ka- 
piteln IV, V, VI“ zusammengestellt sind; erst an der dortigen Stelle ist eine 
einigermaûen systematische Darstellung von Beispielen môglich. Jedoch dtirften 

bereits im Augenblick einige Bei- 
spiele und Anleitungen zur Bildung 
weiterer Beispiele erwünscht sein. 

K sei der durch Abb. 18 gegebene 
(aus 18 Dreiecken bestehende) zwei- 
dimensionale Komplex. Zunachst 
wird behauptet: 

Hilfssatz. In K ist jeder ein- 
dimensionale Zyklus -?c^0. (Enthal- 
ten in Kap. VI, § 2, Satz VIII.) 

Beweis (Andeutung). Für jede orientierte Strecke x von K, welche in 
Abb. 18 horizontale oder diagonale Richtung hat, verstehen wir unter z(x) den 
folgenden einfach geschlossenen und einfach durchlaufenen Streckenzug: 1) die 
Strecke x, 2) die Senkrechte hinunter bis auf AB, 3) die Projektion von -at auf AB, 
4) die Senkrechte hinauf bis zum Anfangspunkt von x. Ist nun z == 2^*^/ 
gegebene Zyklus (wobei die x^ irgendwelche Strecken von K sind), so bilden wir 
den Zyklus z' z — ^'th(xj), wobei über die horizontal und diagonal ge- 
richteten Strecken zu bilden ist; da offenbar jeder Zyklus z(x) der Rand eines 
aus Dreiecken von K gebildeten Rechteckes oder Trapèzes ist (vgl. Kap. IV, § 5, 
Satz IX), ist zcoz'\ nun enthâlt aber der Zyklus z' hôchstens noch vertikale und 
solche horizontale Strecken, die auf AB liegen; man erkennt leicht (mit Hilfe 
von i' == 0), daB dann z' ^ 0 sein muB. Folglich ist cnd o . — 

Jetzt erzeugen wir aus dem Rechteck A B CD in bekannter "Weise einen Kom- 
plex T, der eine Triangulation einer „Torusflâche^' ist: wir heften den Strecken- 
zug ÂB mit dem Streckenzug DC und den Streckenzug AD mit dem Strecken- 
zug BC zusammen. Aus jedem dieser beiden Paare von Streckenztigen entsteht 
in T ein eindimensionaler Zyklus z^ bzw. ^ 2 - 

Wir woUen die Gruppe B%(T) bestimmen. Es sei z ein beliebiger eindimen- 
sionaler ganzzahliger Zyklus von T; unter verstehen wir den Komplex der- 
jenigen, mit denselben Koeffizienten wiein z versehenen Simplexen von \z\, welche 
nicht auf + \z^\ liegen, und den entsprechenden Komplex in K bezeichnen 
wir mit CJ, Aus i = 0 ergibt sich: Gj ist Teilkomplex des Randkomplexes K 
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des Rechtecks AB CD', da Cj berandungsfâhig und K zusammenhàngend ist, 
folgt aus Kap. IV, § 5, Nr. $’• Cj 0 auf K, d. h. es gibt einen algebraischen 
Teilkomplex Dl von K mit • Dann ist Cj — -Di Zyklus, und aus unserem 

,,Hilfssatz** folgt: Cl — D\c<i q xa K, d. h. es gibt einen Teilkomplex Cj von K 
mit Co = ^0 dann ist Cl — Cl — Dj Teilkomplex von K. [Mit anderen 

Worten — vgl. Kap. IV, § 4 , Nr. 14 — : der Relativzyklus Cl (bis auf É) ist cn:> 0 
bis auf K.] Bezeichnen wir den Cl entsprechenden Teilkomplex von T mit C^, 
so liegt der Teilkomplex von T auf Iz^l -f l^rgj; das gleiche gilt infolge 

der Définition von für den Komplex z — C^^ und daher gilt es auch für den Zyklus 
z' Z — C^. Damit haben wir zu dem gegebenen Zyklus z einen Zyklus z' mit 
zo^z', z'Cjzil 4- jzgl gefunden. 

Da z^ und z^ die regulâren Komponenten von + 1^-21 sind, folgt aus 
Kap. IV, § 5, Nr. 8 und Nr. 10: z' ~ t^Zj^ -f t^z^, also 

( 1 ) Z CO 

Wir behaupten: Durch z sind die Koeffizienten in der Homologie (1) 

eindeutig bestimmt. Diese Behauptung ist mit der folgenden gleichwertig : Aus 
t'^z^ 4- t^z^ ^ 0 folgt /I = _ Q 

Beweis dieser Behauptung: Die Homologie t^Zy^ 4 ~ bedeutet die Exi- 

stenz eines Komplexes C^ d T mit 4- t'^z^] ihm entspricht in K ein 

Komplex Cl mit CldK. Nach Kap. IV, § 5, Nr. 10 ist Cl — iC\, wobei Cf 
Représentant einer Orientierung von K ist, also Cl — tz^, wobei Zq ~ Cf den 
einmal durchlaufenen, einfach geschlossenen Rand des Rechtecks ABCD be- 
zeichnet. Verstehen wir unter / die zugrunde licgende simpliziale Abbildung von K 
auf T, so ist /(Co) = C^, also (Kap. IV, § 3, Nr. 7) t{tz^ = 4- t'^z^', da aber, 

wie sich aus der / definierenden Randzusammenheftung des Rechteckes ergibt, 
/(-^o) ~ ^ auch 4 “ ^^'2'2 = 0. Ist nun ein eindimensionales Simplex 

von z^ , so tritt es in z^ mit dem Koeffizienten 4 i 1 1 in ^2 niit dem Koeffizienten 0 , 
also in 4- t^z^ mit dem Koeffizienten auf; folglich ist = o; analog 
folgt _ Q 

Damit ist bewiesen: Jeder Zyklus z erfüllt eine und nur eine Homologie der 
Gestalt (1), Mit anderen Worten: Jede Homologieklasse enthàlt einen und nur 
einen Zyklus t^z^ 4 - ^^^2, und dies ist offenbar nur ein anderer Ausdruck für das 
folgende Ergebnis: 

Die Gruppe Bq^(T) ist direkte Summe zweier Gruppen, von denen jede mit @ 
isomoYph ist: 

(2) Bi(r) = 4- — 

Ein zweites, âhnliches, Beispiel: Man hefte an dem Rechteck in Abb. 18 
— ^ ^ ^ ^ 

wieder AB mit DC, auBerdem aber AD mit CB zusammen; es entsteht ein Kom- 
plex T', der eine Triangulation des ,,Kleinschen Schlauches" ist. Wir wollen 
Bq, (T') bestimmen. 

Zunâchst ergibt sich wôrtlich ebenso wie vorhin, dafl jeder eindimensionale 
Zyklus z von T' eine Homologie (1) erfüllt. Jedoch ist jetzt das Zahlenpaar t^, 
nicht mehr eindeutig durch z bestimmt. Vielmehr gilt jetzt: Es ist dann und nur 
dann t^z^ + t^Z2co 0 , wenn = 0, = 0 mod 2 ist; dabei sei Zg der Zyklus, 

der aus AD und CB entsteht. Dies ergibt sich, wenn man den obigen Beweis 
verfolgt und dieselben Bezeichnungen benutzt, daraus, daû jetzt nicht f(zQ) = 0, 
sondem /(zq) — 2^2 ist. Somit erkennt man: Jeder Zyklus z erfüllt eine Homo- 
logie (1); in ihr ist die ganze Zahl eindeutig, die ganze Zahl jedoch nur mod 2 
bestimmt: und dies bedeutet offenbar: 
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Die Gruppe ist direkte Summe zweier Gruppen, von denen die eine mit 

die andere mit (3^ isomorph ist: 

( 2 ') @"^@ 2 . 

Wenn wir keine Zusammenheftung von AB und CD, sondern nur eine Zu- 

sammenheftung von ÀD und BC vornehmen, so entsteht ein Komplex R, der, 

— ^ ^ ^ 

je nachdem wir AD mit BC oder mit CB zusammenheften, einen Kreisring oder 
ein Môbiussches Band darstellt. Aufgabe: Man zeige, daB in jedem der beiden 
Fâlle 

ist. — 

In àhnlicher Weise kann man bereits jetzt die übrigen Beispiele aus Nr. 10 
des ,,Anhanges zu den Kap. IV, V, VI“ behandeln. 

3. Komponentenzerlegung. Aus Satz III in Kap. IV, § 5, Nr. 4, er- 
gibt sich ohne weiteres für die Gruppen 

Satz I. Ist K = Kl K 2 f wobei die Komplexe und keine 
gemeinsamen Elemente von einer Dimensionszahl ^ r — 1 hahen {au/Ser 
— im F aile r — 0 — dem leeren Simplex), so gilt [bis auf Isomorphie) 
die direkte Summenzerlegung 

Hieraus folgt weiter 

Satz IL Die Bettischen Gruppen eines absoluten Komplexes {in 
bezug auf beliebige Koeffizientenbereiche 3') sind {bis auf Isomorphie) 
direkte Summen der entsprechenden Bettischen^ Gruppen der einzelnen 
Komponenten von K, 

Denn erstens behalten der Satz I und sein Beweis ihre Gültig- 
keit, wenn man K nicht in zwei, sondern in eine beliebig endliche 
oder unendliche Anzahl von Komponenten zerlegt, zweitens gilt — 
für den Fall, daB die einzelnen Komplexe überhaupt keine gemein- 
samen nichtleeren Elemente haben die Behauptung des Satzes I für 
jede Dimensionszahl. 

4. Die Gruppe Durch den Satz II ist die Untersuchung der 

Bettischen Gruppen beliebiger Komplexe auf den Fall zusammenhân- 
gender Komplexe zurückgeführt. Wenn es sich insbesondere um nulU 
dimensionale Bettische Gruppen handelt, so lâBt sich diese Untersuchung 
bis zum letzten Ende durchführen. Es geltcn namlich die folgenden 
Sâtze : 

Satz III. Es sei ^ beliebiger nulldimensionaler Zyklus 

des zusammenhàngenden Komplexes K, Ist a irgendein Eckpunkt von K 
und setzt man t =^t'^, so ist 

(3) z'^ oo ta in K (in bezug auf 3') . 

^ Hier wie auch in den Nummern 4, 5 darf man übrigens statt absoluter Kom- 
plexe auch beliebige Eckpunktbereiche betrachten. 

* in bezug auf Dimensionszahl und Koeffizientenbereich. 
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Denn z — ta hat die Koeffizientensumme Null, und daher folgt 
die Behauptung aus dem Zusatz zu Satz IV, Kap. IV, § 5- 

Aus dem eben zitierten ,, Zusatz"' ergibt sich weiter: der Koeffizient i 
in der Homologie (3) ist durch eindeutig bestimmt; daher folgt aus 
Satz III: 

Satz III a. Ist K zusammenhàngend, so ist bei beliebiger Wahl 
der Koeffizientenbereiche 3 '^'^d die Gruppe mit Q iso- 

morph, 

Für beliebige (nicht notwendig zusammenhângende) Komplexe folgt 
hieraus und aus dem Satz II unmittelbar: 

Satz IV. Die Komponentenzahl des absoluten Komplexes K sei k. 
Die Koeffizientenbereiche 3 ^ 3 beliebig gewàhlt, Dann ist 

die Gruppe direkte Summe von k Gruppen, von denen jede der 

Gruppe 3 isomorph ist. 

Ferner gilt der 

Zusatz. Es seien ... die Komponenten von K. Ist a y ein 

beliebiger Eckpunkt von und z9 — x\ ein nulldimensionaler Zyklus 
von K in bezug auf 3> 

a y (in K, in bezug auf 3)i 

wobei =^t^ ist {und zwar ist T*' gleich der Koeffizientensumme des 
auf K y liegenden Teiles zl von z^). 

Um sich davon zu überzeugen, genügt es, den Satz III auf jeden der 
Zyklen z^y anzuwenden. 

Bemerkung. Durch den Satz IV ist, mit Rücksicht auf Kap. IV, 
§ 5, Nr. 3, die topologische Invarianz der nulldimensionalen Bettischen 
Gruppen eines Polyeders bewiesen. 

5. Die Gruppe Die Gruppe der berandungsfâhigen null- 

dimensionalen Zyklen des Komplexes K bezeichnen wir mit Zy^{K), 
wobei 3 der jeweilige Koeffizientenbereich ist. Die Restklassengruppe 
(K) — {K) bezeichnen wir mit {K) und beweisen den 

Satz V. Die Gruppe Ef^ç^^{K) ist direkte Summe von Gruppen y die 
sàmtlich mit 3 isomorph sind und der en Anzahl um \ kleiner ist als die 
Komponentenzahl von K. 

Der Beweis ist angesichts des SatzcsIV in folgendem aUgemeineren 
gruppentheoretischen Satze enthalten: 

W sei direkte Summe von s mit 3 isomorphen Gruppen ^ also die Gruppe der 

s 

Linearformen ^ t^ x^ in den Unbestimmten x ^ , wobei die P dem Koeffizienten- 

bereich 3 entnommen sind. Die Untergruppe von die aus allen Elemen- 

ten von 91® mit verschwindender Koeffizientensumme = besteht, ist 

% 

direkte Summe von s — 1 mit ^ isomorphen Gruppen (d. h. 9Ï®® ist iso- 

8 

morph mit der Gruppe U der Linearformen ^t^xf). 

1-2 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 


14 
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V. Bettische Gruppen. 


Um diesen Satz zu beweisen, ordnen wir jedem Elément z = ^t'Xi 

von das Elément = von U zu. Diese Zuordnung 

1=2 8 
ist eine homomorphe Abbildung von 9l‘>® auf U; denn ist 
ein beliebig gegebenes Elément von U, so wird das Elément 

8 

Z = ' ^1 -h 

i=2 

von 21®® mittels / auf z^ abgebildet. 

Um zu zeigen, daû / ein Isomorphismus ist, genügt der Nachweis, 
daB nur das NuUelement von 21® vermôge / auf = 0 abgebildet wird. 
Ist z^ = 0, also «2 _ . . . _ _ 0 und f{z) = z^, so müssen x^, . . Xg 

in Z mit denselben Koeffizienten wie in Zj, also gar nicht auftreten. 
Da aber die Koeffizientensumme in z verschwindet, muB auch x^ in z 
den Koeffizienten NuU haben, d. h. z = 0 sein, w. z. b. w. 

6. Die Gruppe Wir betrachten einen «-dimensionalen 

Komplex K”. Dann erlaubt die w-dimensionale Bettische Gruppe 
eine weitgehende Beschreibung. Für r > n ist nâmlich die Gruppe 
Uÿ(K) = 0, also ist insbesondere auch — 0 bei jeder Wahl 

von Q und Q'. Somit gilt 

Satz VI. Für einen n-ditnensionalen Komplex K" und beliebige 
Koeffizientenbereiche 

Man kann den Inhalt des Satzes VI auch so ausdrücken: Homo- 
logien zwischen «-dimensionalen Zyklen eines «-dimensionalen Kom- 
plexes sind nichts anderes als Gleichungen (vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 13). 

Benutzen wir den Satz VI noch zur Bestimmung der «-ten Betti- 
schen Gruppen des «-dimensionalen Simplexrandes der Satz lehrt 

in Verbindung mit Kap. IV, § 4, Nr. 6, daB 

+ (3^ S) 

7. Homologie -Aquivalenz. Diejenigen Eigenschaften eines Eck- 
punktbereiches £, die sich in der Struktur seiner Bettischen Gruppen 
ausdrücken, zâhlen wir zu den wichtigsten „gestaltlichen'‘ Merkmalen 
von E\ Eckpunktbereiche, die in diesen Merkmalen übereinstimmen, 
besitzen eine gewisse Verwandtschaft miteinander, für die wir eine 
besondere Benennung einführen: Die Eckpunktbereiche A und B sind 
einander ,,homologie-àquivalent'* in bezug auf 3; wenn für jede Di- 
mensionszahl r die Isomorphismen 

53 . 3 '(^) ^ ^ 3 . 3 '( 5 ) 

bestehen. Sind A und B homologie-âquivalent in bezug auf jedes Paar 
von Koeffizientenbereichen 3,3' (3 ^ 3'). so heiBen sie „voUstàndig 
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homologie-âquivalenV'. Es ist trivial, daB isomorphe Eckpunktbereiche 
vollstândig homologie-âquivalent sind. 

Entsprechend den Festsetzungen in Nr. 1 ist die Bezeichnung 
,, homologie-âquivalent'' auch auf Komplexe und auf offeneMengen des 

anwendbar. 

Beispiele. 1) Ein Komplex ist dann und nur dann ein /f-Simplex 
(Kap. IV, § 6, Nr. 5), wenn er einer SimplexhüUe (beliebiger Dimension 
vollstândig homologie-âquivalent ist (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. l,b). 

2) Ein w-dimensionaler Komplex ist dann und nur dann eine HS^ 

(Kap. IV, § 6, Nr. 7), wenn er dem Simplexrand vollstândig ho- 

mologie-âquivalent ist (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. l,a). 

3) Kreisring und Môbiussches Band (Nr. 2) sind einem Dreiecksrand 

|i2|, also auch jeder vollstândig homologie-âquivalent. (DaB in 
diesen Fâllen = 0 ist, folgt aus Kap. IV, § 5, Satz VlIIb.) 

8. Simpliziale Abbildungen. Satz VII. Eine simpliziale Abbildung 
des Eckpunktbereiches A in den Eckpunktbereich B ruft einen Homo- 
morphismus sàmtlicher Bettischen Gruppen von A in die entsprechenden 
Bettischen Gruppen von B hervor. 

(Unter den ,, entsprechenden" Bettischen Gruppen verstehen wir 
dabei natürlich solche mit gleicher Dimensionszahl und denselben 
Koeffizientenbereichen.) 

Der Satz ergibt sich einfach aus Kap. IV, § 4, Nr. 3 und Nr. 11, 
sowie Nr. 7 des Anhanges I. 

Der Homologie-Âquivalenz von Eckpunktbereichen entspricht ein 
âhnlicher Begriff für simpliziale Abbildungen, der durch den Satz VII 
nahegelegt wird: Die simplizialen Abbildungen / und g des Eckpunkt- 
bereiches A in den Eckpunktbereich B heiBen von demselben ,,Homo- 
logie-Typus*' oder auch kurz ,,einander homolog'" in bezug auf 3, 3', 
wenn sie für jede Dimensionszahl r dieselben Homomorphismen von 
B^^^'(A) in B^^^'(B) hervorrufen, mit anderen Worten: wenn für jeden 
Zyklus Z c: A die Homologie 

f{z) CO g(z) (in B in bezug auf Q') 

gilt. Sind / und g einander homolog in bezug auf jedes Paar S, 3', 
so heiBen sie einander ,, vollstândig homolog' \ 

Auch diese Bezeichnungen kônnen wir wieder statt auf Eckpunkt- 
bereiche direkt auf Komplexe oder offene Mengen anwenden. Be- 
schâftigen werden wir uns spâter mit den Homologie-Typen der simpli- 
zialen Abbildungen eines endlichen Komplexes in einen anderen. 

§ 2. Die ganzzahligen und die rationalen Bettischen Gruppen. 

1. Bettische Zahlen. Der Rang der Gruppe B^(E) heiBt die r-te 
oder r-dimensionale Bettische Zahl des Eckpunktbereiches E ; sie wird 
mit p^{E) bezeichnet; p^{E) kann endhch oder unendlich sein. 

14 * 
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V. Bettische Gruppen. 


Aus § 1, Satz IV, folgt 

Satz L Die nullte Bettische Zahl p^{E) eines Eckpunkthereiches^ E 
ist gleich der Komponentenzahl von E; 
und aus § 1, Satz VI: 

Satz IL Die n4e Bettische Zahl p'^{K^) eines n-dimensionalen Kom- 
plexes ist der Rang der Zyklengruppe Z'^{K^). 

Beispiele (vgl. § 1, Nr. 7 und Nr. 2): 1) Für jede Simplexhülle 
(und daher auch für jedes /f-Simplex) ist 0 (r 1), p^ = \ , 

2) Für die Simplexrânder | (und daher auch für jede HS^^) 

ist = 0 (0 y =h sowie p^ z=: p^ = \ ^ falls w 1 , und p^ — 2, falls 
n ^ 0 ist. 

3) Für den triangulierten Torus (§ 1, Nr. 2) ist — 2, — 1 ; für 

den Kleinschen Schlauch: — l , ^2 _ q. f^j. Kreisring und Môbius- 

sches Band: — 1 , ^2 — (Wegen der Bestimmung von p^ beachte 

man Kap. IV, § 5, Nr. 11.) 

2. Torsionsgruppen. Die Elemente cndlicher Ordnung in 5^(E) 
bilden — wie in jeder Abelschen Gruppe — eine Untergruppe; sie heiBt 
die r-te Torsionsgruppe T^{E) von E. Ist sie von Null verschieden, so 
sagt man: E hesitzt r-dimensionale Torsion. 

Auf Grund des Satzes IV, § 1, enthâlt die Gruppe B%,{E) niemals 
ein von Null verschiedenes Elément endlicher Ordnung; dasselbe gilt 
auf Grund des Satzes VI, § 1, von der Gruppe Bl^[K^) eines w-dimen- 
sionalen Komplexes. Daher gelten die beiden folgenden Sâtze: 

Satz r. Kein Eckpunktbereich hesitzt nulldimensionale Torsion. 

Satz ir. Ein n-dimensionaler Komplex hesitzt niemals n-dimensio- 
nale Torsion. 

Korollar. Ein hochstens eindimensionaler Komplex hesitzt keine 
Torsion. 

In den in Nr. 1 genannten Beispielen besitzt nur der Kleinsche 
Schlauch Torsion: für ihn ist 

Bemerkung. Es gilt der Satz: Kein Euklidischer Komplex des 
und auch kein Komplex, der die Simplizialzerlegung eines krummen 
Polyeders im R^ ist, besitzt Torsion (Beweise im Kap. X, § 1, Nr. 10 
und Kap. XI, § 3, Nr. 12). Daher ist es erklârlich, daB der Begriff 
der Torsion unserer Anschauung Schwierigkeit macht. — 

Ist z^ ein ganzzahliger Zyklus von E, so versteht man unter seiner 
Ordnung die Ordnung der ihn enthaltenden ganzzahligen Homologie- 
klasse, als Elément der Gruppe B^{E) betrachtet. Offenbar haben die 
schwach berandenden Zyklen^, und nur diese, eine von Null verschiedene 
Ordnung; unter diesen Zyklen sind die stark berandenden durch die 
Ordnung Eins ausgezeichnet. Mit anderen Worten: Die Homologie- 
klassen der schwach berandenden Zyklen sind die Elemente von T^, 

^ Vgl. FuBnote 1 auf S. 208. 

2 Vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 10. 
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die Homologieklasse der stark berandenden ist das Nullelement von 
Daher entsteht, wenn man jedem schwach berandenden Zyklus seine 
Homologieklasse zuordnet, ein Homomorphismus der Gruppe der 
schwach berandenden Zyklen auf die Gruppe dessen Kern die 
Gruppe der stark berandenden Zyklen ist (vgl. Kap. IV, § 4, Nr, 10). 
Infolge des Noetherschen Homomorphiesatzes (Anhang I, Nr. 9) gilt daher 

Satz III. Die Struktur der Torsionsgruppe T^{E) kann auch durch 

erklàrt werden. 

3. Die Gruppen B©. Die Restklassengruppe 

B5(£) = - r(i<) 

enthâlt auBer dem Nullelement kein Elément endlicher Ordnung; dies 
folgt daraus, daB die Gruppe T^{E) infolge ihrer Définition Unter- 
gruppe mit Division von B‘q^{E) ist (Anhang I, Nr. 5). Man nennt Bq{E) 
die ,,Bettische Gruppe mod 

Wir behaupten nun, daB Bq{E) mit gj(E) isomorph ist. Um das 
zu beweisen, betrachten wir diejenige homomorphe Abbildung der 
Gruppe — das Argument E lassen wir als selbstverstândlich weg — 
auf die Gruppe die jedem Zyklus c Z@ die ihn enthaltende 
ganzzahlige Homologieklasse, die ja Elément von ist, zuordnet, 
und wir fragen, welche z"' a Z^ dabei auf die Elemente von ab- 
gebildet werden. Dies ist für dann und nur dann der Fall, wenn z^ 
schwach berandet, d. h. wenn z^' c ^ ist. Folglich besteht nachdem 
,,allgemeinen“ Noetherschen Homomorphiesatz (Anhang I, Nr.9) der Iso- 
morphismus 

^ yr Tjr ^ Dr 'rr 

Die links stehende Gruppe ist aber die rechts stehende 

damit ist die Behauptung bewiesen. — Wir fassen zusammen: 

Satz IV. Die Gruppen B'i^ ^^{E) und B^^{E) = B'^{E) — 'P{E) sind 
isomorph; sie enthalten aufier dem Nullelement kein Elément endlicher 
Ordnung; ihr Rang ist p"' {E ) . ^ 

4. Endliche Komplexe. Von nun an bis zum Ende dieses Paragra- 

phen ist K ein endlicher n-dimensionaler Komplex. Das Argument K in 
den Symbolen B^ (^) > (^) » Pz (^) wir weg, da kein MiB- 

verstandnis môglich ist. 

Die Gruppe hat endlichen Rang, und zwar ist er gleich der An- 
zahl oJ der r-dimensionalen Simplexe von K ; folglich haben auch die 
Untergruppe Z@ von und deren Restklassengruppe endliche 
Range (Anhang I, Nr. 3 I, Korollar); daher gilt 

Satz Va. Die Bettischen Zahlen sind endlich. 

1 T" hat als Gruppe mit lauter Elementen endlicher Ordnung den Rang 0 , 
also hat (Anhang I, Nr. 32) die Gruppe — T'' denselben Rang wie 
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Aile Gruppen Z®, B^, Bq, besitzen endliche Erzeugendensysteme, 
weil ein solches in Gestalt der Simplexe Xi besitzt (Anhang I, Nr. 37) : 
da Bq nach Satz IV auBer dem Nullelement kein Elément endlicher Ord- 
nung enthâlt und den Rang P' bat, gilt daher (Anhang I, Nr. 43): 

Satz Vb. Die Bq sind freie Gruppen mit p’' Erzeugenden. 

Da, wie schon gesagt, auch von endlich-vielen ihrer Elemente 
erzeugt wird, und da diese sâmtlich endliche Ordnungen haben, gilt 
femer 

Satz Vc. Die Torsionsgruppen T' sind endlich. 

Aus Nr. 43 des Anhanges I folgt 

Satz Vd. ist direkte Summe der Torsionsgruppe T’’ und einer 
— mit Bq isomorphen — freien Gruppe mit p' Erzeugenden. 

Darin ist enthalten: 

Satz Ve. Die Struktur der Bettischen Gruppe B’^ ist dur ch die 
Bettische Zahl p' und die Torsionsgruppe 7^ vollstàndig hestimmt. 

Nun ist 7'’’, wie jede endliche Abelsche Gruppe, vollstàndig durch 
ihre Elementarteiler bestimmt (Anhang I, Nr. 55); man nennt diese Ele- 
mentarteiler die f-dimensionalen Torsionskoeffizienten von K; daher 
kann man die Struktur von R® auch durch rein numerische Angaben 
vollstàndig beschreiben, nâmlich durch die Angabe erstens der Betti- 
schen Zahl und zweitens der Torsionskoeffizienten. Wir werden aber 
weder hiervon noch von den Torsionskoeffizienten überhaupt Gebrauch 
machen. 

5. Die Euler-Poincarésche Formel. Die Untersuchung der ganz- 
zahligen Bettischen Gruppen führt zu einer berühmten Identitât, die 
den elementaren Eulerschen Polyedersatz verallgemeinert ; Unter der 
Eulerschen Charakteristik des Komplexes K versteht man die Zahl 

z(^)=i’(-l)^«^ 

r=0 

wobei oJ die Anzahl der r-dimensionalen Simplexe von K ist; die Iden- 
titât, um die es sich handelt, ist die sog. Euler-Poincarésche Formel 

(1) x(.K)=±{-\yp^. 

r=0 

Um sie zu beweisen, bemerken wir; Wenn wir jedem y-dimensio- 
nalen ganzzahligen Komplex von K seinen Rand zuordnen, so ent- 
steht offenbar eine homomorphe Abbildung von Z,® auf dieser 

Homomorphismus hat als Kern die Gruppe Z@; daher sind nach dem 
Noetherschen Homomorphiesatz die Gruppen I,® — Z@ und iso- 
morph; sie haben also gewiB denselben Rang, d. h. — wir nennen den 
Rang einer Abelschen Gruppe A immer q{A) — es gilt 

e(L^-z^) = eW); 
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da U(^ den Rang oJ hat, folgt hieraus auf Grund der Additivitât der 
Rânge (Anhang I, Nr. 32): 

( 2 ) = + 

Andererseits liefert die Additivitât der Rânge, angewandt auf 

S r yr rrr , 

(5j — . 

( 3 ) 

Die Beziehungen (2) und (3) gelten für aile r; dabei berücksichtige 
man, daB und H’^ Null sind, daB also q(H^^) = 0, q{H’^) — 0 ist. 
Multipliziert man nun sowohl (2) als auch (3) mit (— l)’‘und summiert 
dann über r von 0 bis «, so ergibt sich die Behauptung (1). 

Korollar zur Euler-Poincaréschen Formel: Komplexe K^, 
K^, die für jede Dimensionszahl gleiche Bettische Zàhlen haben: 

= p^ (Aj) , haben auch gleiche Eulersche Charakteristiken : % {K-f) = % (Aj) . 
Die Voraussetzung dieses Korollars ist insbesondere erfüllt, wenn 
und K 2 homologie-âqui valent in bezug auf ® sind; wir werden 
nachher (Nr. 10) sehen, daB die Gleichheit der Bettischen Zahlen bereits 
mit der Homologie-Âquivalenz in bezug auf 9 î identisch ist (und daB 
diese schwâcher ist als die Homologie-Âquivalenz in bezug auf ®). 

Ein //-Simplex hat die Bettischen Zahlen = 1, />’’ = 0 für 
r >i\ (Nr. 1); folglich: jedes H-Simplex hat die Charakteristik 4 - 1 . 

Ferner gilt — und dies ist eine der môglichen VeraUgemeinerungen 
des Eulerschen Polyedersatzes — : Jede HS'' [allgemeiner : jeder beliebig- 
dimensionale, mit dem Simplexrand homologie-àquivalente Komplex 

[in bezug auf ®)] hat die Charakteristik -f 2 oder 0, je nachdem n ge- 
rade oder ungerade ist. 

Um dies zu beweisen, haben wir zwei Môglichkeiten : Erstens ist für 
den Simplexrand | | , wie man leicht verifiziert, ^ ; dann 

ist nach dem binomischen Satz 

0 = (1 - 1)”+2 = 1 _ x{\x”^'\) + (-'l)"+^ 
also = f + (-!)”• 

Zweiter Beweis: Ausden Werten für die Bettischen Zahlen von 
(Nr. 1) ergibt sich 2 (— 1 )’’^*' = 1 + (— l)"i also nach der Euler-Poin- 
caréschen Formel: ;f(|x"’^^|) = 14 - (— 1 )” 

Wir werden auf die VeraUgemeinerungen des Eulerschen Polyeder- 
satzes in Kap. VI, § 1, Nr. 11, 12, zurückkommen. 

6. Kanonische Basen. Die orientierten Simplexe x^ bilden eine Basis 
der Gruppe (K) = X® , d. h. : jedes Elément von L® lâflt sich auf eine 
und nur eine Weise als lineare Verbindung der x^ darstellen. Für viele 
Zwecke ist die Verwendung anderer Basen praktischer, die wir jetzt 
einführen und als „kanonisch‘‘ bezeichnen werden. 

Die Zyklengruppe Z® ist Untergruppe mit Division von X®; denn 
aus*z’’c:X@, az'c.Z’^ folgt {az')' = az' — 0 , also ’z' — 0 , z' c: Z^. 
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Daher gibt es (Anhang I, Nr. 45) eine Untergruppe c: so daB 

die direkte Summe 


(4) 

ist. 


Wenden wir Nr. 24 des Anhanges I auf die GruppeZ^ und ihre Unter- 
gruppe an, so erhalten wir eine Basis von Z@, die aus drei verschie- 
denen Arten von Elementen besteht : Elementen und Z^ , so daB 

die und zl zusammen eine Basis in die u'- und , wo- 

bei /[ gewisse ganze Zahlen > 1 sind, zusammen eine Basis in bilden 
(die Ui und die sind also Rander, die Randteiler); die Anzahl 
der Z\ ist der Rang der Gruppe Zi^ — und ist direkte 

Summe von freien zyklischen und von endlichen zyklischen Gruppen 
der Ordnungen /[; die direkte Summe dieser endlichen Gruppen ist die 
Torsionsgruppe (vgl. Satz III). Solche z\ , Z\ bilden eine Basis 
von Z@, und zwar eine kanonische Basis von ZJ^; die u'- , f-z^ bilden die 
zugehôrige kanonische Basis von 


Bilden wir, wie in Nr. 5. -t-® dadurch homomorph auf ab, daB 
wir jedem Komplex seinen Rand zuordnen, so wird, da Z^ der Kern 
dieses Homomorphismus ist, die durch (4) erklârte Gruppe isomorph 
auf abgebildet. Einer in der eben besprochenen Weise eingeführten 
kanonischen Basis zl~^ in entspricht vermôge dieses 

Isomorphismus eine Basis yl in so, daB 


(5) 

( 6 ) 


yï 




fi 




ist ; diese v^ und ÿ- bilden definitionsgemâB eine kanonische Basis von 
Auf Grund von (4) bilden eine Basis von Z[^ und eine Basis von 
zusammen stets eine Basis von ; eine auf diese Weise aus kanonischen 
Basen von Z@ und zusammengesetzte Basis heiBt eine kanonische 
Basis von eine solche besteht also aus Elementen 


und zwischen kanonischen Basen von und gelten immer die 

Relationen (5) und (6). 

Wenn man, was zuweilen zweckmâBig ist, nicht die Gruppen 
Z^, ... einer festen Dimensionszahl r, sondern die gemischten Grup- 
pen Z@, ... betrachtet, die als die direkten Summen 

r 

• • • ^rklârt .sind, so versteht man unter kanonischen Basen 

r 

dieser Gruppen die Zusammenfassung kanonischer Basen der direkten 
Summanden. 

7. Homologiebasen. Aus der Définition der kanonischen Basis 
von Z^ ist ersichtlich: Zwei Elemente 

^ a} Z'I 4 - 2 ^ ‘ 'A + ^ ‘ M • 
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von sind dann und nur dann kongruent mod//@, wenn die Glei- 
chungen und Kongruenzen 

a'^ = a'\ 6^ = 6'^* (mod/[) 

bestehen; jedes Elément z^czZ^ ist also modiï^^ einer Verbindung 
^à^Zl + kongruent, wobei die a} vollstândig, die mod/[ durch 

bestimmt sind. Kongruenzen mod/ZJ^ sind Homologien; daher lâBt 
sich derselbe Tatbestand auch so ausdrücken: Jeder Zyklus erfülü 
eine Homologie 

( 8 ) 

die cC' sind eindeutig, die nur modfi durch hestimmt. Hierdurch ist es 
gerechtfertigt, das System derZ[ und z\ als eine r-dimensionale Homologie- 
hasis {in bezug auf &) zu bezeichnen. Die Gruppe —Z^~ H^ ist die 
direkte Summe der zyklischen Gruppen, deren erzeugenden Elementc 
diejenigen Homologieklassen sind, welche die Z[ und z^ enthalten. 

Aufgabe. Man bestimme Homologiebasen für Torus, Kleinschen Schlauch, 
Kreisring, Môbiussches Band (§ 1, Nr. 2). 

8 . Die Z[ darf man auch als Homologiebasis modO oder Homologie- 
basis in bezug auf (®, 3î) bezeichnen; damit soll die folgende Tatsache 
ausgedrückt werden: Jeder ganzzahlige Zyklus z^ erfülU eine und nur 
eine Homologie 

(9) ZI (in bezug auf 9î) 

mit ganzen {y, Homologie mit Division'' — vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 10). 

Beweis. Es crfüllt die Relation (8); nach (6) ist, wenn man 
zu dcm Koeffizientenbereich dl übergeht, 

2i>'4 = (2’ 

folglich gilt (9). Für den Beweis der Eindeutigkeit von (9) genügt es 
zu zeigen: Ans 

(9o) ^ B (in bezug auf 9î) 

mit ganzen folgt = 0. Nun bedeutet aber (9^) 

mit rationalen r^, also nach Multiplikation mit dem Hauptnenner n 
der r* 

Znq^Z\={Z<^^xŸ^)- 

mit ganzen c*, d. h. 

Z' ^ 0 (in bezug auf @), 

folglich, da in (8) die eindeutig bestimmt sind, = 0, q' — 0. 

9 . SchlieClich bilden dieselben Z'i auch eine Homologiebasis in 
bezug auf 9î; damit meinen wir; Jeder rationale Zyklus erfüllt eine 
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und ntir eine Homologie 

(10) (in bezug auf SR) 

mit rationalen f. 

Denn es gibt eine ganze Zabi ÿ =j= 0 , so daB z'' = qz^ ein ganzzahliger 

• * C!^ 

Zyklus ist, auf welchen sich (9) anwenden lâBt; dann ist (10) mit 

erfüllt; für den Beweis der Eindeutigkeit bat man wieder nur zu zeigen, 
daB ^* = 0 ans ^fZ^coO folgt; da aber ans ^fZJcvaO durcb Multi- 
plikation mit dem Hauptnenner n der f die Homologie (9o) mit ganzen 
ÿ* r= folgt, ergibt sicb wie oben q'’ — 0, also — 0. 

10. Die Beziehungen zwischen Bj, Bjj, p'". Ans dem soeben Be- 
wiesenen folgt: 

Satz VL DieGruppe BJj ist der Gruppe aller Linearformen mit 

ganzen a*, die Gruppe der Gruppe aller Linearformen ^t'Z^ mit rationa- 
len f isomorph — {die Z[ immer als Unbestimmte aufgefafit; i = \ , 2 , . . . .p'). 

Daraus seben wir weiter, da einerseits durcb die Anzabl p' 
der Z[, andererseits />’' als Rang von bestimmt ist^: Die Bettische 
Gruppe B^ ist durch die Bettische Zahl p', die Bettische Zahl p^ durch 
die Gruppe B^ eindeutig gegeben. 

Wir kônnen diese Tatsacbe aucb so ausdrücken: Zwei {endliche) 
Komplexe und sind dann und nur dann homologie-àquivalent 
in bezug auf SR, wenn sie für jede Dimension r gleiche Bettische Zahlen 
haben: p^{K^) = p''{K^). 

Da aus der Homologie-Àquivalenz in bezug auf @ die Gleicbbeit 
der Bettiscben Zablen folgt, ergibt sicb: Aus der Homologie-Aquivalenz 
in bezug auf © folgt die Homologie-Aquivalenz in bezug auf SR; das Um- 
gekebrte ist nicbt ricbtig: z. B. ist die projektive Ebene einem Simplex 
bomologie-âquivalent in bezug auf SR, aber nicbt in bezug auf @, da 
sie eindimensionaile Torsion besitzt. (Vgl. Anb. zu Kap. IV, V, VI, Nr. 7.) 

Im § 4 werden wir den obigen Satz dabin verscbârfen : Aus der 
Homologie-Àquivalenz in bezug auf @ folgt die Homologie-Aquivalenz 
in bezug auf beliebige Q, Q'- 

§ 3. Die Bettiscben Gruppen modulo m; Zyklen erster und 
zwei ter Art (bei beliebigem ^). 

1. Zyklen zweiter Art modm und Torsion. Die Existenz r-dimen- 
sionaler ganzzabliger Zyklen endlicber, von 1 verscbiedener Ordnung 
(§ 2, Nr. 2) in dem Eckpunktbereicb E ist gleicbbedeutend damit, daB E 
r-dimensionale Torsion besitzt. Sie bângt eng zusammen mit der Exi- 
stenz gewisser (?'-f l)-dimensionaler Zyklen modm (d. b. Zyklen in be- 
zug auf @„) ; diesen Zusammenbang werden wir jetzt feststellen. 

1 DaB ÿ' nicht nur der Rang von sondern auch der Rang der mit BJj 

isomorphen Gruppe der Linearformen 
Leser selbst. 


mit rationalen t* ist, beweise der 


t=i 
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Wir verstehen für jede ganze Zahl w ^ 2 und jede beliebige ganze 
Zabi a unter die Restklasse nxoàm, der a angehôrt. Ist C 
ein ganzzahliger Komplex, so ist (C) ein Komplex modw ; 

ist umgekehrt wobei die f Restklassen modw sind, ein 

Komplex modw, so gibt es immer einen ganzzahligen Komplex C mit 
braucht ja nur unter a* eine beliebige Zahl aus der 
Klasse zu verstehen und C zu setzen. 

Es ist klar, daû rm((^) = (ïm(C)) ist; daraus folgt insbesondere : Ist z 
ganzzahliger Zyklus, so ist Zyklus modw; diese Zyklen Tm{z) mit 
ganzzahligem z woUen wir , .triviale” Zyklen oder ,, Zyklen erster Art" 
modw nennen; ihre Untersuchung kann offenbar gegenüber der Unter- 
suchung der ganzzahligen Zyklen kaum neue Erkenntnisse vermitteln. 
Die Heranziehung der Koeffizientenbereiche wird also lohnend erst 
dann, wenn es nichttriviale Zyklen oder , .Zyklen zweiter Art" modw 
gibt. Bezüglich ihrer Existenz gilt nun 

Satz I. Der Eckpunktbereich E enthàlt dann und nur dann einen 
nichttrivialen r-dimensionalen Zyklus modm für ein gewisses m, wenn 
er {r — \)-dimensionale Torsion hesitzt. 

Beweis. Wir zeigen, daû die Abwesenheit (r — 1)-dimensionaler Tor- 
sion mit der Trivialitât aller r-dimensionalen Zyklen modm gleichbedeu- 
tend ist. Es sei erstens keine {r — l)-dimensionale Torsion vorhanden und 
z^ ein Zyklus modm. Es gibt, wie wir oben sahen, einen ganzzahligen 
Komplex C mit zl. ~ da z'^ Zyklus ist, ist {x^iC'))' = 0, also 

(s. oben) auch x^i^Z) = 0; dies bedeutet: & = mz'~'^ mit ganzzahligem 
Da mz^~^ Zyklus ist, ist auch z'~^ Zyklus, und es ist mz^~^ oo o; 
infolge der Abwesenheit von (r — i)-dimensionaler Torsion ist auch 
CV3 0, d. h. es gibt einen ganzzahligen Komplex A^ mit = À’’. 
Dann ist {C’" — mA')' = 0. also ist Z' = C' — mA’' Zyklus. Dann ist 
4 = = x^{Z'). d. h.: z;, ist trivial. 

Es gebe jetzt zweitens nur triviale r-dimensionale Zyklen für jedes 
m ^ 2, und es sei z^~^ ein ganzzahliger Zyklus mit mz*"”^ oo 0, m ^ 2. 
Dann gibt es einen ganzzahligen Komplex C mit Ù = ■mz’‘~^. also 
= 0! dann ist auch (r^lC’'))' = 0, d. h. r^(C’') ist Zyklus modm, 
und da es nur triviale Zyklen modm gibt, ist r„,(C'’) = x^iZ') mit einem 
ganzzahligen Zyklus Z'. Dann gibt es einen ganzzahligen Komplex A’’. 
so daû C’’ — mA’’ + Z’’ ist; hieraus folgt durch Randbildung: mz*""^ 
= mÀ’’. also z’'~^ = À’'. z’'~^^0; d. h.: z*""^ hat die Ordnung 1. — 
Damit ist der Satz I bewiesen. 

Es ist môglich (vgl. § 4, Nr. 10). für den Fall, daû E der Eckpunkt- 
bereich eines endlichen Komplexes ist, festzustellen, daû man die Unter- 
suchung der Torsionsgruppen vollstândig durch die Untersuchung der 
(um 1 hôherdimensionalen) nichttrivialen Zyklen modm ersetzen kann. 
Wir werden aber auch sehen (Nr. 6 des gegenwàrtigen Paragraphen), 
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daB in dieser Hinsicht der Koeffizientenbereich 9?^ (Kap. IV, § 2, Nr. 11) 
den Bereichen noch vorzuziehen ist. 

2. Zyklen erster und zweiter Art in bezug auf ^ • Die Zyklen erster 

Art moàm lassen sich auch folgendermaBen charakterisieren : Der 
Zyklus modm ist dann und nur dann von der ersten Art, wenn 
z^n ~ ganzzahligen Zyklen z^ und cz ist. In der Tat : es ist 

2 :^ == > wobci ganz und (a^) ist, und daher ist 

Zyklus erster Art; andererseits : der Zyklus erster Art z^^^ = Vjn(z), 
mit ganzzahligem Zyklus z, lâBt sich als z^^ ~ tz schreiben, wobei das 
Elément t a diejenige Rcstklasse modm ist, die die Zabi 1 enthâlt. 

Diese Charakterisierung der Zyklen erster Art modw erlaubt es, die 
folgende allgemeinere Définition auszusprechen : 

Définition. Der Eckpunktbereich E und der Koeffizienten- 
bereich ^ sind beliebig. Der Zyklus z^ in bezug auf Q von E heiBt 
, .Zyklus erster ArV\ wenn Zr^ ~ ist, wobei die z^ ganzzahlige 

Zyklen von E und die f Elcmcnte von sind. Jeder Zyklus, der nicht 
von der ersten Art ist, heiBt ..Zyklus zweiter Art'\ 

Wenn cnd 0 in E ist, so gibt es einen Komplex C ^ f œ 

in E mit z^ — C\ es ist also < 2 :^ = , und da die x^ ganzzahlige 

Zyklen sind, ist z^ von der ersten Art. Damit ist bewiesen: 

Satz II. Jeder Rand [in hezug auf^) ist Zyklus erster Art in bezug auf^, 

Bemerkung I. Es gilt sogar der allgemeinere Satz II': Isi Q' 3 ^, Zyklus 
in bezug auf ^ in E und cnoq in hezug auf , so ist z Zyklus erster Art. — Wir werden 
diesen Satz im § 4, Nr. 6 [Formel ( 9 ')] für den Fall beweisen, daB E der Eckpunkt- 
bereich eines endlichen Komplexes K ist. Aus diesem Spezialfall folgt aber der 
Satz II' für einen beliebigen E : Ist, in einem beliebigen E, der Zyklus O 

in bezug auf , so gibt es in E einen Komplex C' in bezug auf 3' niit C' = z^; 
aus dem angeführten speziellen Satz, angewandt auf den endlichen absoluten 
Komplex K = |C'| folgt, daB Zyklus erster Art in dem Teilkomplex K von E 
ist. Dann ist aber offenbar z^ auch Zyklus erster Art in E. 

Bemerkung II. Die soeben benutzte évidente Tatsache: ,,Ist z;^ von der 
ersten Art in dem Teilkomplex K von E, so ist z^ auch Zyklus erster Art in E 
selbst", laBt sich nicht auf die Zyklen zweiter Art übertragen. In der Tat: Es 
sei z^ von der zweiten Art in K, und E sei der Kegel über K (Kap. IV, § 4, Nr. 7 ) ; 
dann ist O in E, also nach Satz II Zyklus erster Art in E. 

Bemerkung III. Die einfachsten Beispiele von Zyklen zweiter Art 
werden durch die geschlossenen nichtorientierbaren Pseudomannigfaltig- 
keiten K geliefert: ist K w-dimensional, und sind x^ die w-dimensio- 
nalen Simplexe von K. so ist ein Zyklus mod 2; er ist von der 

zweiten Art in K. da es in K keinen ganzzahligen w-dimensionalen Zyklus 
(4-0) gibt. 

3. Die Bettischen Gruppen erster und zweiter Art. Offenbar bilden 

die r-dimensionalen Zyklen erster Art (in E in bezug auf 3) eine Gruppe ; 

♦ 

wir nennen sie Z^{E). Da nach Satz II jeder Rand Zyklus erster Art 
ist, folgt weiter: wenn eine Homologieklasse einen Zyklus erster Art 
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enthâlt, so sind aile Zyklen dieser Klasse von der ersten Art. Wir 
kônnen daher von Homologieklassen erster und zweiter Art sprechen, je 
nach der Art der in ihnen enthaltenen Zyklen. Daraus, daB die Zyklen 
erster Art eine Gruppe bilden, folgt: die Homologieklassen erster Art 
bilden eine Gruppe; sie ist durch 

( 1 ) = 

« 

gegeben. Wir nennen B’^{E) die ,,Bettische Gruppe erster Art”. 

Da Zç^[E) Untergruppe von Zç^{E) ist, ist klar, daB B’^{E) Unter- 
gruppe von B’^{E) — Z^{E) — H^{E) ist; die Restklassengruppe 

(2) 'b'^{E) = B'^(E) - B'^(E) 

nennen wir die ,,Betti$che Gruppe zweiter Ari'\ Wir behaupten: 

( 3 ) • 

In der Tat: ordnet man jedem Zyklus seine Homologieklasse zu, so ent- 

steht ein Homomorphismus von Z'^(E) auf B^{E), bei welchem den 

« 

Zyklen aus Z^{E), und nur diesen, die Homologieklassen erster Art, 

« 

also die Elemente von zugeordnet werden; folglich gilt (3) nach 

dem allgemeinen Noetherschen Homomorphiesatz (Anhang I, Nr. 9). 
Wir werden jetzt für spezielle Koeffizienienbereiche, aber bei beliebi- 

gem Eckpunktbereich E, die Gruppen B^ {E) und B’^ (E) durch die ganz- 

zahligen Bettischen Gruppen von E ausdrücken. 

« 

4. Die Gruppe Wir erinnern an die folgenden gruppentheore- 

tischen Begriffe und Bezeichnungcn (Anhang I, Nr. 2 und 4): für jede 
Abelsche Gruppe A und jede ganze Zahl m verstehen wir unter mA die 
Untergruppe der m-fachen Elemente in A, unter A^^^ die Restklassen- 
gruppe A ~ mA und unter ^^^A die Untergruppe derjenigen Elemente 
ad A , für welche ma = 0 ist. — Wir behaupten: 

Satz III. Für jeden Eckpunktbereich E und jedes m^2 ist 

(4) 

Beweis. Es sei C eine ganzzahlige Homologieklasse; sind > 2 :, z' 
Zyklen aus C , so gibt es einen ganzzahligen Komplex C mit z' = z A- , 
also 

(vgl. Nr. 1 ) ; die Zyklen r,„ (z) und r„, ( 2 ') (in bezug auf &„,) befinden sich da- 
her in derselben Homologieklasse mod wt; diese Klasse nennen wir r„,(0 ; 

« 

da r^(2) von der ersten Art ist, ist r„,(C) Elément von Somit 

♦ 

bildet die Zuordnung r,„(C) die Gruppe B® aller C in die Gruppe 
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ab. DaC diese Abbildung ein Homomorphismus ist, ist klar. Ferner 

» 

ist sie eine Abbildung auf denn jeder Zyklus erster Art ist von 
der Form 1 ^( 2 ). Wir haben zum Beweise unseres Satzes noch zu zei- 
gen: der Homomorphismus hat den Kern 

Es sei also = O. Das bedeutet: ist 2 c so berandet r;„( 2 ) 
einen Komplex modw; dieser Komplex lâBt sich — wie jeder Komplex 
modw — als r„(C) mit ganzzahligem C schreiben. Dann ist 

tmW = (ïm(C))‘ = Xm{C), 

und dies bedeutet die Existenz eines ganzzahligen Komplexes z' mit 

Z = C + mz'; 

dann ist z' ein Zyklus mit 

Z CO mz\ 


Ist die Homologieklasse von z\ so ist demnach C = 

Umgekehrt: Ist so ist C ~ 1^(0 —0. Damit ist 

ailes bewiesen. 

Die Tatsache, daB der soeben betrachtete Homomorphismus den 
Kem hat, heben wir noch besonders hervor: 

Zusatz zum Satz III. Es sei f ein ganzzahliger Zyklus. Dann und 
nur dann ist (/) oo o in bezug auf , wenn die Homologieklasse von f 
Elément von mB^ ist, mit anderen Worten, wenn es einen ganzzahligen 
Zyklus z'^ mit z^comz'^ gibt. 


5. Die Gruppe Jetzt benutzen wir die Gruppenbildung ^^A , 

an die wir am Beginn der vorigen Nummer erinnert haben. — Wir 
behaupten : 

Satz IV. Fur jeden Eckpunktbereich und jedes m'^2 ist 


(5) 

oder, was dasselbe isf^, 

(5') 






*» 

■Dr 




T-1 


Beweis. Mit Rücksicht auf (3) lâBt sich die Behauptung (5) auch 
in der Form ^ 

(5") 

schreiben. Wir werden daher eine Abbildung von in be- 
trachten. 

Es sei y ein beliebiger »'-dimensionaler Zyklus modm; dann gibt es 
(vgl. Nr. 1) einen ganzzahligen Komplex C und einen ganzzahligen 
Zyklus 2 mit 

(6) y = r„,(C), C = mz; 


^ Denn ist immer Untergruppe der Gruppe der Elemente endlicher Ord- 
nung von A. 
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ist aufierdem 

y = V(C'). C'==mz'. 

so folgt aus r„i(C) = die Existenz eines ganzzahligen Kom- 

plexes ^ mit r- , a 

^ C = C + mA , 

also mz' = mz + mA , 

z' — Z + ^ . 

z' 00 Z. 

Somit ist die (ganzzahlige) (>• — 1)-dimensionale Homologieklasse des 
in (6) auftretenden z durch y eindeutig bestimmt; sie heiBe h {y). Es 
liegt also eine Abbildung h von in vor, und diese ist offenbar 
ein Homomorphismus. 

Aus mz = in (6) folgt: mh(y) — 0; umgekehrt: ist C eine ganz- 
zablige Homologieklasse mit wC = 0 und z irgendein Zyklus aus C, 
so gibt es einen Komplex C mit C = mz; dann ist y = Xm(C) Zyklus 
modm mit h (y) = Damit ist gezeigt: die Bildgruppe h(Z^J ist 
die Gruppe ^ 

DaB h (y) =0 ist, ist gleichbedeutend damit, daB in [6) z — D mit 
ganzzahligem D, daB also C — mD + ^ mit einem ganzzahligen Zyklus Z, 

daB also y = r„,(Z) ein Zyklus erster Art ist. Mithin ist der Kern des 

« 

Homomorphismus h die Gruppe — Damit ist der Satz IV bewiesen. 

Bemerkung. Der Satz IV ist offenbar eine Verschârfung des 
Satzes I. 

6. Die Gruppe Der folgende Satz beleuchtet die Rolle des 

Koeffizientenbereiches Sîj : 

Satz V. Für jeden Eckpunktbereich ist 

(7) 

Der Beweis verlâuft dem Beweise des Satzes IV analog; wir werden 
die mit (7) gleichwertige Behauptung 

(7') - 4. ^ 

beweisen, indem wir eine homomorphe Abbildung h von in 

♦ 

angeben, bei welcher = h{Z^^ die Bildgruppe und der Kern ist. 

Bis zum Ende dieses Beweises bedeuten lateinische Buchstaben C,z, , . . 
immer ganzzahlige Komplexe, Jeder rationale Komplex lâBt sich, indem 
man die Koeffizienten seiner Simplexe auf ihren Hauptnenner bringt, in 

der Form mit ganzem m schreiben. Unter verstehen wir 

immer denjenigen Komplex in bezug auf der entsteht, wenn man 
die rationalen Koeffizienten s^ der Simplexe von ^ C durch ihre Rest- 
klassen ti (s^) mod 1 ersetzt. Jeder Komplex F = in bezug auf SKj 
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ist von der Form r, (-- C ) ; denn man hat, um -- C zu erhalten, nur die 

\m J wi 

Koeffizienten t' der Simplexe in F durch beliebige rationale Zahlen 
ans den Restklassen t zu ersetzen. 

Es sei y] ~ ein beliebiger r-dimensionaler Zyklus in bezug 

auf 9îi; die Zyklenbedingung = 0 bedeutet, daB ganzzahlig 

ist; es ist also 

(8) = C = mz-, 

ist auBerdem 


= C' = «V, 


so folgt aus ti (“ C) = ti (- /C') die Existenz eines A mit 


1 1 

m ni 


z' ^z + A, 


also ist 


(in bezug auf &). 


Daher ist die (r — 1)-dimensionalc ganzzahlige Homologieklasse von z in 
(8) durch t] eindeutig bestimmt ; sie heiBe h [rj) ; h ist offenbar ein Homo- 
morphismus von in 

Bestimmung der Biidgruppe h : Ist C ^ ^ (^) , so folgt aus (8) : 
mC = 0 (w 4= 0), also C ^ Umgekehrt; ist C c: jr“4 so gibt es 

ein m > 0 mit mC — 0, also einen Zyklus za: ^ mit c>o o, also einen 

Komplex C mit C = mz] dann ist rj = tj (^cj Zyklus in bezug auf 

mit h(rj) = ^, Folglich ist h{Z^;) - P-'K 

Bestimmung des Kernes von h: DaB h[rj) 0 ist, ist gleichbedeutend 

damit, daB in (8) z = D, daB also C — wD + Z, daB also rj = (m 

mit einem Zyklus Z ist. Für die Behauptung, daB der Kern des Homo- 

* 

morphismus h die Gruppe ZJf^ ist, ist daher nur zu zeigen : r] ist dann 
und nur dann Zyklus erster Art, wenn es einen Zyklus Z so gibt, daB 

79 = ti (“Z) mit ganzem m ist. 

! li \ /n 

Sei erstens Z Zyklus und rj = h [^ Zj ; dann ist rj ~tZ mit t — ti ( “ 1, 


also rj von der ersten Art. Sei zweitens rj Zyklus erster Art, also rj = Z ^ 
mit ganzzahligen Zyklen Z.^ und f c: 9îi ; man bestimme die ganzen 


Zahlen à!' und m durch 



f j und setze Z =^a^Z^) 


dann ist 


Damit ist ailes bewiesen. 
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Die Frage nach einer dem Satz III analogen Bestimmung der Gruppen 
liegt nahe. Wir geben nur das Ergebnis an und überlassen den (dem Beweise 
des Satzes III àhnlichen) Beweis dem Leser: 

Diejenigen rationalen Homologieklassen, in welchen (unter anderem) ganz- 
zahlige Zyklen enthalten sind, bilden eine Untergruppe von BJi, die mit 

isomorph ist und die wir auch mit v,{ bezeichnen. Dann gilt 

♦ 

Satz VI. Für jeden Eckpunkthereich ist ~ B^ ÿ{. 

7. Der Fall endlicher absoluter Komplexe. Die für beliebige£ und 
beliebige ^ gültige Formel (2) lâBt sich, falls E der Eckpunktbereich 
eines endlichen absoluten Komplexes ist, derart verscharfen, daB sich 

herausstcllt : die Struktur von ist durch die Strukturen der beiden 

* * * 

Gruppen und B‘^ vollstândig bestimmt. Es gilt nàmlich 

Satz VIL Für einen endlichen absohiien Komplex K gestattet die 
Bettische Gnippe B'^{K) hei beUehigem ^ die folgende direkte Summen- 
zerlegung : ^ 

(9) B'^{K)^B>^{K) -FB>^[K). 


Dem Beweise schicken wir eine Définition und einen Hilfssatz vor- 
aus, die beide auch für andere Zwecke nützlich sind. 

Définition. Ein System ganzzahliger Komplexe Xj heiBt eine 
Basis von L'^{K) , wenn man jedes Elément von L'^{K) auf eine und 
nur eine Weise als X'j darstellen kann (t^ c: g). 

Hilfssatz. Jede Basis von Lq 5 (K) ist auch Basis von L‘<^[K) . 

Beweis. Bilden die Xj eine Basis in so gibt es ganzzahlige 
Koeffizienten ^ mit^ 


^ ^'i ’ 'E > E ^ 


fo (/ + A). 

h = 


Jedes Elément x‘i a ist daher als darzustellen. Zum 

Beweis der Eindeutigkeit dieser Darstellung genügt es zu zeigen: aus 
^^t^Xy — - 0 folgt r=: 0. Nuii folgt ui der Tat aus ^t^Xy — 0: 

aj F Xi ^ 0 , also 2" — 0 , 

und hieraus durch Multiplikation mit b\ und Summation über i: 

Der Hilfssatz ist damit bewiesen, und wir kommen zum 
Beweis des Satzes VII. Die Gruppe L@ — L'^{K) — das Argu- 
ment K lassen wir im folgenden weg — gestattet (vgl. § 2, Nr. 6) eine 

» 

direkte Summendarstellung -f V, Wir verstehen unter 

* 

und die Gruppen aller Komplexe mit z^cz Z'^ bzw. aller 

* 

mit F, g; dann hat Z^ dieselbe Bedeutung wie in den 


1 Es ist in den folgenden Summen über jeden doppelt vorkommenden Index 
zu summieren. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 


15 
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vorhergehenden Nummern. Wir behaupten; 

(iO) ig = ^3 + ^3- 

In der Tat : man nehme irgendeine Basis {z^ von und irgendeine 
Basis {vi} von V ; da die z'j und vjj, eine Basis von Z,® bilden, bilden sie 
nach dem Hilfssatz auch eine Basis von L^, und hieraus folgt un- 
mittelbar: jedes Elément CgCLg lâGt sich auf eine und nur eine 

Weise als Cg = 2 + r mit S cz Zÿ, v cV^ darstellen. Damit ist (10) 
bewiesen. 

Gehen wir von Lg zu der Untergruppe Zg über, so folgt aus (10) 

« 

mit Rücksicht auf Z^c: Z^: 

(10') Z^ = z| + (F3.ZS), 

* * 
unter (Eg • Zg) den Durchschnitt der Gruppen Eg und Zg verstanden. 

Bildet man nun die Restklassengruppe modulo H^, und bedenkt man. 
daC 

c: Z^, = ^ = % 

ist, so ergibt sich 

^3 = 4 +^ 

♦ * * 

(wobei (Fcj* Z^) ist); daU hierin W ^ ist, folgt aus Anhang I, 
Nr. 15 . — Damit ist der Satz VII bewiesen. 

8. Die Gruppe Im nâchsten Paragraphe!! werden wir 

sehen: für einen endlichen Komplex K lassen sich die Gruppen 
in bezug auf beliebige 3» 3' durch die ganzzahligen Bettischen Grup- 
pen von K ausdrticken. In dem Spezialfall 3 = S' ~ haben wir 
dieses Résultat bereits jetzt erzielt, denn die Formeln (4), (5'), (9) liefern: 

(If) + 

Auf Grund von Nr. 46 des Anhanges I kônnen wir dafür auch schreiben: 

(11') (By„ + ^ (B^ + 

und mit Rücksicht auf § 2, Satz V d : 

an Bà„(^(B(;)„,+ r;+ r-*. 

Da nach den Sâtzen Vb und Vc des § 2 sowie Nr. 40 des Anhanges I 
jede der Gruppen Bq, T^, direkte Summe zyklischer Gruppen ist, 
liefert uns (11") unter Beachtung von Nr. 4 („Aufgabe“) des Anhanges I 
die in dem folgenden Satz ausgesprochene Darstellung von (K) als 
direkte Summe : 

Satz VIID. K sei ein endlicher absoluter Komplex; seine Bettischen 
Zahlen seien p', und seine Torsionsgruppen T' seien direkte Summen 
zyklischer Gruppen der Ordnungm /[ {i — \ , 2, r = 0, 1 , . . .). 

^ Einen von dem obigen verschiedenen Beweis desselben Satzes bat uns Herr 
PoNTRjAGiN schon vor lângerer Zeit mitgeteilt. 
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Dann ist die Gruppe (Jï) direkte Summe von p^ zyklischen Gruppen 
der Ordnung m, von c[ zyklischen Gruppen der Ordnungen^ (w, /[) und 
von zyklischen Gruppen der Ordnungen (m, ff^); (dabei ist unter 
einer zyklischen Gruppe der Ordnung \ immer die N ull gruppe zu ver- 
stehen), 

9. Primzahlmoduln. In dem Satz VIII ist enthalten: 

SatzVIir. K, p^, fl môgen dieselben Bedeutungen wie in Satz VIII 

haben; m sei Primzahl; g*' sei die Anzahl der durch m teilbaren fl, und 
es sei 

(12) Æ = + + 

Dann ist B^^{K) direkte Summe von pl^ zyklischen Gruppen der Ord- 
nung m. 

Die Zabi nennt man die Bettische Zahl module m von K. ^ 

Für die Bettischen Zahlen modw gilt die Euler -B oincar esche For- 
mel mod m: 

(13) %(K) (w Primzahl) 

r=0 

n 

(vgl. § 2, Nr. 5). In der Tat folgt ans (12) unmittelbar S'(— 1)*’^m 

n r=0 

p'^ y also auf Grund der gewôhnlichen Euler-Poincaré schen 

r=0 

Formel die Formel (13)« 

Bemerkung. Die Zahl kann auch als der Rang modni der Gruppe 
definiert werden (vgl. Anhangl, Nr.29), also ohne die — oben durch (12) erfolgte — 
Heranziehung der gewôhnlichen Bettischen Zahlen. Die Euler-Poincarésche For- 
mel modw lâût sich dann ebenso beweisen, wie im § 2 die gewôhnliche Euler-Poin- 
carésche Formel bewiesen wurde (ohne daB man diese Formel benutzt) ; dcnn 
die ,,Additivitàt der Rânge“, auf der der Beweis beruht, gilt auch für die Rànge 
modm, vorausgesetzt, daÛ m Primzahl ist (Anh. I, Nr. 32). 

10. Ganzzahlige Rânder modm. Es sei jetzt wieder m beliebig. 
Die folgende Ausdrucksweise wird zuweilen verwendet : der ganzzahlige 
Zyklus Z berandet modm, wenn r„j(-2:)oo0 in bezug auf ist. Der 
Zusatz zum Satz III besagt : dann und nur dann berandet z^ modm, wenn 
es einen ganzzahligen Zyklus z"^ mit z^ oDmz'^ gibt. Ziehen wir eine 
Homologiebasis Zl, zl wie in § 2, Nr. 7, heran — wir setzen voraus, daB wir 
uns im Eckpunktbereich eines endlichen Komplexes befinden — und ist 

so ist die Existenz von z*^ gleichbedeutend mit der Existenz solcher 
ganzer Zahlen a'^, daB 

== ma'\ 6* = mfe'‘ (mod/[) 


1 (m, /) ist der grôûte gemeinsame Teiler von m und /. 

* Die Einführung dieses Begriffes empfiehlt sich nur für Primzahlmoduln. 

15 * 
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ist; diese Bedingungen lassen sich auch so ausdrticken: 

(14) = 0 modw, 6^ = O mod(/[, m ) . 

Hieraus werden v/ir folgern: Wenn der ganzzahlige Zyklus / in bezug 
auf & nicht berandety so gibt es ein solches m , dafi er auch mod m nicht 
berandet; genauer: 

z^ sei ein ganzzahliger Zyklus (des endlichen Komplexes K), und es 
sei 96 O in bezug auf Ist die Ordnung von z^ ~ d.h, die Ordnung 
der Homologieklasse von ^ in — Hully so ist 2:^* 96 0 mod m für jedes 
hinreichend gro/ 3 e ist die Ordnung von f nicht Null und m dur ch 
dxe Ordnung der Gruppe teilbar, so ist ebenfalls z^ 96 0 xnod m . 

Beweis. z^ habe die Ordnung O; dann sind nicht aile — O; ist 
etwa ^ Q, so ist (14) für î ~ 1 , m> nicht erfüllt. / habe von O 
verschiedene Ordnung; dann sind aile = O, also, da / O in bezug 
auf & ist, nicht aile = O mod/[; ist m durch die Ordnung von P* 
teilbar, so ist rn auch durch jedes f- teilbar, es ist also /•’ = (/• , m) ; folg- 
lich ist (14) nicht erfüllt. 

Wir heben das folgende Korollar hervor (das in der Dimensions- 
theorie eine Rolle spielt): Ist > 0 {in bezug auf Üô), so gibt es eine 
solche Zahl s -j: 2 , dafi 96 0 mod s^' für jedes hinreichend grope k ist. 

In der Tat gilt dies im Fall der Ordnung O von / für jedes s, im Fall 
von O verschiedener Ordnung für die Ordnung s von T' . 

§ 4. Die Beziehungen zwischen den Bettischen Gruppen der 
verschiedenen Koeffizientenbereiche. 

1. Das Hauptziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden 
Satzes : 

Zur Bestimmung der Gruppen B^^^'{K) , r — O, 1 , . . . eines endlichen 
Komplexes K mit beliebigen reicht die Kenninis jedes einzelnen der 

drei folgenden Système von Gruppen aus: 

1) der Gruppen B[y^{K) , r = O, 1 , . . . ; 

2) der Gruppen B'^^{K ) , r = O, 1 , . . 

3 ) der Gruppen 5^„,(iC), r = O, 1 , . . w = 2, 3, . . . . 

Aus den Beweisen werden sich die folgenden Zusatze ergeben: 

Bei festem r genügen zur Bestimmung der Gruppen B^^^' (K) die 

Gruppe B'(^{K) und die Torsionsgruppe T^~^{K). 

Bei der Anwendung von 3) kommt man bei gegebenem Komplex K 
mit einem einzigen^ von K abhàngigen m aus. 

Wir werden zuerst zeigen (Nr. 6), wie man die aus den 5^. 

dann (Nr. 8), wie man die aus den BJci» schlieBlich (Nr. 10), wie 
man die aus den bestimmt^. 

^ ,, Hinreichend grol3“ heiût: wobei von z'" abhangt. 

2 Zwei besonders einfache Spezialfâlle des Falles 1), nâmlich = gî 

und ;3' = haben wir schon im § 2, Nr. 10 bzw. § 3, Nr. 8 erledigt. 
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Auf Grand des Telles 1) unseres Satzes kônnte man vielleicht glaa- 
ben, daB die Heranziehung anderer Koeffizientenbereiche als & über- 
haupt überflüssig sei; das ist jedoch nicht so; vielmehr ist die Ver- 
wendung anderer insbesondere von und den nicht nur ge- 
legentlich bequem, sondern für manche Zwecke — so in der Théorie 
der Verschlingungen und der der Abbildungen ~ geradezu unentbehr- 
lich. Überdies wird der obige Satz nur für endliche Komplexe bewiesen; 
ob er auch für unendliche Komplexe oder beliebige Eckpunktbereiche 
gilt, ist nicht bekannt^. 

Jeder der drei Telle des Hauptsatzes enthâlt eine hinreichende Be- 
dingung für die vollstàndige Homologie-Àquivalenz zweier Komplexe; 
so besagt der I.Teil: Wenn zwei Komplexe homologie-aquivalent in 
bczug auf sind, so sind sie es in bezug auf beliebige Koeffizienten- 
bereiche usw. 

Der weitere Inhalt des Paragraphen handelt von der analogen Frage 
bczüglich des, der Homologie-Àquivalenz analogen, Begriffes des Ho- 
mologietypus simplizialer Abbildungen (§ 1, Nr. 8). Wir werden zeigen: 

Zivei simpliziale Abbildungen des endlichen Komplexes K in den end- 
lichen Komplex K' sind einander vollstândig homolog (§ 1, Nr. 8), wenn sie 
einander homolog in bezug auf jeden der Koeffizientenbereiche 

m == 2 , 3 » • • • ^i'^d. 

Aber im Gegensatz zu den Teilen 1) und 2) des eingangs ausgespro- 
chenen Hauptsatzes wird sich hier zeigen: 

Wenn zwei simpliziale Abbildungen von K in K' einander homolog 
in bezug auf Qf> oder wenn sie einander homolog in bezug auf sind, so 
brauchen sie darum noch nicht einander homolog in bezug auf jeden 
Koeffizientenbereich zu sein. 

Hier führt also die Heranziehung der Koeffizientenbereiche zu 
einer feineren Klassifikation der Abbildungen als die Benutzung von @ 
oder von üîj allein^. 

2. Die Gruppe K sei ein endlicher Komplex, ^ ein beliebiger 

Koeffizientenbereich. Die Gruppe [K) *— das Argument K 

werden wir im folgenden bei allen vorkommenden Gruppen weglassen — 
ist die Gesamtheit der Linearformen mit f c Q, wobei die x'i 

die Simplexe sind^; sie ist also direkte Summe von Gruppen, von denen 
jede mit isomorph ist, und deren Anzahl gleich der Anzahl der x^ ist. 

Nach dem ,,Hilfssatz‘* in § 3 , Nr. 7, kônnen wir als Basis in jede 
Basis von L[^ einführen; wir wâhlen hierfür eine ,,kanonische'* Basis, 


^ Man vgl. jedoch hierzu die soeben erschienenen Arbeiten von Ce ch (Fund. 
Math. 25 ) und Steenrod (Proc. Nat. Acad. Sci. 21, 482 484). [ZusatzheiderKorrektur.'] 
2 Anwendungen dieses Paragraphen werden nur selten vorkommen; er kann 
daher zunâchst überschlagen werden. 

* Bis auf weiteres bezeichnen wir Elemente von ^ mit deutschen, ganze Zahlen 
immer mit lateinischen Buchstaben. 
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wie sie in § 2, Nr. 6, erklârt worden ist : sie besteht ans Elementen 
(1) ZI zT, i4, vl 

die Zi bilden eine Homologiebasis (in bezug auf 9î); die Homologie- 
klassen der haben die endlichen Ordnungen /[, wobei die Torsions- 
gruppe T*" direkte Summe zyklischer Gruppen der Ordnungen /J ist; 
die Zi, Zi, Ui zusammen bilden eine Basis der Zyklengruppe Z@; die 
fi Zi und Ui eine Basis von : zwischen kanonischen Basen von I,® 
und bestehen die Beziehungen 
(2a) = 

(2b) ÿr^fr-lz'-\ /r'>l. 

wobei die Torsionsgruppe direkte Summe zyklischer Gruppen der 

Ordnungen ist. 

3. Die Gruppe Zj. Die Komplexe 

(3*) **■ - Z + Z b*' 4 + Z c' < 

sind die Zyklen erster Art. Wir wollen auch die Zyklen zwciter Art 
mit Hilfe der Basis darstellen. 

Ein Zyklus ist, wie jeder Komplex aus L^, in der Form 

(3) ^ = Za‘-^i + Zï>'4 + Z + Z + Z 

gegeben ; die Zyklenbedingung i’’ = 0 lautet infolge von Z^ = zl = « ■ = 0 
und infolge von (2 a), (2 b): 

+ Zc'«r' = 0. 

Da die zl~^ und linear unabhângige Elemente in sind, bedeutet 
diese Zyklenbedingung einfach 

(3') c‘ = o. 

Die Komplexe 

(3**) = mit /r'b* = 0 

sind selbst Zyklen und bilden eine Untergruppe Zg von Zg. Aus (3), 
(3*)* (3 )» (3**) folgt- daü sich jederZyklus z’’ auf eine und nur eineWeise 
als 

(4) z'' =*’•+” 

# ## 

darstellen lâBt, wobei z’’ Zyklus erster Art, z*" von der Form (3) ist. 

Zusammenfassend dürfen wir sagen : Die Zyklengruppe Zg ist direkte 
Summe , ,, 

(5) Z^=Z^ + Z^', 

« «« 
wobei Zg die Gruppe der Zyklen erster Art, Zg die Gruppe der Zyklen 

* * 

(3**) ist ; jeder Zyklus z' a Zg ist eindeutig in der Form (4) mit f c. Z^, 

^i|i 4i4> 

cz darzustellen ; dabei ist dann und nur dann ^ 0, wenn / 
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*# 

von der zweiten Art ist. Die Struktur der Gruppe ist unabhângig 

von der Wahl der Basis dadurch gegeben, daB sie der Restklassen- 

« 

gruppe Zg — Zg isomorph ist. 

# 

Die Struktur von Zg ist von vornherein klar: es ist — in der Aus- 
drucksweise von Nr. 54 des Anhanges I — 

(6*) 

die zl, ul bilden eine Basis in Z ^ . ^ 

«« 

Die Struktur von Z^ ist aus (3**) zu erkennen: Bezeichnen wir 

die Gruppe derjenigen Elemente t von 3» die fi = Q ist, mit so 

«« 

ist Z^ direkte Summe 

( 6 **) + 

Dahei ist die Torsionsgruppe direkte Summe zyklischer Gruppen 

der Ordnungen f\~^ . 

Nach Nr. 60 des Anhanges I ist die auf der rechten Seite von (6**) 
stehende Gruppe isomorph mit der Gruppe €^(7^“^) der Homomorphis- 
men von in daher ist auch 

( 6 **) 

Durch (5), (6*) und (6**) oder (6f*) ist Z^ vollstàndig beschrieben, 

Aus den Formeln (6*) und (6f *) ist übrigens ersichtlich, daB die Struk- 

♦ #♦ 

turen von Z^ und von Z^ nicht von der Wahl der zugrunde gelegten 
kanonischen Basis abhângen. 

Ist K w-dimensional, so haben wir, da dann B'^ ist, bereits 

das Résultat gewonnen: 

B^ ^'(K^) ist die direkte Summe von p^[K^) Gruppen, die sàmtlich 
mit ^ isomorph sind, und der Gruppe 

Ferner bemerken wir: Für das Auftreten y-dimensionaler Zyklen 
zweiter Art ist notwendig, daB sowohl (r~~ 1)-dimensionale Torsion in K 
als auch Elemente endlicher Ordnung in Q vorhanden sind. 

Ein Beispiel: sei dem Simplexrand homologie-àquivalent 

(in bezug auf @); die Gruppe Z^(K^) soll bestimmt werden. Da es 

keine Torsion gibt, ist (K^) — Z^ (A”) ; die Basis Z% z^ , von Z@ (K^) 
besteht aus einem einzigen Z”. Folglich : Es gibt keine anderen w-dimen- 
sionalen Zyklen aïs die a^Z^ mit beliebigem a^c^, und es ist da- 
hev 

4. Die Gruppe 

Legen wir in analog wie in eine kanonische Basis ZJ^ ^ 
zugrunde, so daB insbesondere 

(7) = 


1 Définition der Basis analog wie in § 3, Nr. 7 für die Gruppe L^. 
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und 7^ direkte Summe zyklischer Gruppen der Ordnungen ist, 
so erhalten wir die Gesamtheit der r-dimensionalen Rânder in Gestalt 


(Zû‘zr'-^ 






mit willkürlichen b', c'cQ- Daher wird die Gruppe //g vollstândig 
durch die Aussage beschrieben: 

Die Zyklen f]z\ und u\ bilden eine Basis in 
Zugleich sehen wir (vgl. § 3. Nr. 2): 

( 9 ) 


5. Die Gruppe Aus der Définition — — aus (5) 

und aus (9) folgt ^ 

(10) = {Z‘^ + U 

mit 

(10a) U ^ Z^. 

Dabei ist (vgl. § 3 , Nr. 3 ) 

B'^^Z'^-H'^, 


und die Struktur von U lâBt sich (Anhang I, Nr. 15) durch 

# ** 

U ^ B^B^ 

(vgl. § 3, Nr. 3) definieren. 

Wirbenutzen jetzt (10) und (10a) zur naheren Untersuchung von B'^. 

♦# 

Da wir schon aus Nr. 3 kennen, kommt es auf die Bestimmung von 

« 

Z^ — an; dies gelingt leicht infolge unserer Kenntnis von Basen 

4c 

der Gruppen und nach Nr. 3 bilden die Z!^, z^, u'i eine Basis 
* * 
vonZ^, nach Nr. 4 die /[z-' und eine Basis voni/^; d. h. es istZ^ die 

Gruppe aller 

2 ; û* + 2’ z’i + V , 

die Gruppe aller 


mit willkürlichen a‘, b*, c‘ c: 3- Verstehen wir nun unter die Gruppe 
aller Zyklen a*Zf mit beliebigen o*. unter die Gruppe aller b^z’- mit 
beliebigen b*, unter die Gruppe aller Cul beliebigen c*, und 
unter /J5f wie üblich die Gruppe aller /-fachen Elemente aus B^ — 
also aller Elemente fX mit X c. B^ —, so ist demnach 

(H) % = + + 

( 12 ) H^= ZnBi + ZCil 

hieraus folgt (Anhang I, Nr. 16) 

( 13 *) ZAi + ZiBi - fiBi) . 
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♦ * 

Jede Gruppe und ist mit ^ isomorph; daher ist 

♦♦ ♦♦ 

durch (13*) bestimmt. Die mit Z^ isomorphe Gruppe B^ kennen wir 
nach (6**); daher ist uns jetzt gemâB (10) auch B^ bekannt. 

Die Formel für B^ lautet: 

(13) B^^{U,+ ... + + (F, + . . . + F,.) + (W, + ... + W,r-,), 

wobei 

^ Zs — /I3. 

ist^; dahei ist die r-te Bettische Zahl, haben die f[ und die Eigen- 
schaft: die Torsionsgruppen und sind direkte Summen zyklischer 
Gruppen der Ordnungen /i’ , /S , • • • , f[r bzw. ^ • • • » • 

Unter Benutzung der Ausdrucksweise von Nr. 54 des Anhanges I 
kann man statt (I 3 *) auch schreiben: 

(14) 

hieraus und aus (6f*) ergibt sich eine zweite Gestalt der Formel für 

(15) 

6 . Die Gruppen y und Byy. Es sei nun noch eine Obergruppe 
von 3 gegeben; dann ist, um daran zu erinnern, Hyy die Gruppe 
derjenigen Zyklen 2 '’ in bezug auf zu denen es Komplexe in bezug 
auf 3' niit C^ ' ^=z^ gibt. An die Stelle von (8) tritt daher 

(8') j 

mit beliebigen a", b'^ c", b", c'‘c: y, aber /[b" cr c'‘cz3- Somit 
sind die Elemente von Linearformen 

beliebigen c' cz ^ und den folgenden b' : erstens ist b‘ c (y , zweitens 
gibt es ein b'‘c:3' mit b‘==/[b" ; diese b*^ bilden also die Durch- 
schnittsgruppe îv'(/[3’) (dabei ist wieder die Gruppe der /[-fachon 
Elemente von 3')- — Zugleich zeigt die rechte Seite von (8'): 

( 9 ') ^ 3 , 3 ' ^ 4 - 

Die Bestimmung von B'^ untersclieidet sich von der in Nr. 5 vor- 
genommenen Bestimmung von B^ nur insofern, als man (10) durch 

(10') 5^3- « (4 - ^^S.3') + U, U^zl 

und (12) durch 

(12') «5,3--2b:+2q 

zu erse t zen hat, wobei 


+>VÉ-p-' +Ze'‘ 


^ Wegen der Bezeichnungen ^3 vgl. man § 3, Nr. 4. 
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ist. Daher tritt an die Stelle von (13) die Formel für 
wobei die und ihre aile Bedeutung heibehalten, wàhrend 


isL 




Damit ist der in Nr. 1 angekündigte Hauptsatz bewiesen: Jede 
Grtippe -Bg ist durch die Gruppen und T'-^ bestimmt. 

Ein KoroUar von (13') ist: Wenn B’^ = 0 und — 0 ist, so ist 
•®3,3' ~ ® beliehigen 

7. Bestimmung der durch die Bj,. Nach § 3, Nr. 6, ist 


( 16 ) 


«« 


dies kann man auch aus (6**) ablesen, da, wie man leicht sieht, jede 
Gruppe y9îi die zyklische Gruppe der Ordnung / ist. Da ferner /9îj == , 

also 9f{j — /9f}j :=r 0 für jedes / ist, wird aus (I3) die Formel für 

(17) (f^i + • • • + + {W, + ^-^ + W,)^ Oîi, 55) + 


wobei die sind und + • • • Wg eine direkte Summen- 

zerlegung von ist, Auf Grund von Nr. 62 des Anhanges I kann man 
die durch (1 7) gegebene Gruppe auch folgendermaBen als Gruppe 
zyklischer Charaktere auffassen: 

m B5i.^C9,.(B;i+ r-'). 

8 . Bestimmung der durch die Bjjj. Auf Grund der Formel (17) 
beweisen wir nun die schon in Nr. 1 ausgesprochene Behauptung: 

Die Gruppen und damit aile Gruppen 5^ lassen sich bestimmen, 
wenn man die Gruppen B'f^^ kennt, 

Da es für den Beweis dieses Satzes nur auf die Bestimmung der 
Bettischen Zahlen p'^ und der Torsionsgruppen ankommt, haben wir 
folgendes zu zeigen: Von einer gegebenen Gruppe B^^^ = B wissen wir: 
sie ist direkte Summe einer endlichen Anzahl von Gruppen deren 
jede ist, und einer endlichen Gruppe T ; dann ist die Anzahl p 

der Ui sowie die Struktur von T durch B eindeutig bestimmt. 

Setzen wir B — S T y S = t/j + • • • + [/p, so behaupten wir 
zunàchst : Ein Elément xc: B gehôrt dann und nur dann zu S , wenn 
es zu jeder ganzen Zahl m> 0 ein y a B mit my = x gibt. 

In der Tat: Ist xc: S, so ist x ~ Xi + ••• + Xp y x^c: U zu 
jedem x^ gibt es bei gegebenem m> 0 ein y^c: [7^ mit my^— x^) 
setzt man y = yi + • • • + so ist my ~ x. Andererseits : x habe 
die Eigenschaft, daB es zu jedem m > 0 ein y mit my ~ x gibt; dann 
sei m speziell die Ordnung der Gruppe T; ist x = my y y = s4-G 
s CI S, ta T y so ist x ~ my ^ ms mt — ms c: S. 

Somit ist die Untergruppe S von B invariant in B charakterisiert ; 
dasselbe gilt daher für die Differenzgruppe B — S T . Es bleibt zu 
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zeigen, daB durch S die Anzahl/) der Summanden in S = + • . • + f/p 

mit Ui «sî eindeutig bestimmt ist. 

Die Charakterisierung von p kann so geschehen: In also auch 
in jeder Gruppe Ui, gibt es genau zwei Elemente x mit 2x — 0, nâm- 
lich die Restklassen module 1, die 0 bzw. J enthalten. Folglich gibt es 
in S genau 2^’ derartige Elemente. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Zusatz. Aus dem Beweis ergibt sich: Bei festem r braucht man 
zur Bestimmung der Gruppe die Gruppen und 

9. Bestimmung der durch die . Schon im § 3 , Nr. 8 , haben 
wir die folgende Formel gefunden, die wir jetzt auch durch Speziali- 
sierung von ( 13 ) erhalten kônnen^: 

^ ^ I + T^-X. 

Nach Nr. 63 des Anhanges I kann man diese Gruppe auch als Gruppe 
von Charakteren modm auffassen: 

(18') B^^^C^(B^+T>-^). 

Besonders einfach wird (18) für spezielle m: es sei Wq durcÂ die Ord- 
nungen aller Torsionsgruppen des Komplexes K teilbar\ dann ist 
= 0, also (für aile r), und aus (18) wird 

(19) 

10. Bestimmung der Bjj durch die Wir beweisen jetzt, wie 

in Nr. 1 angekündigt: Die Gruppen und damit aile Gruppen 
sind durch die Gesamtheit der Gruppen bestimmt. Genauer: Die 
lassen sich bestimmen, wenn man die Gruppen für ein geeignetes, 

von dem Komplex K abhàngiges m^ kennt^. 

Beweis 3. Es sei Wq durch dieOrdnungen aller Torsionsgruppen teil- 
bar und m^ ~ km^, k^2] dann gilt (19) auch für m^ an Stelle von 
Wq. Wir bestimmen nach dieser Formel die Gruppe der WQ-fachen Ele- 
mente in da m^T^ = — 0 ist, ist 

"»o5L.^"»o((^o)m.)- 

Nun ist (Bq)^^ direkte Summe von p^ zyklischen Gruppen der Ord- 
nung m^] daher ist Wo((Bq)^J direkte Summe von zyklischen Grup- 
pen der Ordnung k. Somit haben wir bereits die Bettische Zahl p^ 
aus der Gruppe B@^^ bestimmt. 

Um jetzt noch die Torsionsgruppen zu ermitteln, benutzen wir den 
folgenden algebraischen Satz (Anhang I, Nr. 53) * Ist die Gruppe A (mit 
endlich-vielen Erzeugenden) direkte Summe von U und V, so ist die 

1 Wegen der Bezeichnungen siehe § 3, Nr. 4- 

* Aus dem Beweis wird sich ergeben: für jedes hinreichend groÛe q hat 
q\ die genannte Eigenschaft. 

* Dieser Beweis stammt im wesentlichen von Herrn Pontrjagin. 
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Struktur von V durch die Struktur von U bestimmt (mit anderen 
Worten: ans A == U + V = U' + V\ U ^ U' folgt V ^ V'). 

Wir wenden diesen Satz auf (19) an (z. B. mit demselben ~ Æwq) : 
und daher auch (Bo)mi kennen wir schon; daher ist nach dem ge- 
nannten Satz auch T' + ^ bekannt; nach demselben Satz ist 

bekannt, falls man ^ kennt. Da T® == 0 bekannt ist, lassen sich 
daher die nacheinander für r == 1 , 2, . . . bestimmen. — 

11. Die Bestimmtheit der vollstândigen Homologietypen simpli- 
zialer Abbildungen durch die Homologietypen modm. Wir beweisen, 
wie in Nr. 1 angekündigt, den folgenden Satz: 

Dïe simpUzialen Abbildungen f und g des endlichen Komplexes K in 
den endlichen Komplex K' seien einander homolog in bezug auf jeden der 
Koeffizientenbereiche 63,^ (w = 2, 3> • • •)• sie einander homo- 

log in bezug auf beliebige 

Beweis. / sei ein ganzzahliger Zyklus in K; dann ist 

( 20 ) 

ein ganzzahliger Zyklus in K' ^ wenden wir die Operation (§3, Nr. 1) 
an, so ergibt sich 


— die Vertauschbarkeit von mit einer simplizialen Abbildung liegt 
auf der Hand —, und da / und g einander homolog in bezug auf 

sind, folgt 0 (in bezug auf 

d. h. in der Ausdrucksweise von §3, Nr. 10: berandet modm; da 

dies für jedes m gilt, ist nach §3, Nr. 10: 0, also 


( 21 ) 




wobei ^ ^ ein ganzzahliger Komplex ist. 

Wir werden (21) nachher auf die Elemente Z- , z^ und einer kano- 
nischen Basis von anwenden (§ 2, Nr. 6); jetzt betrachten wir 

noch die Elemente y[ aus der kanonischen Basis: nach (2b) ist r/^ 1 (y[) 
ein Zyklus mod/p^; setzen wir 

/(yD - g{yd = vl 


so ist, da / und g einander homolog in bezug auf 1 sind, 

rg-^ivd^O (in bezug auf @/j-i): 

d. h. : es gibt mod ^ einen Komplex so daB ÿp ^ = t/l ‘ (vï) ist ; be- 
stimmen wir einen ganzzahligen Komplex /"t+t so, daB i = xg - > (-Tt ' t) 


ist, so ist 


^ Wir bezeichnen im folgenden immer Komplexc in K' mit griechischen Buch- 
staben. 
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und mithin 

(22) /(yi)-g(yD-/’r‘ + /r4, 

wobei und A'I ganzzahlig sind. 

Jetzt sei Q ein beliebiger Koeffizientenbereich, und f sei ein Zyklus 
in K in bezug auf Behauptung ist; 

(23) /(S’•)-g(80 = ^’■+^ 


wobei 0’"+^ ein Komplex des Koeffizientenbereiches ^ in K' ist. Es 
genügt, die Behauptung (23) für die durch (4) gegebenen Bestandteile 

9)C >(< 

5^ von einzeln zu beweisen. 

j'' ist linearc Verbindung dcr Basiselementc 2 ^, u- (mit Koeffi- 
zienten aus ^); für diese Elemcnte gilt (21); durch Multiplikation mit 

3|C 

den Koeffizienten und Addition folgt dann (23) für j»". 

9|c 9|^ 

ist von der Form (3**); Multiplikation von (22) mit b* und Addi- 
tion liefert 


/(?) - g(*è*) =Zb*rr‘ + 


und mit Rücksicht auf ^ b' — 0: 


/(r)-g(:v) = (2b'Trï. 

also (23) für y-, 

Damit ist (23) lur einen beliebigen Koeffizientenbereich bewiesen; 
ist noch ein zweiter Bereich Jy' ^ 5 gegeben, so lautet die Behauptung 
unseres Satzes: Für jeden Zyklus in bezug auf ^ gilt (23), wobei 0^+^ 
ein Komplex des Bereiches 3' ist. Diese Behauptung ist in der bereits 
bewiesenen starkeren Behauptung — mit ^ — enthalten. 

Somit ist unser Satz bewiesen. 

12. Wir geben jetzt ein Beispiel zweier Abbildungen, die zwar den- 
selben Homologietypiis in bezug auf 6), aber nicht denselben Homo- 
logietypus in bezug auf & 2 , i^^ben, also nicht vollstàndig homolog sind: 
K sei eine simpliziale Zerlegung der projektiven Ebene, K' = \x^\ der 
Randkomplex eines Tetraeders. / bilde die drei Ecken eines fest- 
gewâhlten Dreiecks von K auf die drei Ecken eines Dreiecks | | 

von K\ aile anderen Eckpunkte von K auf den vierten Eckpunkt 
von K' ab; g bilde K auf einen Eckpunkt von K' ab. / und g haben 
denselben Homologietypus in bezug auf denn^ f{^^) ^ g (2®) folgt 
unmittelbar daraus, daJ3 K' zusammenhangend ist (vgl. Kap. IV, § 5) ; 
/(^^) OO g (z^) daraus, daB in K' jeder Zyklus berandet ; / (z^) g [z^) dar- 
aus, daB es in K keinen von Null verschiedenen z^ gibt. / und g haben aber 
verschiedene Homologietypcn in bezug auf ©g* Bezeichnet den von 
Null verschiedenen Zyklus mod 2 in der geschlossenen Pseudomannig- 
faltigkeit K (vgl. Kap. IV, § 5, Nr. 11), so ist g(j2) — o, aber /(j^) 4= 0, 
da x^ in f{^'^) mit dem Koeffizienten 1 auftritt. 


1 z'‘ bezeichnet einen beliebigen ganzzahligen y-dimensionalen Zyklus in K. 
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18 . Beispiel zweier Abbildungen, die zwar denselben Homologietypus 
bezüglich 0?^, aber verschiedene Homologietypen bezüglich ©g haben, 
also nicht vollstàndig homolog sind : K' sei eine simpliziale Zerlegung der 
projektiven Ebene, ein solcher Zyklus mod 2 in X', daB Ç} eine 
projektive Gerade ist; K sei ein mit |C^| isomorpher Streckenkomplex. 
/ sei die zugehôrige isomorphe Abbildung von K in K\ g eine Abbil- 
dung von K auf einen Eckpunkt von K\ Dann haben / und g den- 
selben Typus in bezug auf : denn^ cc> g {2fi) ist ebenso trivial wie in 
dem vorigen Beispiel; /{z"^) g {z'^) ist darum richtig, weil die 

Nullgruppe ist: dies folgt aus Nr. 7, da sowohl Bl(K') als auch T^{K') 
Null sind. / und g haben aber verschiedene Typen in bezug auf ©g: 
denn bezeichnet den von Null verschiedenen Zyklus mod 2 in K, 
so ist /(j^) 9 ^ 0 , in K' in bezug auf ©g. 

14 . Trotz dem Beispiel in Nr. 12 genügt bei einer groBen Klasse 
von Komplexen K der Koeffizientenbereich © für die Untersuchung 
der Abbildungen; es gilt nâmlich der Satz: 

Besitzt K keine Torsion y und haben f und g denselben Homologie- 
typus in bezug auf ©, so sind f und g vollstàndig homolog. 

Beweis. Wenn / und g denselben Homologietypus in bezug auf © 
haben, so gilt ( 21 ) für jeden ganzzahligen Zyklus < 2 ^. Wenn K keine Torsion 
besitzt, sogibt es bezüglich jedes Koeffizientenbereiches^ nur Zyklen erster 
Art in K (Nr. 3 ) ; für diese Zyklen ergibt sich aber (23) aus (21 ) , indem man 
( 21 ) auf die Basiselemente , z\y u^^ anwendet. Daher sind / und g einander 
in bezug auf jeden Koeffizientenbereich ^ homolog, und dasselbe gilt 
erst recht (vgl. Nr. 11 ) bei Heranziehung eines zweiten Bereiches Q' id 

Zusatz. Ist K' n-dimensional, so braucht man offenbar nur für 
Y <in die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion in K vorauszusetzen. 

15 . Dem damit bewiesenen Satz entspricht der folgende, der zeigt, 
daB trotz dem Beispiel in Nr. 13 der Koeffizientenbereich in wich- 
tigen Fàllen zur Untersuchung der Abbildungen genügt: 

Besitzt K' keine Torsion y und haben f und g denselben Homologie- 
typus in bezug auf 9 îi, so sind f und g vollstàndig homolog. 

Beweis. Auf Grund von Nr. 11 genügt es zu zeigen: / und g haben 
denselben Homologietypus in bezug auf ©^ bei beliebigem m. 

Im folgenden bedeuten Buchstaben ohne unteren Index, also C*', 
z^y r^y . . . immer ganzzahlige Komplexe; Buchstaben mit unterem 
Index m oder 1 bedeuten Komplexe in bezug auf ©^ bzw. 9îi. Ferner 
verstehen wir unter diejenige homomorphe Abbildung von L^^(K) 
auf L^^{K) y die entsteht, wenn man in jedem Komplex aus L^{K) die 
Koeffizienten modl reduziert; das gleiche gilt für K'. 

Wir nehmen einen Zyklus in K; die Behauptung lautet: 

/( 4 )~g'( 4 ) (in bezug auf ©J . 


^ bezeichnet einen beliebigen r-dimensionalen Zyklus in bezug auf inK . 
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Es gibt einen mit 

(24) r„(CO=z;». 

Setzen wir 

(25) /(CO -g(CO=^^ 

so ist — f{Zm) “ ëi^m) ^in Zylclus modw in K', und zwar, da 

es in K' keine Torsion gibt, ein Zyklus erster Art; folglich gibt es einen 
Zyklus «’■ mit («0 = V (-^0 » ^l^o 

( 26 ) + mA\ 

Hieraus folgt, indem man zu 9? übergeht: 


und 

(27) 


—F' = -- «’• + A' 

m m 


DaB Zyklus modm ist, bedeutet: Ù = mz^ ^ -1 = 


r. (iC')' = o; d. h. 


m 


ist Zyklus in bezug auf Nach Voraussetzung ist daher 

/(20 <^g{z^) (in bezug auf 9îi), 

es gibt also einen Komplex mit 

(28) /(2n-g(20 = i^r^ 

Manbestimme einen ganzzahligen Komplex ^ so, daB 

ist; dann wird aus (25) unter Berücksichtigung von (28) und der De- 
finition von z\: /a \ /4 . \ 

also nach (27) 


Dies bedeutet: 
also 




m k ' / ' 


k{x'' — wj^O = (in bezug auf @), 

und da es in K' keine Torsion gibt: 

x' — tntf^'^O, «*■ = . 

Aus (26) wird daher 

r*- = ^‘•+1 -f wH^ 

r,„(ro = (J’’+O’o=0 (in bezug auf , 

und dies ist auf Grund von (24) und (25) gerade die Behauptung 

/(4) '^•’g'(4)- 
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16. Abbildungen auf die Sphâre. Der hiermit bewiesene Satz i 
insbesondere immer anwendbar, wenn K' eine HS^ ist (§ i, Nr. 7 
Dieser wichtige Fall wird auch dadurch noch besonders einfach, ds 
für 0 <ir <C n die Gruppen Null sind (für beliebige Koef] 

zientenbereiche) ; denn infolgedessen hat man nur die Abbildunge 
null- und n-dimensionaler Zyklen von K zu betrachten. Die nul 
dimensionalen Zyklen liefern nichts Intéressantes: denn es ist imm( 
f(zO) g ( 2 :®) infolge des Zusammenhanges von K' (n l ;, 1 ) . Som 
spielen nur die Abbildungen der w-dimensionalen Zyklen eine Rolle. 

Nehmen wir diese Tatsache zusammen mit dem Satz aus Nr. 1 
und dem Satz aus Nr. 11 (von denen wir hier offenbar nur einen sel 
speziellen Fall anwenden), so erhalten wir das Ergebnis: 

K' sei eine H and es seien /, g z%i)ei simpliziale Abbildungen ein^ 
beliebigen endlichen Kornplexes K in K'. Dafür, dafi f und g einand 
vollstdndig homolog sind, ist jede der beiden jolgenden Bedingungen ne 
wendig und hinreichend: 

1) für jeden n-dimensionalen Zvklus z^^ in K in hezug auf i 

2) f ür jedes m 2 und f ür jeden n-dimensionalen Zyklus mod. 
in K ist f{z^^) = g 


Sechstes Kapitel. 

Zerspaltungen und Unterteilungen 
von Komplexen. 

§ 1. Zellenzerspaltung absoluter Komplexe. 

1. Einleitung. - — 2. Zerspaltungen. Elemente einer Zcrspaltiing. Oberflaci 
eines Elementes. — 3. Bausteine. — 4- Algebraische Zerspaltungen; d 
Gruppen U ( 2 .)- — 5- Kin Satz über algebraische Komplexe einer algebr 
ischen Zerspaltung. — 6. Die Zyklen und die Homologieklassen einer alg 
braischen Zerspaltung. — 7. Kombinatorische Zellen. Zellenzerspaltunge 
— 8, 9* Zwei Siltze über Zyklen einer Zellenzerspaltung. — 10. Die Bc 
tischen Gruppen einer Zellenzerspaltung. — 11. Die allgemeine Euler-Poi 
carésche Formel. — 12. Konvex-kombinatorische Zellen. — 13. Weite 
Beispiele. — 14. Erweiterung des Zellenbegriffes. — 15. Unendliche Komplex 
§ 2. Unterteilung Euklidischer Komplexe. 

1. Einleitung. — 2. Unterteilung algebraischer Komplexe. — 3- Die : 
einer Unterteilung gehôrige Zerspaltung. — 4. Ein Lemma. — 5- Die I 
varianz der Bettischen Gruppen bei Unterteilung. — 6. Unterteilung v< 
Simplexen. Weitere Folgerungen. — 7. Zellenhüllen und Zellenrànder. 

8. Fortsetzung eines Kornplexes. 

§ 1. Zellenzerspaltung absoluter Komplexe. 

1. Das Studium der absoluten Komplexe ist, wie aus dem Ei: 
bettungssatz (Kap. IV, § i, Nr. 6) hervorgeht, gleichwertig dem Studiu 
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der EukUdischen simplizialen Komplexe] diese sind spezielle Euklidische 
Zellenkomplexe (Kap. III); es liegt daher nahe, eine solche Verallgemei- 
nerung des Begriffes des absoluten Komplexes aufzustellen, daB die Unter- 
suchung dieses allgemeineren Begriffes der Untersuchung der Eukli- 
dischen Z^//mkomplexe entspricht. DaB eine solche Verallgemeinerung 
des Begriffes nicht nur môglich, sondern auch für den Inhalt der Théorie 
wertvoll und nôtig ist, lehrt bereits der elementare Eulersche Polyeder- 
satz: er gilt ja für die Zerlegungen einer Kugelflache nicht nur in Drei- 
ecke, sondern auch in beliebige Zellen. 

Andererseits wissen wir (Kap. III, § 2) : Jeder Zellenkomplex K 
besitzt unter seinen Unterteilungen simpliziale Komplexe K'] man 
kann daher auch umgekehrt bei gegebenem simplizialen K' den ZeUen- 
komplex K dadurch konstruieren , daB man die Menge aller Simplexe 
von K' in geeigneter Weise in Teilmengen zerspaltet und die Simplexe 
jeder einzelnen Teilmenge zu einer Zelle von K verschmilzt; diese Kon- 
struktion legt das Bestehen der Môglichkeit nahe, daB der gesuchte 
Begriff, der den Euklidischen Zellenkomplexen entsprechen soll, aus 
dem Begriff des absoluten Komplexes hervorgeht, wenn man auf einen 
absoluten Komplex — also auf eine Menge von Simplexen — einen 
geeigneten ProzeB der ,,Zerspaltung'‘ in Teilkomplexe — also in Teil- 
mengen dieser Simplexmenge — anwendet. 

Dies ist der leitende Gedanke des gegenwartigen Paragraphen; er 
führt zu der Théorie der Zerspaltungen eines absoluten Komplexes in 
,,kombinatorische Zellen''; daB hierin die Théorie der Zellenkomplexe 
in der oben angedeuteten Weise énthalten ist — daB, mit anderen 
Worten, die konvexen Zellen in gewissem Sinne als spezielle kombina- 
torische Zellen aufgefaBt werden kônnen, wird allerdings erst am SchluB 
des § 2 bewiesen werden. 

Der Begriff der ,,kombinatorischen Zelle", mit dem wir hier arbeiten 
werden, ist allgemeiner, als es für die Anwendung auf Zellenkomplexe 
notig wâre. Diese Allgemeinheit scheint uns aber einerseits methodisch 
intéressant zu sein, und andererseits ist sie bestimmt praktisch wert- 
voll: in der Théorie der Mannigfaltigkeiten (3- Band) kommt man — 
wenigstens heute — nicht ohne allgemeinere ,, Zellen" aus, als es die 
konvexen sind, und überdies wird sogar der Eulersche Polyedersatz 
zuweilen auf Flâchenzerlegungen angewandt, deren Elemente nicht 
mehr konvexen Zellen homôomorph sind, so daB ihre Bezeichnung und 
Behandlung als ,, Zellen" einer Rechtfertigung bedarf^. 

2. Zerspaltungen. Elemente einer Zerspaltung. Oberflâche eines 
Elementes. Ein absoluter, endlicher oder unendlicher, Komplex K ist 
eine Menge von Simplexen, ein Teilkomplex von K ist eine Teil- 

^ Man vgl. Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie, S. 276, 
Abb. 301 : daB der dort benutzte Zellenbegriff in der Tat zulâssig ist, wird sich 
aus dem gegenwârtigen Paragraphen ergeben (Nr. 13, letztes Beispiel). 

16 
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menge dieser Menge^. Was eine ,,Überdeckung*‘ von K ist, ist daher 
ebenso definiert wie bei jeder Menge: wir verstehen unter einer Über- 
deckung Z von K ein System von Teilkomplexen Ei (beliebiger Dimen- 
sion) von K mit = K, Dabei sind die E^ die ,,Elemente*' von Z; 
weiter gebrauchen wir die folgenden Bezeichnungen : ein absoluter 
Teilkomplex von K ist ein ,,Komplex von wenn er die Vereinigungs- 
menge von Elementen von Z ist; ist E^cz E^, so heiBt E^ ,,Seite'' von 
Ej, und zwar ,,eigentliche'' Seite, wenn E^ =[= E^ ist. 

Unter den Überdeckungen von K sind nun die „Zerspaltungen“ durch 
die Art, wie die E^ ,,aneinanderschlieBen‘', ausgezeichnet : 

Définition. Die durch K =^Ei gegebene Überdeckung Z des Kom- 
plexes K mit den Teilkomplexen E^ heiBt eine Zerspaltung von K in 
die Elemente^ E^, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind: 

1) der Durchschnitt je zweier Elemente ist entweder leer oder ein 
Komplex von Z; 

2) jede eigentliche Seite eines Elementes E^ hat niedrigere Dimen- 
sion als 

Die einfachste Zerspaltung ist die, deren Elemente die zu den 
Simplexen von K (aller Dimensionen) gehôrigen Simplexhüllen sind; 
wir nennen sie die ,yUr zerspaltung*' von K. 

Die folgenden Begriffe und Eigenschaften liegen nun nahe: 

Denjenigen Komplex von Z, der aus den eigentlichen Seiten von E^ 
besteht, nennen wir die ,,Oberf lâche" von Ei ; ein Simplex von K, das zu E^ , 
aber nicht zur Oberflâche von E^ gehôrt, heiBe ,,inneres" Simplex von E^. 

\x \ sei ein beliebiges Simplex von K, E^ sei unter den | x | enthalten- 
den Elementen — da die E^ eine Überdeckung von K bilden, gibt es 
solche — eines niedrigster Dimension ; dann folgt aus 2) , daü | x | nicht 
auf der Oberflâche von E^ Hegt, sondern inneres Simplex von ist; 
ist \x\ auBerdem in dem von E^ verschiedenen Elément Eg enthalten, 
so ist nach 1) der Durchschnitt E^ • E^ ein Komplex von Z, der \x\ 
enthâlt; nach Définition von E^ hat er wenigstens dieselbe Dimension 
wie Ej und ist daher nach 2) mit Ej identisch; es ist also E^ c: E^, 
und \x\ liegt daher auf der Oberflâche von Eg. Damit sehen wir: Jedes 
Simplex \x\ von K ist inneres Simplex von genau einem Elément der 
Zerspaltung Z. Wir sagen, daB dies das ,,Tràgerelement" von \x\ ist; 
es ist als das niedrigst-dimensionale E^ mit \x\c: E^ charakterisiert. 

Unter E^(Z) verstehen wir denjenigen Teilkomplex von K, der 
die Vereinigungsmenge aller hôchstens r-dimensionalen Elemente von 
Z ist. Aus der Charakterisierung desTrâgerelementes durch die niedrigste 

1 Dabei muB immer die Bedingung B aus Kap. IV, § 1, Nr. 2 erfüllt sein. 

2 Das Wort wird in zwei verschiedenen Bedeutungen gebraucht: er- 

stens in der allgemein-logischen als „Element einer Menge“ ; zweitens wird das topo- 
logische Bild eines y-dimensionalen Simplexes ein ,,y-dimensionales Element“ ge- 
nannt. In dem obigenText hat d as W'ort durch aus dieerste dieser beiden Bedeutungen. 
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Dimension folgt : Gehôrt das Simplex \x\ zu (Z) , so ist auch das 
Tràgerelement von \x\ Teilkomplex von K^{Z). 

Die wichtigsten Beispiele von Zerspaltungen sind die folgenden: Der Kom- 
plex K' sei eine simpliziale Unterteilung des Euklidischen Zellenkomplexes K ) 
die dadurch bewirkten Unterteilungen der Zellen Vr von K môgen EJ heiûen; 
diese Komplexe EJ sind die Elemente einer Zerspaltung Z von K' (vgl. § 2, Nr. 3). 

Ein anderes Beispiel: Es sei E = E ein mindestens eindimensionaler Kom- 
plex, und ferner seien Ef, Ej» •• •> irgendwelche Eckpunkte von E; dann 
sind E, EJ, ES, . . Ej^ die Elemente einer Zerspaltung von E. 

3. Bausteine. Unter einem ,,Baustein*' verstehen wir den Inbegriff 
eines Komplexes E und einer solchen Zerspaltung Z' von £, daO E selbst 
Elément von Z' ist. Ist E r-dimensional, so folgt aus der Eigenschaft 2) 
der Zerspaltungen, daB E das einzige r-dimensionale Elément von Z' 
ist; die übrigen Elemente haben niedrigere Dimension und bilden die 
Oberflâche von E ; E selbst nennen wir das y^Grundelement'' des Bausteines. 

Ist Z eine Zerspaltung des Komplexes K, E^ Elément von Z , so bildet 
das System aller Seiten von E^, einschlieBlich E^ selbst, offenbar eine 
Zerspaltung Z^ des Komplexes E^] wir nennen den Inbegriff des Kom- 
plexes El und seiner Zerspaltung Zi einen ,,Baustein der Zerspaltung T' 

Ein Spezialfall eines Bausteines ist eine Simplexhülle mit den Seiten 
des Simplexes als Elementen der Zerspaltung Wir haben den all- 
gemeinen Bausteinen erhebliche Einschrânkungen aufzuerlegen, um sie 
zu so brauchbaren Hilfsmitteln bei der Untersuchung der Zyklen und 
Homologien zu machen, daB sie dasselbe leisten wie die Simple xe. 

4. Algebraische Zerspaltungen ; die Gruppen U (Z), Die Zerspal- 
tung Z des Komplexes K heiBt ,,algebraisch'' , wenn jedes Elément von 
Z monozyklisch bis auf seine Oberflâche ist (Kap. IV, § 6, Nr. 6)®. In 
jedem Elément Ei der algebraischen Zerspaltung Z gibt es einen aus- 
gezeichneten r-dimensionalen ganzzahligen Relativzyklus bis auf die 
Oberflâche von : das ,,Basiselement‘‘ von E[ (Kap. IV, a. a. O.); 
das Basiselement ist bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt; wir 
bezeichnen das mit einem willkürlichen, aber festen Vorzeichen ver- 
sehene Basiselement von Ei mit Die Basiselemente XI nennen wir 
die ,, algebraischen Elemente von Z'*. 

Von jetzt an sei Z immer eine algebraische Zerspaltung. 

Jedes algebraische Elément XI ist algebraischer Komplex in K, etwa 
wobei die x^j die orientierten Simplexe von K sind. Jede 
lineare Verbindung der ist daher auch algebraischer Komplex in K ; 

1 Der IJnterschied zwischen einem ,, Elément einer Zerspaltung** und einem 
,,Baustein einer Zerspaltung** ist analog dem Unterschied zwischen einer ,,Zelle** 
und einer ,,Zellenhülle‘*. 

2 Weitere Beispiele sind leicht zu bilden; auch das letzte Beispiel in Nr. 2 
liefert einen Baustein. 

2 Im folgenden werden die Nummern 6 bis 10 aus Kap. IV, § 6 mehrmals 
und wesentlich benutzt. 


16 * 
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wir nennen ihn einen algebraischen Komplex der (algebraischen) Zer- 
spaltung Z ; diese Komplexe bilden — bei f estera r — eine Gruppe U {Z) , 
die Untergruppe von U [K) ist. (Wir denken uns einen beliebigen 
Koeffizientenbereich ^ fest zugrunde gelegt, den wir in den Bezeich- 
nungen nicht besonders andeuten.) 

Die Xi bilden eine Basis von UiX)’* d. h.: jedes Elément von U (Z) 
lâBt sich auf eine und nur eine Weise als darstellen. Die Dar- 

stellbarkeit liegt in der Définition von U (Z) ; um ihre Eindeutigkeit zu 
beweisen, ist zu zeigen: aus ^V'Xl — 0 folgt = 0 für aile i. N un 
kommt aber ein Simplex niemals in zwei verschiedenen X\ vor, da 
der Durchschnitt zweier verschiedener kein r-dimensionales Simplex 
enthâlt; daher folgt aus ^t^Xl == 0 zunâchst = 0 für jedes i; 
hieraus folgt aber weiter, nach der in Kap. IV, § 6, Nr. 6 festgestellten 
Eigenschaft 2) der Basiselemente : = 0. 

Somit kann (Z) als Gruppe der Linearformen in den X!^ auf- 
gefaBt werden ; sie ist genau so aus den gebildet wie U (K) aus den x^j . 

5. Satz 1. Z sei eine algebraische Zerspaltung von K; sei ein al- 
gebraischer Komplex in K, und zwar Teilkomplex von (Z); er sei Relativ- 
zyklus bis auf i^'‘"^(Z) (zum Beispiel ein gewôhnlicher Zyklus). Dann 
ist O algebraischer Komplex der Zerspaltung Z . 

Beweis. Da in X^(Z) liegt, liegt auch das Trâgerelement jedes 
Simplexes x^f von O in iï'^(Z) — (vgl. Nr. 2) —, ist also r-dimensional. 
Man kann daher C'* in eindeutiger Weise als Summe mit 

i 

Ci cz El schreiben, wobei die El Elemente von Z sind. Wir haben zu 
zeigen, daB Cl Relativzyklus bis auf die Oberflache Fi von El ist; 
denn daraus folgt Cl—f'Xl, wobei XI das Basiselement von ist, 
und C L' {Z). 

Wir nehmen etwa i — \ . Dann liegt Ù — C\-\- (Q + Q + • • •)' nach 
Voraussetzung auf enthâlt also kein inneres Simplex von E^', 

daher müBte, wenn C[ ein inneres Simplex von E\ enthielte, wenigstens 
ein Cl mit i'^-- 2 dasselbe Simplex enthalten; das ist unmôglich, da 
Cl c: El ist, und E[, El {i '^^2) kein inneres Simplex gemein haben. 
Da C\ somit kein inneres Simplex von El enthâlt, ist C[ c Fj, d. h. Q 
ist Relativzyklus bis auf Fj. 

Aus dem damit bewiesenen Satz folgt weiter: 

S a t Z I a. Z eine algebraische Zerspaltung von K, Dann ist derRand j edes 

algebraischen Komplexes der Zerspaltung Z selbst algebraischer Komplex vonZ. 

Beweis. Es genügt, die Behauptung für ein einzelnes algebraisches 
Elément XI zu beweisen. Nun ist aber erstens XI c: F^ ci (Z), 
zweitens istX[ Zyklus; nach SatzI ist daher algebraischer 

Komplex von Z. 

6. Die Zyklen und die Homologieklassen einer algebraischen Zer- 
spaltung. Die y-dimensionalen Rânder algebraischer Komplexe von Z 
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bilden offenbar eine Gruppe die Untergruppe von U [K) ist^; 

der Satz la besagt: WiJ) a . Ferner bilden diejenigen Komplexe 
in L^(Z), die Zyklen sind, offenbar eine Gruppe Z'’ (Z), die ihrerseits 
die Gruppe ^f^(Z) enthâlt; die Elemente von Z^(Z) nennen wir kurz 
die ,, Zyklen der Zerspaltung X' \ (man kann Z'’ (Z) als den Gruppendurch- 
schnitt Z^(Z) = U (L) 'Z^(K) definieren). SchlieBlich führen wir noch 
die Restklassengruppen (Z) = Z'* (Z) — (Z) ein ; ihre Elemente sind 

die ,,Homologieklassen von X\ 

Ist Z die Urzerspaltung (Nr. 2) , so sind dies die gewohnlichen Zyklen und 
Homologieklassen sowie die Gruppen Z^ (K ) , IT (K) , (K ) . Formai kann 

man mit den Homologieklassen einer beliebigen algebraischen Zerspaltung 
ebenso operieren wie mit den Homologieklassen der Urzerspaltung; 
wichtig werden aber besonders diejenigen Zerspaltungen sein, bei denen 
diese Operationen zu denselben Ergebnissen führen wie bei der Ur- 
zerspaltung. Das somit vorhandene Problem lâBt sich so prâzisieren: 

Jede Homologieklasse von Z — also jedes Elément von B^(Z) — 
ist in einer Homologieklasse von K — einem Elément von B^(K) — 
enthalten; wir fragen: 

I) Ist in jeder Homologieklasse von K eine Homologieklasse von Z 
enthalten? Mit anderen Worten : Besitzt jede Homologieklasse von A" 
einen Reprâsentanten in Gestalt eines Zyklus von Z ? 

II) Ist in jeder Homologieklasse von K hôchstens eine Homologie- 
klasse von Z enthalten ? Mit anderen Worten : Wenn zwei Zyklen der 
Zerspaltung Z einander homolog in K sind, sind sie dann auch immer 
einander homolog in Z, d. h. beranden sie dann zusammen auch einen 
Komplex von Z ? 

Wie man leicht sieht (vgl. Nr. 10), ergibt sich aus der Be- 
jahung beider Fragen der Isomorphismus der Gruppen B'’ (Z) und 
B^ {K) . In diesem Fall sind die Bausteine von Z ebenso brauchbar zur 
Untersuchung der Homologien und Bettischen Gruppen wie die Simplexe. 

Wir werden eine recht allgemeine Klassc algebraischer Bausteine 
angeben — die ,,Zellen'' ~, bei deren Verwendung die Fragen I) und II) 
zu bejahen sind. 

7. Kombinatorische Zellen. Zellenzerspaltungen. Ein Baustein 
heiBt eine ,,komhinatorische Zelle\ wenn jedes Elément A[ des Bausteines 
simplexartig bis auf seine Oberflâche ist, d. h. (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 9) 
wenn jedes Elément die beiden folgenden Bedingungen erfüllt: 

1) jeder hôchstens (r 1)-dimensionale Relativzyklus bis auf 
in El berandet bis auf F^ in A- ; 

2) es gibt einen solchen ganzzahligen r-dimensionalen Relativ- 
zyklus Xi bis auf in Af, daB sich jeder z-dimensionale Relativzyklus 
bis auf F^ in A[ (irgendeines Koeffizientenbereiches) auf eine und nur 
eine Weise in der Form /Vf darstellen làBt. 

1 A'-(Z) -//^,,t(Z); 0,3' beliebig. 
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Wenn keine Verwechslung mit konvexen Zellen zu befürchten ist, 
lassen wir das Beiwort ,,kombinatorisch‘‘ zuweilen weg. 

Eine Simplexhülle mit den Seiten des Simplexes als Elementen der 
Zerspaltung ist das einfachste Beispiel einer Zelle. Ferner werden wir 
im § 2 sehen, daB das Analoge für jede Zellenhülle gilt. Weitere Bei- 
spiele werden in Nr. 13 und 14 angegeben werden. 

Eine Zerspaltung heiBt eine ,,ZellenzerspaÜung*' y wenn ihre Bau- 
steine kombinatorische Zellen sind. Die obengenannte Eigenschaft 2 
der kombinatorischen Zellen zeigt, daB jede Zellenzerspaltung eine 
algebraische Zerspaltung ist. 

8 . Jetzt knüpfen wir an die beiden Fragen an, die am SchluB von 
Nr. 6 ausgesprochen wurden; zuerst zeigen wir, daB die Frage I zu 
bejahen ist, falls die Bausteine von Z Zellen sind: 

Sat Z IL Z sei eine Zellenzerspaltung des Komplexes K; z^ sei irgendein 
Zyklus aus K, Dann gibt es einen solchen Zyklus der Zerspaltung Z, daP 
C' in K ist, 

Beweis. Wir sagen, daB ein algebraischer Komplex A ^ K ,,in 
das Elément der Zerspaltung Z ,,eindringt“, wenn ein Simplex 
von A inneres Simplex von Ei ist. Zum Beweis des Satzes II genügt 
es, einen mit homologen Zyklus von K zu konstruieren, der in 
kein hôher als r-dimensionales Elément eindringt; denn ein solcher 
Zyklus liegt auf K^ÇL), und ist daher nach Satz I Zyklus von Z. 

Die Konstruktion eines solchen C'* aber gelingt offenbar durch 
wiederholte Anwendung des folgenden Hilfssatzes: 

Hilfssatz 1. Die Voraussetzungen des Satzes II seien erfüllt; s sei 
die grôBte Zabi, für die z^ in ein s>dimensionales Elément eindringt, 
und es sei s > r. Dann gibt es einen Zyklus y^ mit z^, der erstens 
in kein Elément einer Dimensionszahl > s eindringt und der zweitens 
in weniger 5-dimensionale Elemente eindringt als z\ 

Beweis des Hilfssatzes. z^ dringe in das Elément E\ ein ; die Ober- 
flâche von E\ sei Die zu z^ gehôrigen inneren Simplexe von E\ 
bilden, wenn man die ihnen in z^ zugeteilten Koeffizienten beibehâlt, 
einen algebraischen Komplex C\\ dann gehôrt der Durchschnitt von E{ 
mit \z^ — C\\ y und daher auch der Durchschnitt von E\ mit | {z^ — C^)* | 
== \C\\y also I C \ I selbst zu F,; C\ ist somit Relativzyklus in E\ bis 
auf Fj, und seine Dimension ist sis — 1 . Infolge der Eigenschaft (j3) — 
vgl. Kap. IV, §6, Nr. 8, Nr. 9 — gibt es daher Komplexe c E\, 
Ç^cFi mit 

q = Z>^+i + q. 

Q'' — C\ ist also Zyklus und <^0 in F, ; der Zyklus 

f = f + - C{ 

erfüllt dann die Behauptung des Hilfssatzes 1. 

Damit sind der Hilfssatz i und der Satz II bewiesen. 
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9. Jetzt bejahen wir auch die Frage II aus Nr. 6 für den Fall, 
daB die Bausteine von Z Zellen sind: 

Satz III. Z sei eine Zellenzerspaltung des Komplexes K; sei ein 
Zyklus dieser Zerspaltung; er berande einen Komplex in K. Dann 
berandet auch einen Komplex der Zerspaltung Z , 

Zum Zweck eines spâter zu führenden Beweises (§ 2, Satz II) brau- 
chen wir noch eine Verallgemeinerung dieses Satzes ; die Voraussetzung 
über Z besagt, daB jedes Elément bis auf seine Oberflâche mono- 
zyklisch ist und die Eigenschaft (fi) besitzt; wir ersetzen die letzt- 
genannte Voraussetzung durch die schwâchere, daB die Elemente bis 
auf ihre Oberflâchen die Eigenschaft (y) — vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 8 — 
besitzen; da, wie wir wissen (Kap. IV, a. a. O.), (y) aus (p) folgt, ist 
in der Tat der folgende Satz eine Verallgemeinerung des Satzes III: 

Satz Iir. Die Elemente der Zerspaltung Z des Komplexes K seien 
so beschaffen, dafi sie bis auf ihre Oberflâchen monozyklisch sind und die 
Eigenschaft (y) aus Kap. IV, § 6, Nr. 8 besitzen. Dann gilt das im 
Satz III über Zyklen IV Behauptete. 

Beweis von HT. Es genügt, einen Komplex in K mit 
anzugeben, der in kein hôher als (r + 1)“dimensionales Elément ein- 
dringt; denn ein solcher 7"''+^ liegt auf und, da C'* Zyklus der 

Zerspaltung Z ist, liegt == auf K^(Z); ist also Relativzyklus 
bis auf K^(Z) und daher nach Satz I Komplex der Zerspaltung Z. 

Die Konstruktion eines solchen 7''*+^ gelingt durch wiederholte An- 
wendung des folgenden Hilfssatzes: 

Hilfssatz 2. Die Voraussetzungen des Satzes IIF seien erfüllt; 
(^^+1 = sei Zyklus von Z; s sei die grôBte Zahl, für die in ein 
s-dimensionales Elément eindringt, und es sei s > r + 1 . Dann gibt 
es einen Komplex 7)^+^ mit 7)^+^ = der erstens in kein Elément 

einer Dimensionszahl > s eindringt und der zweitens in weniger s-di- 
mensionale Elemente eindringt als 

Beweis des Hilfssatzes. dringe in E\ ein. Àhnlich wie im Be- 

weise des Hilfssatzes 1 verstehen wir unter ' ^ den Komplex, der 
aus denjenigen Simplexen von O ^ besteht, welche innere Simplexe 
von E\ sind ; ebenso wie an der früheren Stelle ergibt sich : der Durch- 
schnitt von E\ mit | | gehôrt zu der Oberflâche von E\ \ 

da I c: K^ÇL) ist, enthâlt auch ^ ^ kein inneres Simplex von E\ \ 
folglich liegt - (C^+i - auf F^\ ist also ein 

hôchstens (s — 2) - dimensionaler Zyklus in F^ und 0 in E* . In- 
folge der Eigenschaft (y) gibt es daher einen Komplex c: F^ mit 
Çi'' * ^ == Dann erfüllt der Komplex 

2)r + l _ cr+l +çr+l _ 

die Behauptungen des Hilfssatzes 2. 

Damit sind der Hilfssatz 2 und die Sàtze II F und III bewiesen. 
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10. Die Bettischen Gruppen einer Zellenzerspaltung. Die in Nr. 6 

aufgeworfenen Fragen I) und II) sind damit für jede Zerspaltung in 
kombinatorische Zellen bejaht. Die dadurch festgestellte Gleichberech- 
tigung der Zellen mit den Simplexen bat insbesondere (wie auch 
schon in Nr. 6 angedeutet) den folgenden Hauptsatz über die Zellen- 
zerspaltungen zur Folge: 

Satz IV. Z sei eine Zellenzerspaltung des Komplexes K. Dann 
gelten — für jede Dimension und beliebige Koeffizientenbereiche — die 
Isomorphien ( 2 ) 


Beweis. Wir ordnen jedem Zyklus IZ der Zerspaltung Z diejenige 
Homologieklasse von K zu, die ihn enthâlt. Das ist eine homomorphe 
Abbildung der Gruppe Z'' (Z) in die Gruppe B' (K) . Der Satz II besagt, 
daB es eine Abbildung auf B' (K) ist. DaB C' gewiB t>o0 ist, falls er 
in H^{Z) enthalten ist, ist trivial; daB nur dann C" 0 ist, falls 
ist, ist der Inhalt des Satzes III; folglich ist H' (Z) der 
Kern imseres Homomorphismus. Nach dem Homomorphiesatz ist da- 
her Z'-(Z) - H' (Z) B' {K), w. z. b. w. 

11. Die allgemeine Euler-Poincarésche Formel. Die Gleichberech- 
tigung einer Zellenzerspaltung mit der Urzerspaltung bat aucb eine 
Erweiterung des Gültigkeitsbereicbes der Euler-Poincaréscben Formel 
zur Folge. 'Wir versteben für eine beliebige Zerspaltung Z eines end- 
licben Komplexes K unter oc’' (Z) die Anzabl der r-dimensionalen 


Elemente und nennen 


Z (Z) 


=Z(-'ir«’'(z) 


die Eulersche Charakteristik von Z; ist Z die Urzerspaltung, so ist sie 
mit der Eulerschen Charakteristik x(K) {K) des Kom- 
plexes K identisch; die Identitât 

( 2 ) XiK)=^Z(-'iyp^> 


wobei die wie immer die Bettischen Zahlen sind (Kap. V, § 2, Nr. 5), 
nennen wir jetzt die ,,spezielle‘' Euler-Poincarésche Formel. Wir be- 
haupten : 

Satz V. Ist Z eine Zellenzerspaltung des endlichen Komplexes K , so ist 

(3) X{T)=x[K), 

und es gilt die ,, allgemeine*' Euler-Poincarésche Formel 

( 4 ) xa) = 'Z{-\yf- 

Beweis. Für jede algebraiscbe Zerspaltung Z des endlicben Kom- 
plexes K ist die in Nr. 6 definierte Gruppe (Z) eine Gruppe von 
endlicb-vielen Erzeugenden ; sie besitzt daber einen endlicben Rang n”. 
Der Rang der in Nr. 4 definierten Gruppe L!^{Z) ist oc’' (Z). Zwiscben 
den oc’' (Z) und den tv’’ bestebt die Relation 

(5) 2(-'«r*"(z) =Z(-'iy^’'> 
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man beweist sie wôrtlich ebenso wie die spezielle Euler-Poincarésche 
Formel. Sind nun die Bausteine von Z Zellen, so folgt ans Satz IV, 
daB 7t^ — ist; ans (5) ergibt sich daher (4) und hieraus auf Gnind 
von (2) die Behauptung (3)^. 

12. Konvex-kombinatorische Zellen. Nebenden Simplexhüllen,die,in 
die Simplexseiten zerspalten, kombinatorische Zellen darstellen (Nr. 7), 
liefern die konvexen Zellen, die ja auch den Ausgangspunkt unserer 
Überlegungen bildeten (Nr. 1), die wichtigsten kombinatorischen Zellen: 

Es sei K ein Zellenkomplex (Kap. III), K' simpliziale Unterteilung 
von K] E\ seien diejenigen Teilkomplexe von K\ die die Unterteilungen 
der Seiten von K sind; ans den Komplexeigenschaften von K ergibt 
sich, daB die E\ eine Zerspaltung Z von K* bilden; die Bausteine einer 
solchen Zerspaltung nennen wir konvex-komhinatorische oder ,ykk-ZellefC\ 

Dann gilt der wichtige Satz: 

(kk) : Die kk-Zellen sind kombinatorische Zellen. 

Da dieElemente einer kk-Zelle , ,Zellenhüllen‘ ' , ihre Oberf lâchen , ,Zellen- 
rânder'* sind (Kap. III, § 1 , Nr. 2) , ist dieser Satz auf Grund der Bedingung 
(A) aus Kap. IV, § 6, Nr. 10 in den beiden folgenden Sâtzen enthalten: 

(e) : Jede simpliziale Zellenhülle ist ein H-Simplex. 

(f) : Jeder {r — \)-dimensionale simpliziale Zellenrand ist eine 

Wir werden die Sâtze (e) und (f), und damit den Satz (kk), erst 
im § 2, Nr. 7 (Satze VIII und IX) beweisen; trotzdem werden wir in 
dieser Nummer bereits die wichtigen Folgen des Satzes (kk) ausspre- 
chen; im übrigen dient er uns nur noch in der nâchsten Nummer zur 
Bildung von Beispielen kombinatorischer Zellen; sonst wird der Satz 
in diesem Kapitel nirgends benutzt. 

Wir kehren zu dem Zellenkomplex K zurück und nehmen also den 
Satz (kk) als bewiesen an. Das Basiselement A- von E[ (Nr. 4) ist 
Reprâsentant einer Orientierung der berandeten orientierbaren Pseudo- 
mannigfaltigkeit E\ (Kap. IV, § 5, Nr. 9, 11); wir nennen die kurz 
die ,,orientierten (kombinatorischen) Zellen'' von K. Anstatt von den 
algebraischen Komplexen, Zyklen, Homologieklassen der Zerspaltung Z 
und den Gruppen L'’(Z), 5^(Z) usw. sprechen wir jetzt von den alge- 
braischen Komplexen usw. des Zellenkomplexes K und den Gruppen 
U {K), B^{K) USW.2 Die bisherigen Ergebnisse dieses Paragraphen, an- 
gewandt auf die Zerspaltung Z der Unterteilung K' des Zellenkom- 
plexes K kônnen wir dann so zusammenfassen : 

Die orientierten Zellen eines Zellenkomplexes K sind ebenso znr Bil- 
dung von algebraischen Komplexen, Zyklen, Homologieklassen zu ge- 

1 Wegen eines zweiten Beweises von (3), und damit von ( 4 ), vgl. man Nr. 2 
des Anhanges zu den Kap. IV, V, VI. 

2 Man kônnte auch, da man den Begriff der orientierten Zelle hat, Grup- 
pen U (K), B’’ (K) usw. von vornherein genau so definieren wie im simplizialen 
Fall; diese Gruppen waren den soeben im Text definierten Gruppen isomorph. 
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btauchen wie die orientierten Simpiexe eines simplizialen Komplexes. 
Die auf diese Weise gebildeten Bettischen Gruppen von K sind den ent- 
sprechenden Bettischen Gruppen einer simplizialen Unierteilung K' von K 
isomorph. Die zu diesen Gruppen gehôrigen Bettischen Zahlen p^ erfüllen 
zusammen mit den Anzahlen der r-dimensionalen Zellen von K die 
Euler-Poincarésche Formel, 

Aus dieser Euler-Poincaréschen Formel und dem Satz (f) folgt ins- 
besondere : 

Bezeichnet (X® die Anzahl der s~dimensionalen Seiten einer r -dimension 
nalen konvexen Zelle, so ist 

§(-!)•«* = 1 + 

«-=0 

Für r = 3 ist dies der klassische Satz von Euler. 

Wir betonen nochmals : die Beweise von (e) und (f ) sind noch nach- 
zutragen, und dies wird im § 2, Nr. 7 (Sâtze VIII, IX) geschehen. 

13. Weitere Beispiele, Mit den AA-Zellen ist die Gesamtheit der kombina- 
torischen Zellen keineswegs erschôpft (man vgl. z. B, die in Kap, IV, § 6, Nr. 10 
angegebenen Beispiele zu B). Ein Verfahren, welches einen groBen Vorrat allge- 
meinerer (wenn auch nicht aller) und praktisch ebenfalls brauchbarer kombina- 
torischer Zellen iiefert» ist das der folgenden ,,Rand-Identifikation** : 

Es sei zunàchst ein beliebiger Baustein B mit dem Grundelement E und der 
Oberflàche F gegeben, E^ seien zwei eigentliche Seiten von E mit der fol- 
genden Eigenschaft ^ : wenn aile Eckpunkte eines Simplexes ) y ) des Komplexes E 
zu einer der Seiten i, 2, gehôren, so gehôrt \y\ zu Es gebe 

eine simpliziale Abbildung / von auf E 2 niit folgender Eigenschaft: sie 
bildet Ej isomorph auf und jede Seite von Ëj isomorph auf eine Seite von Eg 
ab. Ferner sei g eine simpliziaie Abbildung von E auf einen Komplex E' mit 
folgender Eigenschaft: Für zwei voneinander verschiedene Eckpunkte a und b 
von £ ist dann und nur dann g{a) = g{b), wenn b == f{a) oder a = f(b) ist. 

Dann verifiziert man leicht (unter Benutzung von E) : Die durch g gelieferten 
Bilder der Seiten von E bilden eine Zerspaltung von E'] da £' = g{E) ist, wird 
somit E' zu einem Baustein B\ dessen Seiten die Bilder der Seiten von B sind. 
Wir sagen, daû B' aus B durch Identifikation von Ej und Eg entstanden ist^. 

Wir behaupten nun: Wenn B eine kombinatoriscke Zelîe ist, so ist auch B* eine 
kombinatorische Zelle. 

In der Tat: Man hat zu zeigen, daB jedes Elément von B' die Eigenschaft 
besitzt, simplexartig bis auf seine Oberflâche zu sein; diese Eigenschaft lâBt sich 
unter ausschlieBlicher Benutzung der inneren Simpiexe des Elementes, ohne Be- 
nutzung der Simpiexe der Oberflàche ausdrûcken ; aber zwischen dem Komplex 
der inneren Simpiexe eines Elementes £^ von B' und denen des Elementes bzw. 
der beiden Elemente g”^{E^) von B besteht vermittels g eine isomorphe Be- 
ziehung ; daher übertrâgt sich die Eigenschaft, bis auf die Oberflàche simplexartig 
zu sein, von den Elementen von B auf die Elemente von B'. {Diese Andeutung 
wird dem Leser zur vollstnàdigen Beweisftihrung gentigen.) 

^ Wenn die Eigenschaft ® nicht von vornherein vorliegt, so kann man sie 
durch eine Unterteilung von E herstellen; vgl. S. 336, FuBnote 1, oder S. 404, 
FuÛnote. 

* Fafit man Komplexe als diskrete Rânme auf (Kap. III, § 1, Nr. 8), so 
ordnet sich dieser Identifikationsbegriff dem von Kap. I, § S. Nr. 3 unter. 
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Dieses Verfahren, evtl. wiederholt angewandt, erzeugt aus einer vorgelegten 
kombinatorischen Zelle, z. B. einer ^^-Zelle, neue kombinatorische Zellen. 

Ein Beispiel: Identifiziert man an einer ebenen viereckigen ^^-Zelle ein Paaï 
gegenüberliegender Kanten (d. h. eindimensionaler Seiten), so entsteht eine Zelle, 
die neben dem Gnindelement noch drei eindimensionale und zwei nulldimensio- 
nale Elemente besitzt; je nachdem, in welchen Richtungen man die Kanten des 
Vierecks identifiziert hat, ist È* von der Gestalt eines ebenen Kreisringes oder 
eines Môbiusschen Bandes; im ersten Fall sind zwei von den drei eindimensio- 
nalen Elementen einfach geschlossene Streckenztige, einer ist ein einfacher 
Streckenzug; im zweiten Fall sind aile drei eindimensionalen Elemente ein- 
fache Streckenztige. 

Ein Beispiel einer Zellenzerspaltung : Man gehe von einer solchen Triangula- 
tion K der projektiven Ebene aus, daû darin die Unterteilungén E \ , E\ zweier 
Geraden mit einem gemeinsamen Eckpunkt EJ auftreten; die Triangulationen 
der beiden Telle, in die die Ebene durch E\ -f- Ej zerlegt wird, seien E\ und E^ . 
Die fünf genannten Ej*, y = 0,1,2, bilden eine Zerspaltung von K in Zellen: 
jedes E\ ist aus einem einfachen Streckenzug (also einer eindimensionalen kk- 
Zelle) durch Identifizierung der beiden Endpunkte entstanden (wobei Ej den iden- 
tifizierten Punkten entspricht) ; jedes E\ ist aus einem ebenen, von einem kon- 
vexen Polygon begrenzten Komplex durch Identifizierung zweier Punkte des 
Polygons entstanden. An den Anzahlen a® = 1, = 2> == 2 bestàtigt man 

den Eulerschen Polyedersatz : 1 — 2-f-2=l = 

Weitere Beispiele findet man in dem Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 19ff. 

14, Erweiterung des Zellenbegriffes, Einen gewissen Typus von 
Zellen haben wir bisher nicht besonders hervorgehoben : bestehe 

etwa aus zwei Strecken \x{\, die einen gemeinsamen Eckpunkt a 
haben; die freien Eckpunkte von \xl\ und \x^\ seien bzw. wir set- 
zen Ej = 6i, El:=a, und man bestàtigt: Ej, E\ bilden eine Zer- 

spaltung von E^, und zwar liegt eine Zelle vor; dabei besteht die Ober- 
flâche F von E^ aus den Punkten E^, E^; ist inneres Simplex des 
Elementes E^. Das Basiselement von E^ ist X = x\. Wir sehen dar- 
aus: Für das Basiselement X des Elementes E*" einer Zellenzerspaltung 
braucht nicht \X\ — E^ zu sein ; | X | darf vielmehr auch echter Teil 
von E^ sein. (Natürlich darf, wenn das eben beschriebene Elément in 
der Zellenzerspaltung eines grôûeren Komplexes auftritt, der Punkt ég 
niemals einem weiteren Elément neben E^ angehôren, da der Durch- 
schnitt von E^ mit jedem anderen Elément ja zu F gehôren muB.) 

Es kann also Simplexe geben — nâmlich die nicht zu | X | gehôrigen 
Simplexe von E^ — , die in keinem algebraischen Komplex der be- 
treffenden Zerspaltung auftreten; denn jeder solche algebraische Kom- 
plex ist j a lineare V erbindung der X^ . Diese Simplexe nennen wir „neutrar ‘ . 

Das Auftreten neutraler Simplexe legt eine Verallgemeinerung 
unseres bisherigen Zellenbegriffes nahe, die, wie wir nachher sehen 
werden (Nr. 15), für manche Anwendungen geradezu unentbehrlich ist; 
sie besteht in der Zulassung von Elementen, deren sàmtliche Simplexe 
neutral sind. 

^ Diese Zellenzerspaltung der projektiven Ebene wird an der in FuÛnote 1, 
S. 241 zitierten Stelle von Hilbert und Cohn-Vossen behandelt. 
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Wir knüpfen an Kap. IV, § 6, Nr. 6 an; dem dort benutzten Be- 
griff ,,monozyklisch bis auf F'* stellen wir den folgenden Begriff an 
die Seite: der r-dimensionale Komplex heiBt ,,azyklisch bis auf 
wenn es in keinen von Nul! verschiedenen r-dimensionalen Relativ- 
zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches) bis auf F gibt. Das ein- 
fachste Beispiel ist eine Strecke E^, wenn F einer der Eckpunkte ist. 

Sodann verallgemeinem wir die in Nr. 4 aufgestellte Définition fol- 
gendermaBen: Eine Zerspaltung heiBt algebraisch {im weiteren Sinne), 
wenn jedes Elément bis auf seine — des Elementes — Oberf lâche ent- 
weder monozyklisch oder azyklisch ist. Dem in Nr. 7 benutzten Be- 
griff des ,,bis auf F simplexartigen'' Komplexes stellen wir den folgen- 
den an die Seite: heiBt ,,neutral bis auf F*\ wenn er azyklisch bis auf 

F ist und wenn auBerdem £'* und£ die Eigenschaft 1) aus Nr. 7 besitzen 
(oder kurz: wenn jedèr Relativzyklus beliebiger Dimension bis auf £ in E^ 
homolog Nul! bis auf F ist). SchlieBlich verstehen wir unter einer 
,,Zellenzerspaltung {im weiteren Sinne)'* eine Zerspaltung, deren Ele- 
mente bis auf ihre Oberflâchen entweder simplexartig oder neutral 
sind; die bis auf ihre Oberflâchen simplexartigen Elemente nennen wir 
die wesentlichen, die bis auf ihre Oberflâche neutralen Elemente kurz 
die neutralen Elemente der Zerspaltung. 

An den Schlüssen und Ergebnissen der Nummern 4 bis 11 ândert 
sich, wenn wir die früheren Begriffe durch die eben eingeführten all- 
gemeineren ersetzen, so gut wie nichts: in Nr. 4 sind die X*l die Basis- 
elemente derjenigen El y die monozyklisch bis auf die Oberflâchen sind 
— die bis auf die Oberflâchen azyklischen El besitzen keine Basis- 
elemente; die algebraischen Komplexe der Zerspaltung sind die Linear- 
formen in den XI. Wenn im Beweis des Satzes I das Elément £[, 
dem der Komplex Cl angehôrt, azyklisch bis auf seine Oberflâche ist, so 
ist Cj = 0; CS tritt also keinerlei Ânderung ein. In den Beweisen der 
Sâtze II und III kommen nur noch die niedriger als r-dimensionalen 
Relativzyklen in El hinzu; in bezug auf diese ist aber ailes beim Alten 
geblieben. Im Satz V bat man die a’’(Z) natürlich durch die Anzahlen 
^{Z) der wesentlichen r-dimensionalen Elemente zu ersetzen, denn diese 
Anzahlen sind die Range der Gruppen (Z) . 

Wir dürfen also sagen; 

Z sei eine Zellenzerspaltung {im weiteren Sinne). Dann gelten die 
Sàtze I bis V unveràndert, wenn man unter einem algebraischen Komplex 
von Z eine Linearform in den Basiselementen der wesentlichen Elemente 
der Zerspaltung versteht und «'"(Z) im Satz V durch die Anzahl der 
r-dimensionalen wesentlichen Elemente ersetzt. 

Wir werden von dieser Verallgemeinerung sogleich Gebrauch machen. 

15. Unendliche Komplexe. Abgesehen von dem Satze V haben 
wir in diesem Paragraphen niemals vorausgesetzt, daB die betrachteten 
Komplexe K endlich sind: 
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Die Sàtze I bis IV gelten auch fur die Zerspaltungen unendlicher 
Komplexe y und zwar für Zerspaltungen im weiteren Sinne (Nr, 14). 

Dabei sind die Gruppen (Z) , und daher auch die Gruppen (Z) 
im allgemeinen nicht — (die Gruppen L^(K) niemals) — Gruppen mit 
endlichen Erzeugendensystemen. Es kann jedoch vorkommen, daB sich 
die L^{Z) und daher auch die B^(Z) durch endlich-viele Elemente er- 
zeugen lassen: nâmlich dann,wenn es in der Zerspaltung Z nur endhch- 
viele wesentliche Elemente gibt ; denn die Basiselemente der wesent- 
lichen Elemente erzeugen ja i@(Z). 

Hier rechtfertigt sich die Zulassung der neutralen Elemente: denn der Fall 
nur endlich-vieler wesentlicher Elemente würde ohne die Zulassung neutraler Ele- 
mente bedeuten, daû der unendliche Komplex in endlich-viele Elemente zerspalten 
ist, von denen jedes wesentlich und mindestens eines selbst ein unendlicher Kom- 
plex ist. Aber Elemente, die zugleich unendlich und wesentlich sind, treten prak- 
tisch kaum auf ; der Grund hierfür ist, daû in den meisten Beispielen die Elemente 
regulàr zusammenhângend sind und daû der folgende Satz gilt: Ein régulât zu- 
sammenhàngender unendlicher Komplex ist stets azyklisch bis auf den Kom- 
plex E* seiner singulàren {r — \)-dimensionalen Seiten. 

In der Tat: Ist Relativzyklus bis auf £*, so ist |C^| definitionsgemàÛ ein 
endlicher Komplex, E^ — \0'\ ist also nicht leer; es gibt also Simplexe x^ von E^, 
die in mit dem Koeffizienten 0 auftreten; dann folgt aus dem regulàren Zu- 
sammenhang (vgl. den Beweis von Satz Vj, Kap. IV, § 5, Nr. 8), daû aile Sim- 
plexe von E^ in den Koeffizienten O haben, daû also = 0 ist. 

Bei Zulassung neutraler Elemente dagegen sind Zellenzerspaltungen unend- 
licher Komplexe mit nur endlich-vielen wesentlichen Elementen von praktischer 
Bedeutung. Ein Beispiel: K sei eine Triangulation eines unendlichen Kreis- 
zylinders, E^ sei die zu K gehôrige Unterteilung eines Breitenkreises des Zylinders, 
E® ein Eckpunkt von E\, El seien die Hàlften, in die K durch E^ zerlegt wird; 
dann bilden Ej, Eg, E^, E® eine Zellenzerspaltung von K\ E\, E\ sind neutral, 
E^, E® wesentlich. (Daû die Ef neutral bis auf E = E^ sind, bedarf noch des Be- 
weises; daÛ sie azyklisch bis auf F sind, folgt aus der oben über unendliche 
regulâr zusammenhàngende Komplexe festgestellten Tatsache; aber daÛ jeder 
eindimensionale Relativzyklus bis auf F homolog 0 bis auf F ist, muû gezeigt 
werden.) 

Wenn also eine Zellenzerspaltung Z des unendlichen Komplexes K 
mit nur endlich-vielen wesentlichen Elementen vorhegt, so haben die 
Gruppe i®(Z) und daher auch B^(Z) endlich-viele Erzeugende; aus 
Satz IV folgt dann dasselbe für die Gruppe folglich sind ins- 

besondere die Bettischen Zahlen endlich. Dann lâBt sich auch der 
Beweis des Satzes V, den wir oben nur für endhche Komplexe aus- 
gesprochen haben, insofem wôrtlich beibehalten, als er zu der For- 
mel (4) führt^; Formel (3) hat keinen Sinn, da ;f(K) nicht definiert ist. 
Fassen wir zusammen: 

Wenn der unendliche Komplex K eine Zellenzerspaltung Z {im weiteren 
Sinne, gemàjS Nr. 14) mit nur endlich-vielen wesentlichen Elementen ge- 
stattety so sind seine Bettischen Gruppen B® (K) Gruppen mit endlich- 

1 Dabei ist immer oJ (Z) durch /^'■(Z) zu ersetzen, auch in der Définition 
von x{Z)- 
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vielen Erzeugenden; insbesondere sind seine BeUischen Zahlen endlich, 
und es gilt die allgemeine Euler- Poincarésche Formel 

wobei ^ die Anzahl der r-dimensionalen wesenttichen Elemente von Z ist. 

§ 2 . Unterteilung Euklidischer Komplexe. 

1. Der Hauptsatz des gegenwârtigen Paragraphen ist der Satz von 
der Invarianz der Bettischen Gruppen eines Komplexes gegenüber Unter- 
teilungen', er lautet (Nr. S)'- K sei ein simplizialer Euklidischer Komplex, 
K' eine simpliziale Unterteilung von K (Kap. III, §2); dann sind K' 
und K einander vollstàndig homologie-àquivalent (Kap. V, § 1, Nr. 7). 

Man kann den Satz noch etwas anders aussprechen. Zwei Kom- 
plexe Kl und môgen „kombinatorisch verwandt" miteinander heiBen, 
wenn sie Unterteilungen K[ bzw. besitzen, die miteinander isomorph 
sind (oder, wie man zuweilen kurz sagt: wenn sie eine gemeinsame 
Unterteilung K[ = besitzen). Da nach dem Invarianzsatz einer- 
seits Kj und K[, andererseits und vollstàndig homologie-âqui- 
valent miteinander sind, und die Homologie-Àquivalenz von K{ und Kg 
trivial ist, so folgt: Kombinatorisch verwandte Komplexe sind vollstàndig 
homologie-àquivalent. Umgekehrt enthâlt dieser Satz natürlich den 
obigen Invarianzsatz, da ein Komplex mit jeder seiner Unterteilungen 
kombinatorisch verwandt ist. 

Die Homologie-Àquivalenz kombinatorisch verwandter Komplexe 
ist in der Homologie-Àquivalenz von Komplexen, welche simpliziale 
Zerlegungen homôomorpher Polyeder sind, also in dem Satz von der 
topologischen Invarianz der Bettischen Gruppen, als Spezialfall ent- 
halten. Da von den Beweisen, die wir für diesen topologischen In- 
varianzsatz angeben werden (Kap. VIII, §4, Nr. 4; Kap. IX, § 2, Nr. 4 
und Nr. 8), einer (Kap. VIII, a. a. O.) — aber auch nur dieser — die In- 
varianz der Bettischen Gruppen gegenüber Unterteilungen nicht benutzt, 
ist der Inhalt des gegenwârtigen Paragraphen für den Aufbau der Topolo- 
gie der Polyeder nicht unbedingt notwendig. Trotzdem glauben wir auf 
die kombinatorisch-elementargeometrische Herleitung der Unterteilungs- 
invarianz nicht verzichten zu dürfen, erstens aus methodischen Gründen, 
zweitens weil dadurch andere Beweise der topologischen Invarianz vor- 
bereitet werden, die ebenfalls Interesse verdienen (Kap. IX, a. a. O.). 

Man hat die Vermutung ausgesprochen, daB aus der Homôomorphie 
der Polyeder und R^ die kombinatorische Verwandtschaft der Kom- 
plexe Kl und Kj folgt — das ist die sog. ,,Hauptvermutung der kom- 
binatorischen Topologie"; falls diese Vermutung richtig ist, so ist durch 
den Invarianzsatz dieses Paragraphen bereits die topologische Invarianz 
der Bettischen Gruppen bewiesen^. 

1 Man beachte die Fuûnote 2 auf S. 152. 
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2. Unterteilung algebraischer Komplexe. Der Komplex | X | sei eine 
simpliziale Unterteilung des Euklidischen Simplexes | y"| (Kap. III,. § 2) ; 
1*^*1 seien die Simplexe von |X| . Jetzt sei y’* eine Orientierung von y"; 
dadurch ist eine Orientierung des R" gegeben, in dem |y"| liegt, und 
diese Orientierung wiederum bewirkt Orientierungen der | xf | (Kap. IV, 
§ 2, Nr. 6). Unter der zu |X| gehôrigen Unterteilung von y" verstehen 
wir nun den algebraischen Komplex X =^xf; es ist klar, daû dann 
—X die zu |X| gehôrige Unterteilung von —y” ist. 

Es sei nun C = ein algebraischer Komplex, |C| Euklidisch, 

|C'| Unterteilung von |C|; |C'| bewirkt eine Unterteilung |X,| jedes 
Simplexes \y^\-, wir haben erklârt, was unter X,- zu verstehen ist; 
jetzt verstehen wir unter der zu |C'| gehôrigen Unterteilung von C 
den algebraischen Komplex C' —^t^Xj. 

Gehôren die algebraischen Komplexe C, Cj, dem (absoluten 
Euklidischen) Komplex K an, von dem eine Unterteilung K' vorliegt, 
und bezeichnen wir die zugehôrigen Unterteilungen der algebraischen 
Komplexe immer durch Ansetzen eines Striches (C, . . .), so folgt aus 
der Définition unmittelbar das Bestehen der folgenden Regeln: 

(fa) (Cl + c^y = C{ + Ci. 

(ib) (tcy^tc 

(die letztere für einen Koeffizientennwg oder auch im Sinne von Kap. IV, 
§ 2, Nr. 9, wobei C ganzzahlig, < c: 3, ^ beliebig ist). 

Die Operationen des Unterteilens und des Bildens linearer Ver- 
bindungen sind also vertauschbar. Wir beweisen nun den wichtigen 
Satz, daB das Unterteilen auch mit dem Bilden des Randes vertausch- 
bar ist, d. h. ; 

Satz I. Der Rand einer Unterteilung des algebraischen Kompiexes C 
ist mit der gleichzeitig hewirkten Unterteilung des Randes von C identisch, 
es ist also 

(2) {cy = (Cy. 

Beweis. Auf Grund von (la), (1b) und der analogen Relationen 

(3 a) (Cl -b Q* = A + 

(3 b) (tcy=^tC 


(Kap. IV, § 2, Nr, 1 5) genügt es, (2) für ein einzelnes Simplex y" = C mit 
C'=X"=i^xf (in der obigen Bezeichnung) zubeweisen. Die (n — l)-dimen- 
sionalen Seiten von | y” | seien so bezeichnet und orientiert, daB ÿ" =.2y?“ ' 
ist; die Unterteilungen der yj“i seien dann ist also 

j 

und es ist zu zeigen, daB dieser Komplex gleich 

also gleich ist. Nun sind die durch die Orientierung des R", 
in dem | y”l liegt, kohârent orientiert (Kap. IV, § 5, Nr. g, 12); daher 
tritt in X" keine (n — l)-dimensionale Seite eines x" auf, die im Innem 
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von I y” I liegt ; andererseits tritt jede Seite, die auf | ÿ" | liegt, in X” mit 
dem Koeffizienten ±1 auf; es ist also X” = mit . 

Zu zeigen ist : = +i . * 

Greifen wir etwa das Simplex heraus; es sei Seite von x^, so 
daB also + • • • ist. Durch das orientierte Simplex 

wird in dem der dieses Simplex enthâlt, eine Orientierung be- 

stimmt. In demselben 1?"“^ wird auch durch das Simplex +y"“^ eine 
Orientierung bestimmt; dabei ist, gemâB unserer obigen Festsetzung, 
ÿ" = + • • •• Nun sind aber x^ und y” orientierte Simplexe, 

deren Orientierungen — gemâB der Festsetzung über die Orientierung 
der Unterteilung X" = ^ xf von y“ — dieselbe Orientierung des 7?" 
darstellen, und ferner liegen beide Simplexe auf derselben Seite der 
Ebene die die beiden Randsimplexe bzw. +yf“^ enthâlt; 

folglich (Kap. IV, § 2, Nr. 6) stimmen die beiden durch diese Simplexe 
gegebenen Orientierungen des miteinander überein. Andererseits 
stimmt die durch yj*"^ gegebene Orientierung — gemâB der Définition 
der Unterteilung ~ 6er durch +^77^ gegebenen 

) 

überein. Folglich ist = +1. 

Aus dem damit bewiesenen Satz I folgt: 

Korollar. Die Unterteilung einesRandes ist einRand. Die Unterteilung 
eines algebraischen Komplexes z ist dann und nur dann Zyklus, wenn z 
Zyklus ist. 

Denn nach Satz I ist i = 0 gleichbedeutend mit (z')' — 0. 

3. Die zu einer Unterteilung gehôrige Zerspaltung. K' sei Unter- 
teilung des absoluten Komplexes K] die dadurch bewirkten Unter- 
teilungen der Simplexe |yt| von K môgen El heiBen; sie sind Teil- 
komplexe von K'. Aus den Komplexeigenschaften von K folgt, daB 
die El eine Zerspaltung Z von K' gemâB § 1 , Nr. 2, bilden ; wir nennen sie 
die ,,K-Zerspaltung‘‘ von K' ; das Bilden der K-Zerspaltung von K' kann 
man als die Umkehrung des Bildens der Unterteüung K' von K auffassen. 

Die Elemente der K-Zerspaltung sind die Unterteilungen El der 
Simplexe | yt | ; die Oberflâche von El ist die Unterteilung von \ yl\- 
Die K-Zerspaltung ist algebraisch (§ 1, Nr. 4); denn erstens ist El nach 
Kap. IV, § 5, Nr. 12, eine berandete orientierbare Pseudomannigfaltig- 
keit, deren Rand — d. h. der Komplex der singulâren (r — l)-dimensio- 
nalen Seiten — die Unterteilung des Randes von | yt | , also die Ober- 
flâche von El ist; zweitens ist daher (Kap. IV, § 5, Nr. 10) El mono- 
zyklisch bis auf F^ (§ 1, Nr. 4). Das Basiselement XI von El ist (Kap. IV, 
a. a. O.) die Summe der kohârent orientierten Simplexe, also die Unter- 
teilung von yt. 

Da die K-Zerspaltung Z von K' somit eine algebraische Zerspal- 
tung ist, sind die Gruppen U{Z),Z^{Z), H’' {Z), B^(Z) gemâB § 1, Nr. 4 
und 6, definiert. Diese Gruppen stehen offenbar in engstem Zusam- 
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menhang mit den entsprechenden Gruppen von K. Denn die Ele- 
mente von U (Z), also die algebraischen Komplexe der Zerspaltung Z, 
sind ja nichts anderes als die Unterteilungen der algebraischen Kom- 
plexe von K, also der Elemente von U {K), 

Wir behaupten nun, dafi überdies die Elemente von Z’'(Z) mit den 
Unterteilungen der Elemente von Z' {K), und da6 die Elemente von 
H’’ (Z) mit den Unterteilungen der Elemente von H'' (K) identisch sind. 

Beides ergibt sich aber unmittelbar aus unserem Satz I. Denn ein 
algebraischer Komplex z' der Zerspaltung Z ist dann und nur dann 
Elément von Z'^ (Z) , wenn z' Zyklus, wenn also (Nr. 2, Korollar) z Zy- 
klus, d. h. wenn zc. Z'' {K) ist . Ferner : daB z' cz (Z) ist, bedeutet die 
Existenz eines C' c: (Z) mit z' = (C')', also nach Satz I mit z' = [C)'; 

dies ist gleichbedeutend mit z — C , also mit z<^ {K) . 

Die damit bewiesene Tatsache kônnen wir kurz so aussprechen: 
Beim Übergang von K zu der Unterteilung K' gehen die Zyklen und 
Rânder des Komplexes K in die Zyklen und Rânder der K-2^rspaltung 
von K' über. 

Aus dem darin enthaltenen Isomorphismus der Gruppen Z’’ (Z) und 
H’' {Z) mit den Gruppen Z'" {K) bzw. H' {K) ergibt sich der Isomorphis- 
mus der Differenzgruppen; 

(4) B^{Z)^B'{K). 

Der Beweis unseres Hauptsatzes, der ja die Isomorphismen 

B' {K') B^{K) 

behauptet, wird daher geführt sein, sobald wir gezeigt haben, daB 

B^{Z) B^{K') 

ist. Diese Isomorphismen aber sind auf Grund von § 1, Nr. 10, Satz IV, 
sichergesteUt, sobald wir bewiesen haben: Die K-Zerspaltung Z ist 
eine Zellenzerspaltung, oder, was dasselbe ist: Jedes Elément EJ der 
K-Zerspaltung ist simplexartig (Kap. IV, § 6, Nr. 9) bis auf seine Ober- 
flàche Fi- 

Nun besteht die Eigenschaft eines Komplexes E, simplexartig bis 
auf seinen Teilkomplex F zu sein, aus zwei Teilen : erstens daraus, daB 
er monozyklisch bis auf F ist (Kap. IV, § 6, Nr. 6), zweitens daraus, 
daB E relativ zu F die Eigenschaft (j8) besitzt (Kap. IV, § 6, Nr. 8). 

DaB unsere Elemente E’^ den ersten Teil der Eigenschaft besitzen, 
haben wir schon oben gezeigt, als wir bewiesen, daB die K-Zerspaltung 
algebraisch ist; es bleibt also lediglich (/3) nachzuweisen, und hierfür 
genügt es nach Kap. IV, § 6, Nr. 8, zu zeigen: Jedes Elément der K- 
Zerspaltung besitzt in bezug auf seine Oberflàche die Eigenschaft (a). 

4 . Das folgende Lemma (das übrigens nachher durch den Satz VIII 
überholt werden wird) fügt den bisherigen kombinatorisch-algebraischen 
Begriffen und Sâtzen dieses Kapitels in entscheidender Weise eine Eigen- 
schaft des Euklidischen Raumes hinzu. 
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Le mm a. Der Komplex E sei eine simpliziale Zerlegung des kon- 
vexen «-dimensionalen Polyeders E c: f {r -^n — \) sei ein (be- 

randungsfcLhiger) Zyklus von E. Dann gibt es eine Unterteilung E' 
von E mit der Eigenschaft: Die durch E' bewirkte Unterteilung z' 
von z^ berandet in E'. 

Beweis. p sei ein Punkt in E auBerhalb aller Ebenen, die die 
(n — t) -dimensionalen Simplexe von E tragen. Durch p und die Ebenen, 
welche die (n — 2) -dimensionalen Simplexe von E tragen, ziehen wir 
die (« — 1) -dimensionalen Ebenen. Diese Ebenen zusammen mit den- 
jenigen, die die Trâger der (« — 1) -dimensionalen Simplexe von E sind, 
zerlegen Ë in eine endliche Anzahl konvexer Zellen; E' sei eine sim- 
pliziale Unterteilung der so gewonnenen Zerlegung von E in konvexe 
Zellen (vgl. Kap. III, § 2, Nr. 3)- 

E' besitzt die gewünschten Eigenschaften. Denn erstens ist E', wie 
sich aus der Konstruktion ergibt, Unterteilung von E. Zweitens: zu 
jedem Simplex von E {r :=^,n — \) existiert in E' ein Komplex 
der eine Unterteilung des Euklidischen Simplexes ist [dabei ist 

(px') der ,,Keger‘ über x*" mit der Spitze^, vgl. Kap. IV, § 4, Nr. 7]; ist 
z’’ = ^^x', so ist eine Unterteilung des „Kegels‘‘ (/>/) 

— (der selbst aber nicht Komplex in E, sondern im Euklidischen Eck- 
punktbereich ist). Dann ist = z' Unterteüung von f . — Damit 
ist das Lemma bewiesen. 

6. Die Invarianz der Bettischen Gruppen bei Unterteilung. Wir 

kommen jetzt zu dem Hauptsatz: 

Satz IL K' sei eine simpliziale Unterteilung des Euklidischen sim- 
piizialen {endlichen oder unendlichen) Komplexes K. Dann sind K' 
und K vollstàndig homologie-àquivalent, d. h. es bestehen die Isomorphien 

bei beliebigem r und beliebigen Koeffizientenbereichen. 

Beweis^ durch vollstândige Induktion bezüglich der Dimensions- 
zahl n von K. Für « = 0 ist der Satz trivial, da dann K' = K ist; 
er sei für aUe Dimensionen ^ n — f bewiesen. 

Um den Satz für einen «-dimensionalen Komplex K zu beweisen, 
genügt es, wie wir am SchluB von Nr. 3 festgestellt haben, zu zeigen: 
Die Elemente der K-Zerspaltung von K' besitzen relativ zu ihren Ober- 
flachen die Eigenschaft (a) ; wir haben also die folgenden beiden Be- 
hauptungen (ocj) und («2) zu beweisen ; in ihnen hat man unter E* eine 
Unterteilung eines f -dimensionalen Simplexes von K, unter F'~^ die 
dadurch bewirkte Unterteilung des Simplexrandes, unter r eine Zabi 
^« zu verstehen. 

^ Man beachte, daB der noch unbewiesene Satz (kk) aus § 1, Nr. 12 hier 
nicht benutzt wird. 
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(«i): In berandet jeder hôchstens (y — 2)-dimensionale (beran- 
dungsfâhige) Zyklus. 

(«a): In berandet jeder hôchstens (y — l)-dimensionale (beran- 
dungsfëhige) Zyklus. 

Beweisvon (a^). F'~^ ist Unterteilung eines (y — l)-dimensionalen 
Simplexrandes \X'\, und es ist y — • 1 ^ — 1 ; da der Satz II für diese 

Dimensionszahlen y — 1 als bewiesen gilt, ist mit | )c^\ voUstàndig 
homologie-âquivalent ; daraus folgt {ocj) [Kap. IV, § 6, Nr. 1, a]. 

Beweis von {oc^). 2* sei (berandungsfâhiger) Zyklus in P, s ^ y — 1 ; 
nach dem Lemma (Nr. 4 ) gibt es eine Unterteilung E' von P, in 
welcher die durch sie bewirkte Unterteilung z' von z* betandet. Z sei 
die zugehôrige P-Zerspaltung von E' (Nr. 3); sie ist, wie wir wissen 
(Nr. 3), algebraisch; ihreElemente haben ferner die Eigenschaft (y) aus 
Kap. IV, § 6, Nr. 8 : denn auf Grand von («j) berandet für jedes y' ^ y sogar 
jeder hôchstens (y' — 2)-dimensionale (berandungsfâhige) Zyklus in der 
Oberflâche jedes y'-dimensionalen Elementes von Z. Folglich dürfen 
wir auf die Zerspaltung Z und den Zyklus 2' dieser Zerspcdtung den 
Satz Iir (§ 1, Nr. 9) anwenden: aus ihm folgt, daû 2' einen Komplex C 
der Zerspaltung Z berandet. Dies bedeutet nach Nr. 3 : 2® berandet den 
Komplex C, dessen Unterteilung C ist. Es gilt also («2). 

Damit ist der Satz II bewiesen. 

6. Unterteilung von Simplexen. Weitere Folgerungen. Durch den 
Beweis des Satzes II sind wir zugleich zu der folgenden wichtigen Tat- 
sache gelangt: 

Satz III. Die Unterteilung E eines Sitnplexes zusammen mit den 
durch sie bewirkten U nterteilungen der Seiten des Simplexes bilden eine 
kombinatorische Z elle. 

Denn wenn E^ die Unterteilung einer (eigentlichen oder uneigent- 
lichen) Seite des Simplexes ist, so haben wir schon in Nr. 3 gesehen, 
daB Ei bis auf die Oberflâche monozyklisch ist, und im Beweise 
des Satzes II ist das Bestehen der Eigenschaft (a), und damit auch 
der Eigenschaft (/ 3 ) (Kap. IV, § 6, Nr. 8) für Ei und Fi gezeigt 
worden. 

Da somit die Bausteine der zu der Unterteilung K' von K gehôrigen 
P-Zerspaltung Z Zellen sind, dürfen wir die Sâtze I, II imd III des § 1 
auf Z anwenden ; berücksichtigen wir dabei die in Nr. 3 (§ 2) festgestellte 
Beziehung zwischen den Zyklen und Homologien der Zerspaltung Z 
einerseits, den Zyklen und Homologien in K andererseits, sowie den 
Satz I und sein Korollar in Nr. 2, so erhalten wir die folgenden Sâtze: 

Satz IV. K sei r-dimensional, K' Unterteilung von K, z^ einr-dimen- 
sionaler Zyklus in K'. Dann ist 2j die Unterteilung eines Zyklus von K. 

Satz V. Zu jedem Zyklus der Unterteilung K' von K gibt es 
einen Zyklus 2 in K, dessen durch K' bewirkte Unterteilung z' homolog 
mit 2j in K' ist. 


17 * 



260 


VI. Zerspaltungen und Unterteilungen von Komplexen. 


Satz VI. Die durch die Unterteilung K' von K hewirkte Unterteilung z' 
des Zyklus z von K berandet dann und nur dann in K', wenn z in K 
herandet. 

Ferner machen wir zu dem ,,Korollar“ in Nr. 2 den folgenden Zusatz: 

Satz VII. Die durch die Unterteilung K' von K bewirkte Unter- 
teilung z' des Zyklus z ist Zyklus 1. oder 2. Art in K', je nachdem z von 
der 1. oder 2. Art in K ist (vgl. Kap. V, § 3)- 

Beweis. Ist z von der 1. Art, so gibt es ganzzahlige Zyklen z^ in K 
mit z = ^fZi; dann ist z' — wobei z\ die Unterteilung von z^ ist, 

und da die z\ ganzzahlige Zyklen sind, ist auch z' von der 1. Art. — 
Jetzt sei z' von der t. Art; dann gibt es ganzzahlige Zyklen yi<^K' 
mit z' —^fyi', nach Satz V gibt es zu jedem y^ einen ganzzahligen 
Zyklus ZicK, dessen Unterteilung zl homolog mit ist; dann ist 
z! c^^t*z'i » ^so nach Satz VI: zo-^^fz^ in ÜC; da Zyklus 

1. Art ist, ist daher (Kap. V, § Nr. 2) auch z von der 1. Art. — 

SchlieBlich heben wir noch das folgende KoroUar unseres Satzes II 
hervor und bedienen uns dabei des in Nr. 1 eingeführten Begriffes der 
kombinatorischen Verwandtschaft : 

Satz II'. Kombinatorisch verwandte endliche Komplexe haben die 
gleiche Eulersche Charakteristik. 

7. Zellenhüllen undZelIenrânder^. Wirwerden jetzt dieLücke aus- 
füUen, die im § 1, Nr. 12 offen geblieben war; die dortigen Sâtze (e) 
und (f) sind mit den nachstehenden VIII und IX identisch*. Wir ver- 
allgemeinern zunâchst den Satz III: 

Satz VIII. E sei eine Simplizialzerlegung des konvexen n-dimensio- 
nalen Polyeders Ë a R’^, d. h. eine simpliziale Zellenhülle. Dann berandet 
jeder {berandungsfàhige) Zyklus in E, mit anderen Worten: E ist ein H- 
Simplex^. 

Beweis. Nach Kap. IV, § 5, Nr. 12 gibt es keinen von Null verschiede- 
nen «-dimensionalen Zyklus in £. Es sei s ^ w — 1 ; ist z’ ein berandungs- 
fâhiger Zyklus in E. so gibt es nach dem Lemma (Nr. 4) eine Unter- 
teilung E' von E, in welcher die durch sie bewirkte Unterteilung z' 
von 2 * berandet. Aus Satz V folgt, daB 2 * in E berandet. 

Bemerkung. Im Satz VIII darf E unendlich, also z. B. die nach 
dem Rungeschen Satz (Kap. III, § 3) existierende simpliziale Zerlegung 
eines konvexen Gebietes sein. 

Satz IX. F sei eine Simplizialzerlegung des Randes einer n-dimensio- 
nalen konvexen Zelle des R”, d. h. ein simplizialer {n — \)-dimensionaler 
Zellenrand. Dann ist F eine 


1 Vgl. Kap. III, § 1, Nr. 2. 

* Wir betonen nochmals: der a. a. O. unbewiesen gebliebene Satz (kk) diente 
lediglich zur Bildung von Beispielen; insbesondere ist er bei keinem Beweis 
im gegenwârtigen Paragraphen benutzt worden. 

» Vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 5. * Vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 7. 
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Beweis. j!> sei innerer Punkt von E, iC" sei ein beliebiges Simplex 
des iî", welches p im Innem enthâlt. Man ziehe die (« — l)-dimensio- 
nalen Ebenen, die von p und denjenigen (w — 2)-dimensionalen Ebenen 
aufgespannt werden, welche (« — 2)-dimensionale Seiten von F tragen; 
diese (« — l)-dimensionalen Ebenen, zusammen mit den (« — 2)-dimen- 
sionalen Seiten von [x”! zerlegen in konvexe Zellen; von dieser 
Zerlegung stellen wir eine simpliziale Unterteilung F' her (Kap. III, § 2). 
F' ist einerseits Unterteilung von j | , andererseits offenbar mit einer 
Unterteilung von F isomorph; folglich sind ji”| und F kombinatorisch 
verwandt; und daher nach dem Hauptsatz (Satz II) vollstândig homo- 
logie-âquivalent. — 

8. Fortsetzungen eines Komplexes. Zum SchluB führen wir noch 
den Begriff der ,,Fortsetzung“ in Verallgemeinerung des Begriffes der 
Unterteilung ein. Er wird uns insbesondere bei dem Aufbau der allge- 
meinen Dimensionstheorie gute Dienste leisten. 

Eine Unterteilung besteht im Grunde darin, daB man jedes Sim- 
plex \yl\ des Komplexes durch einen neuen Komplex ersetzt, 
wobei zwei Bedingungen erfüllt sein müssen: erstens, daB die |Zj| 
untereinander ebenso zusammenhangen, wie es die tun, zweitens, 
daû das Polyeder X’j^ mit dem r-dimensionalen Simplex homôomorph ist. 

Nun ist unter Umstânden die zweite Bedingung überflüssig, ja sogar 
stôrend: man muB imstande sein, von zu einem Komplex K über- 
zugehen, der sich aus gewissen Teilkomplexen (die nicht mit Simplexen 
homôomorph zu sein brauchen) ebenso zusammensetzt wie aus seinen 
Simplexen. Solche Betrachtungen führen zu der folgenden 

Définition^. Zwei Eckpunktbereiche E, E* und ein Koeffizienten- 
bereich seien gegeben; C sei ein Komplex in E ; jedem Grund- 

oder Nebensimplex Xj von j C ( sei ein zu E* gehôriger homogen-dimen- 
sionaler algebraischer Komplex XJ- — zugeordnet, so daB die 
folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind: 

1) Jeder ist ein Eckpunkt von E*. 

2) Aus foigt ^ 

Dann heiBt C* =^^*X{ — ^ ( ^ ^*4) xï. eine ,,Fortsetzung“ von C. 

k i 

Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI. 

Zusâtze; Beispiele; Aufgaben. 

Dieser Anhang soll in erster Linie Beispiele ftir die Untersuchung Betti> 
scher Gruppen liefern; auf manche dieser Beispiele werden wir spâter zurtick- 
greifen (insbesondere im Kap. VII, §1). AuÛerdem werden einige Ergânzungen zu 
früheren Stellen (Kap. IV, § 6; Kap. VI, § l) gegeben. Die Durchftihrung der 
meisten Einzelheiten wird nur angedeutet und bleibt zum Teil dem l.eser in Ge- 
stalt von Aufgaben überlassen. 

^ Wir geben die Définition hier nur für algebraische Komplexe; die absoluten 
Komplexe ordnen sich in diese Définition als Komplexe mod 2 ein. 
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Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI, 


1. Die Bettischen Gruppen simplexartiger Komplexe (vgl. Kap. IV, § 6 , Nr. 9 ). 
K sei ein w-dimensionaler Komplex, der simplexartig bis auf seinen [hôchstens 
(w — l)-dimensionalen] Teilkomplex k ist; das n-dimensionale Basiselement 
(Kap. IV, § 6, Nr. 6) heiûe X, Ein beliebiger Koeffizientenbereich 3 sei fest zugrunde 
gelegt. Unter und {tX} verstehen wir die Gruppen aller Komplexe tX bzw. 
tX mit beliebigen tCL^, 

Behauptung: 

( 1 ) ■ i\XTy*sn — 2) 

(2) B^-'^(K)^Z^-^(k) - {tX}\ 
sowie entweder — ,,Faîl a“ : -V 4= O und 

(3 a) 

Oder — ,,Fall 6“ X — O und 

(3b) B^K)^{tX}^^. 

Beweis. Es sei r^n — \\ jeder r-dimensionalen Homologieklasse von k 
ordnen wir die sie enthaltende Homologieklasse von K zu; das ist eine homo- 
morphe Abbildung von (k) in B^(K). Es ist sogar eine Abbildung auf B^(K)', 
denn zu jedem Zyklus von K gibt es (da K simplexartig bis auf k ist) einen Zyklus 
von k mit ^ (in K) . Der Kern des Homomorphismus besteht aus den- 
jenigen Zyklen q'" von k, die cndq in A" sind, zu denen es also einen Komplex C’'+^ 
in K mit gibt. 

Ist r £ w — 2 , so gibt es (da Relativzyklus und K simplexartig bis auf k 
ist) Komplexe D^^^CZK, Q^-^^CZk mit C'-+i = l3’’+2 4. Qr+\ also: q^ = 0^+^ c>o 0 
in k; folglich ist der Kem Null, und es gilt (1). 

Ist r — n — \ , so ist = C” — tX, q'‘ — q^~^ — tX\ daher gilt (2). 

Aile Zyklen z** in K sind Relativzyklen bis auf k, also von der Form tX; ist 
X 4 O, so folgt aus i** ~ 0: / = 0, 0; folglich gilt (3a). Ist À = 0, so bilden 

aile z^ die Gruppe {tX}\ folglich gilt (3 b). 

Bemerkung zu (2). Im Fall a ist 

(2a) 

im Fall b ist 
(2b) 

Z usât Z. Für r :n — 2 ist jede r-dimensionale Homologiebasis von k auch 
Homologiebasis von K. 

2. Aufgabe. K sei r-dimensional und simplexartig bis auf k] man beweise: 
zwischen den Eulerschen Charakteristiken besteht die Beziehung 

X(K) ^X(k) = (-1)^ 

Man leite hieraus für die allgemeine Euler-Poincarésche Formel (Kap. VI, § 1, Nr. 11) 
einen zweiten Beweis her, ohne Benutzung der Sàtze II, III, IV des Kap. VI, § 1 . 
(Anleitung: K sei ein Elément der Zerspaliung, k die Oberf lâche von K.) 

8 . Konstruktion neuer Komplexe durch Eckpunkt-ldentifizierungen an einem 
gegebenen Komplex. Aq und K seien zwei Komplexe; / sei eine simpliziale Ab- 
bildung von Kq auf K. Durch / wird eine Einteilung der Menge aller Eckpunkte 
von Aq in Klassen bewirkt: zwei Eckpunkte Ci, gehôren zu einer Klasse, wenn 
f(e) = f(ej) ist. Diese Klassen sind den Eckpunkten von A eineindeutig zu- 
geordnet. Dabei sind Klassen 51 'q, Sl|, ..., S,, dann und nur dann den Eck- 
punkten eines Simplexes von A zugeordnet, wenn es Eckpunkte 
^ = 0,1, . . ., y gibt, welche ein Simplex von Aq bilden. 

Umgekehrt : Gegeben seien Aq und eine beliebige Klasseneinteilung der Eck- 
punkte von Aq; die Menge dieser Klassen e[, 4, ... wird zu einem Eckpunkt- 


{IX} 

{tX} - 0. 



ZusSttze; Beispiele; Aufgaben. 


263 


bereich durch die Festsetzung : ein System von Klassen . . . , ist ein 

Gertist, wenn man aus jeder dieser Klassen je einen Eckpunkt so 

auswàhlen kann, dafi diese ein Gertist des Eckpunktbereiches von Kq bilden; 
offenbar bilden die Simplexe des Eckpunktbereiches der e\ einen Komplex K, 
Indem man jedem Eckpunkt e von Kq die ihn enthaltende Klasse /(e) = e' zu- 
ordnet, wird Kq durch / simplizial auf K abgebildet. 

Wir sagen: K ist aus Kq dadurch entstanden, daB man sâmtliche Eckpunkte 
in jeder der vorgegebenen Klassen miteinander identifiziert hat. f heiBt die zu 
dieser Eckpunkt- Identifizierung gehôrige simpliziale Abbildungi. 

Wir werden in den nachfolgenden Beispielen Eckpunkt-Identifizierungen einer 
speziellen Art betrachten: Hq sei ein echter Teilkomplex von Kq mit der folgenden 
Eigenschaft : wenn aile Eckpunkte eines Simplexes | x | von Kq zu Uq gehôren, 
so gehôrt \x \ zu ^^.8 Eine Eckpunkt-Identifizierung von Kq heiBt „isomorph bis 
auf kQ*, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften hat: 1) Jeder nicht zu Hq 
gehôrige Eckpunkt von Kq bildet eine Klasse für sich (er wird also mit keinem 
anderen Eckpunkt identifiziert); 2) wenn die Eckpunkte Ci, Cj von Aq auf einem 
Simplex oder auf solchen Simplexen von Kq liegen, welche einen nicht zu Hq ge- 
hôrigen Eckpunkt gemeinsam haben, so gehôren sie nicht zu einer Klasse [aus 
1) und 2) folgt: sind \x\ und \y\ voneinander verschiedene Simplexe von Kq, die 
nicht zu gehôren, so ist f{\x I) + /(lyl)]. 

4 . Aufgabe (vgl. Kap. VI, § i, Nr. 13). Kq sei simplexartig bis auf Aq; K 
sei aus Kq durch eine Eckpunkt-Identifizierung entstanden, die isomorph bis auf 
Aq ist. Man zeige: K ist simplexartig bis auf A = /(A^), wobei/die zu der Identi- 
fizierung gehôrige simpliziale Abbildung ist. 

5 . Rand-Identifizierungen an einer konvexen Zelle. Von nun an ist Kq immer 
eine Simplizialzerlegung einer w-dimensionalen konvexen Zelle, Aq die zugehôrige 
Simplizialzerlegung des Randes. Wir wissen (Kap.VI, § l , Nr. 12) : Kq ist simplexartig 
bis auf Afl . Der algebraische Komplex ATq sei Représentant einer Orifntierung von Kq 
(Kap. IV, § 5). Eine Eckpunkt-Identifizierung von Kq, die isomorph bis auf Aoist, 
nennen wir eine ,,Rand-Identifizierung‘' von Kq, Es entsteht ein Komplex K, auf 
den Kq durch die zugehôrige Abbildung / simplizial abgebildet ist. Zuweilen sagt 
man : Dadurch, daB man K ,,lângs dem Komplex A = / (Aq) aufschneidet", wird K in 
eine konvexe Zelle — nàmlich Kq — verwandelt. 

Man beachte übrigens immer: Die Identifizierung zweier Eckpunkte 
von Aq ist gemâB Nr. 3 nur dann ,,zulàssig‘\ wenn und ej nicht auf demselben 
Simplex und auch nicht auf solchen Simplexen von Kq liegen, die einen nicht zu Aq 
gehôrigen gemeinsamen Eckpunkt besitzen. 

Nach Nr. 4 ist K simplexartig bis auf A = / (Aq), Das w-dimensionale Basis- 
element von K bis auf A ist AT = /(ATq) . GemâB Nr. 1 ist die Bestimmung der 
Bettischen Gruppen von K auf die Bestimmung der Bettischen Gruppen von A 
zurückgeführt: es gelten zunâchst in jedem Falle die Isomorphismen (1); weiter 
unterscheiden wir die Fàlle a und b aus Nr. 1 : 

X^f(XQ) +0, 

Fall a: B^-^K) (A) - {tX} und {tX} 3, 

B-{K)= 0 ; 

X^f(XQ) = 0, 

Fall h: ' 

B^K) = {tX) ^ 3. 

^ Man vgl. hiermit den Zusammenhang zwischen stetigen Abbildungen und 
Zerlegungen eines topologischen Raumes (Kap. I, § 5). 

8 Vgl. S. 250, besonders FuBnote 1. 
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6. Die regulâr zusammenhângenden Komplexe. Aufgabe. Man beweise: 
Ein Komplex K kann dann und nur dann durch Rand-Identifizierung ans einer 
konvexen Zelle erzeugt werden, wenn er regulâr zusammenhângend ist. (An- 
leitung: Daû jeder gemâfî Nr. S konstruierte Komplex K regulâr zusammen- 
hângend ist, ist klar; die Umkehrung beweise man durch vollstândige Induktion 
bezüglich der Anzahl der tî-dimensionalen Simplexe.) 

Aufgabe. Es sei (in der Bezeichnung von Nr. 5) Xq wobei \xî~^\ 

die Simplexe von /îq sind; man zeiget dann und nur dann ist der durch Rand- 
Identifizierung entstandene regulâr zusammenhângende Komplex K nicht orien- 
tierbar (Kap. IV, § 5), wenn es zwei Simplexe Xj"^ {i ^ j) mit 

0 =t= /(^“‘‘) = + /(^"~’) für A+ i, i 

gibt. (/ ist immer die zu der Identifizierung gehôrige Abbildung.) 

7. Der (reelle) n-dimensionale projektive Raum P" wird folgendermaûen defi- 

niert: Seine Punkte sind die Verhâltnisse reeller Zahlen x^ \ x-^ \ , . x^ unter Aus- 
schlufi von 0: 0: ... : O; um in der Menge dieser Verhâltnisse eine topologische 
Zuordnung zu erklâren, fassen wir daneben x^, x^, . . . , x^ als Cartesische Koordi- 
naten im auf, verstehen weiter unter den Raum, der aus durch 

Tilgung des Punktes (0, 0, . . O) entsteht, bilden dadurch auf die Menge P" 

ab, dafi wir dem Punkt (xq, x^^, . . . , x^) C den Punkt Xq : x^ : . . . : x^ von P” 
zuordnen, und setzen fest: Eine Teilmenge von P” ist abgeschlossen, wenn ihre 
Originalmenge im abgeschlossen ist. Man überzeuge sich davon, daû da- 

durch P" ein kompakter topologischer Raum wird — und sogar eine geschlossene 
w-dimensionale Mannigfaltigkeit (vgl. Kap. X, § 3, Nr. 9). 

n 

Zwischen P” und der im durch ^Xf = i gegebenen Sphâre S” besteht 

i-O 

offenbar die fdtgende Beziehung: Durch die soeben betrachtete Abbildung von 
Pj"^^ auf P" wird S" einzweideutig so auf P” abgebildet, daÛ zwei Punkte von 
dann und nur dann denselben Bildpunkt haben, wenn sie zueinander diamétral 
gelegen sind. Damit sind die folgenden Aussagen gerechtfertigt : ,, P” entsteht 
aus S* durch Identifizierung von je zwei Diametralpunkten", und: ,,P” ist der 
Menge der Diametralpunktpaare der 5" homôomorph". — Diese Darstellung 
von nennen wir das ,,erste Modell" von P”. 

Weiter ergibt sich, wenn man berücksichtigt, daû jeder Punkt von P" bereits 
auf jeder Halbkugel von 5” einen Originalpunkt besitzt: Verstehen wir unter 
die durch Xg ^ 0 gegebene Hàlfte von 5“, so ist P" homôomorph mit dem Raume, 
der aus i/** entsteht, wenn man je zwei Diametralpunkte auf der durch Xq — 0 
gegebenen Aquatorsphàre von P" miteinander identifiziert. Die senkrechte 
Projektion von auf die Ebene Xg = 0 ist eine topologische Abbildung auf die 

n 

Vollkugel K”, die durch Xg = 0, 1 gegeben ist, und dabei bleibt jeder 

Punkt von fest. Daraus ergibt sich das ,,zweite Modell" von P”: Der pro- 
jektive Raum P” ist homôomorph dem Raum, der aus einer Vollkugel V” durch 
Identifizierung von je zwei zueinander diametralen Punkten der Randkugel 
entsteht. Dabei stellt 5”“^ mit dieser Identifizierung ein ,,erstes Modell" eines 
p"“i dar. [Dieser entspricht, wie man sich leicht überlegt, einer 

dimensionalen Ebene in dem durch das ,,zweite Modell" dargestellten projektiven 
Raum P*.] 

Aus diesen beiden ,,topologischen" Modellen von P"* ergeben sich die folgen- 
den beiden ,,kombinatorischen" Modelle der Simplizialzerlegungen P” von P**: 

Erstes Modell: Kg sei der Randkomplex einer («-|- i)-dimensionalen konvexen 
Zelle des P”+^ die symmetrisch in bezug auf den Punkt 0 des P”+^ ist; P" = P 
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éntsteht aus Kq, indem man je zwei Eckpunkte von Kq, die symmetrisch in bezug 
auf O liegen, miteinander identifiziert (gemâû Nr. 3)- 

Zweites Modell: sei eine Simplizialzerlegung einer «-dimensionalen Zelle 

des i?"; der Randkomplex von Kq sei symmetrisch in bezug aui den Punkt O 
des i?” und habe überdies die Eigenschaft: Zwei Eckpunkte von k^, die symme- 
trisch bezüglich Null liegen, gehôren niemals Simplexen von Kq an, die einen 
Eckpunkt gemeinsam haben. Dann entsteht K — (gemâü Nr. 5) aus Kq, in- 
dem man je zwei, bezüglich Null symmetrische, Punkte von Uq miteinander 
identifiziert. 


Behauptung: 


(4a) 

K(n = 0. 

wenn r gerade und 0 d v < n, 

(4b) 


wenn r ungerade und 0 < r < n 

(5 a) 

Bl(P’‘) = 0 , 

wenn n gerade, 

(5 b) 

BKP") « 

wenn n ungerade. 


Beweisandeutung, Vollstandige Induktion bezüglich m. ist ein einfach 
geschlossenes Polygon, die Behauptung ist richtig. Sie sei lür n — \ bewiesen. 
Für P" legen wir das ,,zweite Modell'* zugrunde; dabei ist Hq mit der vorgeschriebe- 
nen Identifizierung ein ..erstes Modell" eines folglich ist (in der Bezeich- 

nungsweise von Nr. 5) ^ = P”~^. Dann folgen die Behauptungen (4a), (4b) für 
y n ~~ 2 unmittelbar aus Nr. 5 und unserer Induktionsvoraussetzung. Um (4a), 
(4b) für f — M — 1 sowie (5 a), (5b) zu beweisen, genügt es nach Nr. 5 (und in 
der dortigen Bezeichnungsweise), zu zeigen: 

(6a) /(^o) wenn n ungerade, 

(6b) /(-^o) —22”“^, wenn n gerade, 

wobei Basiselement der Zyklengruppe 2”''^(P”'^) ist. Die Richtigkeit von 
{6 a) und (6b) aber ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Tatsache, die man 
leicht bestatigt; Sind und bezüglich des Nullpunktes symmetrische 

Simplexe von \Kq\, die in mit positivem Zcichen auftreten, .so ist f 
~ /(y"“^) oder = — /(y” ' *), je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Zusatz 1. Die Bettischen Zahlen sind 

po (P") = 1 , pr (P«) ===0 für 0 < r < n , 

p^(P^) == 0 für gerades n, /?"(P”) = 1 für ungerades n. 

Die Charakteristik ist also 

^(P»») = i für gerades n, 

^(P**) = 0 für ungerades n, 

Zusatz 2. P” ist eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit, und zwar orien- 
tierbar für ungerades n, nicht orientierbar für gerades n, 

Aufgabe. Man beweise, daB für aile r und n (0 gn ^ ^ w) 

^ ®2 

ist. [Zwei Beweismôglichkeiten : 1) durch einen analogen Induktion sschlulî wie 
oben, indem man @2 @ zugrunde legt; 2) unter Benutzung der bereits er- 

mittelten Gruppen B® (P") mit den Methoden von Kap. V, §4.] 
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8. Die pseudoprojektiven Ràume. m^2 sei gegeben; sei Simplizialzer- 
legung einer n -dimension alen konvexen Zelle im Cartesischen {x^y ^2) ^ • •, ^»)- 
Raum JR’* (n ^ 2) mit folgender Symmetrie-Eigenschaft : Kq gebt bei den Be- 
wegungen 


x[ = cos • 2 jrj - sin . 2:rzj x ^ , 
x’i = sin • 2;ij Xi + . 


(a = 1. 2, . ... m) 


»i = 


(*S3) 


in sich ûber. Man identifiziere je zwei Eckpunkte des Randkomplexes Hq, von 
denen der eine durch eine solche Bewegung in den anderen übergeführt wird; 
(dabei setzen wir voraus, dafi diese Identifizierungen im Sinne von Nr. 5 „zu- 
là.ssig‘* sind). Es entsteht ein Komplex K = P” ; wir nennen PjJ, einen ,, pseudo- 
projektiven Raum*'. 

Behauptung: . . 

(Pfn) ==0 für + 1, 


Beweisandeutung. Die Behauptung folgt ans Nr. 5, sobald gezeigt ist: 
1) ^ ist dem Simplexrand homologie-àquivalent ; 2) ist Basiselement der 
Zyklengruppe so ist fi^^) = Die Richtigkeit von 2) liegt auf der 

Hand, sobald l) bewiesen ist. 1) lâBt sich verschâ,rf en zu t'): k ist mit ji:") kombi- 
natorisch verwandt (Kap. VI, §2» Nr. l). Die Richtigkeit von V) ist klar Itir 
« = 2 und kann für die hôheren n durch vollstândige Induktion bewiesen werden. 

Zusatz 1. PJ ist eine nicht orientierbare, geschlossene Pseudomannigfaltig- 
keit; PJ ist die projektive Ebene P^; das Analoge gilt nicht für andere n. 

Zusatz 2. Hat X dieselbe Bedeutung wie in Nr. 5 (für K = P^)» so ist XmiX) 
ein %-dimensionaler Zyklus 2. Art modw (Kap. V, § 3). Somit ist die Existenz 
dieser Zyklen bei heliebigen m und n n^2) bewiesen. 

9 . Komplexe mit willkürlich vorgeschriebenen ganzzahligen Bettischen Grup- 

pen. P®, seien Abelsche Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden; 

sie sind nur den folgenden Bedingungen unterworfen: 1) B® und JB" enthalten 
kein Elément endlicher Ordnung (auÛer dem Nullelement) ; 2) B® ist nicht Null 
(wâhrend für i die Nullgruppe sein darf). 

Aufgabe, Man konstruiere einen n-dimensionalen Komplex K mit 

Bjj (B) « B’’ für r = 0, 1, n, 

(Andeutung : Jede Gruppe B’' ist direkte Summe zyklischer Gruppen ; man benutze 
diese Tatsache und baue unter Beachtung von Kap. V, § 1, Nr. 3, K aus Simplex- 
ründern und pseudoprojektiven Rüumen auf.) 

Zusàtzliche Aufgabe. Man konstruiere K sogar als homogen iV-dimen.sio- 
nalen Komplex, wobei N gegeben ist. (Anleitung: Man konstruiere zuerst K 
als LÔsung der ursprünglichen Aufgabe; dann setze man an jedes t'-dimensionale 
Simplex \x^\ von K mit r <, N, das auf keinem hôherdimensionalen Simplex liegt, 
in geeigneter Weise ein V-dimensionales Simplex \y^\ an.) 

Folgerung. Zwischen den Bettischen Gruppen der verschiedenen Dimensionen 
besiehen keine Beziehungen, welche für beîiehige Komplexe Gültigkeit hâtien, auck 
nicht bei Beschrànkung auf homogen-dimensionale Komplexe. 

10 . Zweidimensionale regulàr zusammenhangende Komplexe: insbesondere: 

die geschlossenen Flâchen. sei eine Simplizialzerlegung einer ebenen konvexen 
Zelle: der Randkomplex sei durch N seiner Eckpunkte «3,52* • • 1 (jV ^ 2 ) 
in die einfachen Streckenzüge \^n\ geteilt, so dafi |s<| die End- 

punkte Zi und $4^1 hat = Diese Einteilung habe die folgenden Eigen- 
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schaften: 1) Aile |s<| haben die gleiche Anzahl von Eckpunkten (die Anzahl aller 
Ecken von ist also durch N teilbar), 2) zwei Eckpunkte sowie zwei Eck- 
punkte von die innere Punkte verschiedener Streckenztige |s<| sind, liegen 
niemals auf einem Dreieck oder auf Dreiecken von Kq mit einer nicht zu ge- 
hôrigen gemeihsamen Ecke^. Ans diesen Eigenschaften folgt: Es gibt, bei be- 
liebigen i, j, eine Randidentifizierung von gemâû Nr. 5, bei der / eine iso- 
morphe Abbildung von |5<| und |5^| mit /(|5f|) = /(|5y|) ist; femer gibt es bei 
beliebigen i , j eine Randidentifizierung mit / = / (Cj) . Wir betrachten im 

folgenden nur solche Randidentifizierungen von K^, die durch mehrere Identi- 
fizierungen der beiden eben genannten Arten — also durch Identifiziening ge- 
wisser |s<| sowie gewisser — entstehen. Auf diese Weise kann man, wie man 
im AnschluÛ an Nr. 6 leicht erkennt, eine Unterteilung jedes vorgegebenen zwei- 
dimensionalen regulâr zusammenhângenden Komplexes erzeugen. (Bemerkung: 
DaI3 jeder \si\ nur aus einer einzigen Strecke besteht, ist durch die Bedingung 
ausgeschlossen, daû verschiedene et niemals auf einem Dreieck liegen.) 

Eine Identifizierung, wie wir sie betrachten wollen, làût sich immer durch 
cinige symbolische Gleichungen der folgenden Gestalt vollstândig beschreiben: 


(7) 

Oder 

N == 2; 

= —s^ (Abb. 19); 

(8) 

oder 

N = 2; 

Sj =: —$ 2 '; = ^2»' 

(9) 

oder 

iV = 2; 

= Sj*. 

(10) 

oder 

iV = 4; 

= --Sgl S 2 — — 5^; 

(11) 

oder 

iV = 4; 

<52 = 5^; 

(12) 

iV = 6; 

Si = — S 2 = Sgi S 4 — 


(Abb. 20) . 


Dabei sind die Vorzeichen so zu verstehen: Die Sf sind orientierte Komplexe mit 
-^0 “ (-^0 Nr. 5 erklârt) ; die Gleichungen 5^ = —Sg = usw. bedeuten: 



Abb. 19. 


Abb. 20. 


Bei der zu der Identifizierung gehôrigen Abbildung / von Kq auf den neu ent- 
stehenden Komplex K ist /(s^) = — /(sg) — /(5g) usw. Identifizierungen von Eck- 
punkten Ci, die bereits durch Identifizierungen gewisser |s^| bedingt sind, brauchen 
nicht besonders aufgeführt zu werden. 

Man bestâtige: Die durch (7), (9), (to), (11) erzeugten Komplexe K sind Sim- 
plizialzerlegungen von Kugel, projektiver Ebene, Torus, Kleinschem Schlauch; 
ist K der durch (8) gegebene Komplex, so ist K einer Kugelflàche homôomorph, 


1 Vgl. Abb. 19 (iV = 2). 
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auf der man zwei Punkte miteinander identifiziert hat (was sich im i?® leicht aus- 
führen lâût), oder, was dasselbe ist, einer Torusflâche, auf der man einen Meri- 
diankreis in einen Punkt zusammengeschnürt hat. 

Aus derartigen symbolischen Gleichungen wie (7) bis (12) lassen sich nun mit 
Hilfe von Nr. 5 leicht die Bettischen Gruppen der erzeugten Komplexe K er- 
mitteln. Wir werden dies jetzt für eine besonders einfache und wichtige Kategorie 
von Fâllen — darunter (8), (9), (10), (11) — durchführen; der Leser behandle 
selbst den Fall (12) (vgl. Nr. 14). 

Wir machen folgende speziellen Annahmen: 1) sàmtliche Ci werden miteinander 
identifiziert (also — e^) \ 2) N ist gerade, N = 2q, die 1 5^ | sind in q Paare 

zusammengefaût, die beiden |5<| jedes Paares werden miteinander identifiziert 
(es gelten also q Gleichungen Si — wobei |s, |, |5y| einem Paar angehôren) ; 

andere Identifizierungen werden nicht vorgenommen. Der dadurch erzeugte 
Komplex K ist offenbar eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit. 

Unter den q Identifizierungen 5^ = ±5^- seien a Identifizierungen ,,ungleich- 
sinnig", d. h. von der Form 5^ ~ und h Identifizierungen ,,gleichsinnig“, 

d. h. von der Form Si ~ Sj (a b — q) . 

Der Komplex k (Nr. 5) besteht aus q einfach geschlossenen Polygonen \s{\, 

. . ., |Sa|, dabei sind die |Si| bzw. \sj^\ durch die ungleich- bzw. 

gleichsinnigen Identifizierungen der |s, | entstanden; aile diese \s'\ und \s'/\ haben 
einen gemeinsamen Eckpunkt e' und sind im übrigen zueinander fremd. 

Offenbar ist p^(k) — q und B(ÿ^(k) die freie Gruppe von q Erzeugenden. Ferner 
ist 

A'o = + . . • + 5^-, X = f(X,) = ±2(5^ + • • • + 5'/). 

Daher folgt zunàchst aus Nr. 5: 

Wenn aile Identifizierungen der ,,ungleichsinnig“ sind, (a — q, b = 0) , so 
ist P^(K) — q =: , B^(K) die freie Gruppe von q Erzeugenden und p^(K) — 1; 

K ist eine geschlossene orientierbare Pseudomannigfaltigkeit. 

Wenn 6^1 ist, so führen wir in der Gruppe Z]^{k) , in der ja die sJ, . . ., s^, 
s'(, . . ., sJ' eine Basis bilden, eine neue Basis ein, indem wir s'^ durch 
5 * = sJ' 4- . . • -j- s'b ersetzen; dann ist X — 2s*, und aus Nr. 5 folgt: 

Wenn unter den Identifizierungen der s,- wenigstens eine ,,gleichsinnig'* ist {b ^ 1) , 
so ist p'^(K) = i = JV— 1, Bl^(K) direkte Summe einer freien Gruppe von 
q — \ Erzeugenden und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2; es ist p^(K) — 0; 
K ist eine geschlossene nicht orientierbare Pseudomannigfaltigkeit. 

In jedem Fall, ob es gleichsinnige Identifizierungen gibt oder nicht, ist die Cha- 
rakteristik x(^) — 2 — q = 2 — \N. 

Wir wenden diese Ergebnisse auf die Untersuchung der ,, geschlossenen Flâchen", 
d. h. der zweidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten (Einl. § 1, Nr. 14) 
an; dafür, daÛ ein zweidimensionaler Komplex K eine simpliziale Zerlegung einer 
geschlossenen Flâche ist, ist offenbar hinreichend : er ist eine geschlossene Pseudo- 
mannigfaltigkeit mit folgender Eigenschaft: die Dreiecke, die den kombinatori- 
schen Stem eines Eckpunktes (Kap. III, § 1, Nr. 7) bilden, lassen sich zyklisch 
so anordnen, daû jedes Dreieck mit dem folgenden eine gemeinsame Kante 
besitzt. (Umgekehrt ist jede Simplizialzerlegung einer geschlossenen Flâche 
eine Pseudomannigfaltigkeit mit der genannten Eigenschaft; wir gehen hierauf 
aber nicht ein.) 

Man bestâtigt nun leicht: 

I) Ist N = 4/>, und sind die Identifizierungen durch 

Si —— t = 1 und î = 2 mod 4 

gegeben, so ist K die Simplizialzerlegung einer geschlossenen F lâche; K ist orien- 
tierbar; p^(K) = 2p: die Torsions gruppe T^(K) ist leer. 
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II) Ist N = 2q, und sind die Identifizierungen durch 
s^ = Si^i für i = \ mod2 

gegehen, so ist K ehenfalîs die Simplizialzerlegung einer geschlossenen Flüche; K ist 
nicht orientierhar : P'^(K) = q — 1; die Torsionsgruppe T^(K) ist zyklisch von der 
Ordnung 2 . 

Die un ter I genannte Zabi p nennt man das ,,Geschlecht" der betreffenden 
Flâche; unter einer (orientierbaren geschlossenen) Flàche vom Geschlecht Null 
versteht man eine mit der Kugel homôomorphe Flâche. Somit haben wir für 
jede der Zahlen 

/) = O, 1, 2, 3, . . . 

eine geschlossene orientierhare'^ Flàche gefunden; die 
zugehôrigen eindimensionalen Beitischen Zahlen sind 

p'^(K) = = O. 2, 4, 6, . . 

die Charakteristiken 

^(K) = 2 - 2/> = 2, 0, -2, -4. . . . 

(Abb. 21 ; P = 2). 

Ebenso ist ans II ersichtlich: Wir haben für jede 
der Zahlen 

^ = 1, 2, 3. 4, . . . 

eine geschlossene nicht orientierbare^ Flàche gefunden; 
die zugehôrigen Beitischen Zahlen sind 

p'^iK) ^ - 1 = 0, 1, 2, 3, . . 
die Charakteristiken 

;^(A’) 2 - ^ = 1, 0, -1, -2, . . . 

(Abb. 22] q ~ 3)- 

Der Hauptsatz der T apologie der geschlossenen Flà- 
chen laiitet: Andere geschlossene Flàchen als die so- 
eben aufgezàhlten gibt es nicht (mit anderen Worten : 
jede geschlossene Flàche ist einer der aufgezàhlten 
Flàchen homôomorph). Wegen des Beweiscs verweisen wir den Leser auf die 
Darstellung in dem Buch von Seifert-Threlfall, § 39. (Wir werden den Satz 
niemals benutzen.) 

11. Tilgung eines Simplexes in einem Komplex; die berandeten Flàchen. 

K sei ein w-dimcnsionaler Komplex, \x”\ ein Simplex von K] K' sei der Kom- 
plex, der entsteht, wenn man \x^\ aus K tilgt (li”! aber stehen làût). Wie àndem 
sich die Bettischen Gruppen beim Übergang von K zu A'? 

Da der Komplex aller hôchstens (« — l)-dimensionalen Simplexe beim Über- 
gang von K zu K' nicht geàndert wird, und da dieser Komplex der Schauplatz 
aller hôchstens (n — 2)-dimensionalen Homologicn ist, ist 

B^(K') ^ B^(K) iixr r^n - 2 

(bei beliebigem Koef f izientenbereich) . 

Bei der Untersuchung der ganzzahligen Bettischen Gruppen mit r = n — A 
und r — n hat man zwei Fàlle zu unterscheiden, je nachdem es einen Zyklus gibt 


1 Der Begriff der ,,Orientierbarkeit‘* bezieht sich auf die simpliziale Zerlegung 
von K der Flàche K ; dal3 er topologisch invariant ist, wird im Kap. X, § 3, Nr. 8 
bewiesen werden. 
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(Fall A) oder nicht gibt (Fall B), in dem mit von Null verschiedenem Koeffi- 
zienten vorkommt. 

Aufgabe. Man beweise: 


p'iK-) ^ p- (K) -i\ 
p-UK') = p^-^iK) J 


im Fall A, 


p-iK') = P” [K) 
p-^(K') = p'‘-^K) + 1 


im Fall B. 


[Anleitung: Man betrachte die homomorphe Abbildung von Bli(K') auf Bli(K), 
die entsteht, wenn man den Homologieklassen von K' die sie enthaltenden Homo- 
logieklassen von K zuordnet.] 

Weitere Aufgabe. Im Anschluû an diese Zusammenhànge zwisçhen den 
Bettischen Zahlen von K und K' beweise man die Euler-Poincarésche Formel 
(Kap. V, § 2) durch vollstândige Induktion bezüglich der Anzahl der Simplexe. 

Um das Verhalten der ganzzahligen Bettischen Gruppen vôllstândig zu er- 
kennen, hâtte man noch die Torsionsgruppen zu untersuchen; dies ist im 

allgemeinen nicht einfach: man betrachte die Tilgung eines Dreieckes aus der pro- 
jektiven Ebene (Nr. 12) und die Tilgung der Zelle E aus dem Komplex W in 
Nr. 17. Wir beschrânken uns hier auf den für die Anwendungen wichtigsten Fall: 
K sei regulàr zusammenhângend ; dann gilt nâmlich immer: 


- O. 

Dies ist enthalten in dem folgenden Satz, der sich leicht aus Kap. IV, § 5, Satz VII 
ergibt : 

Ist K' echter Teilkomplex des regulàr zusammenhàngenden n-dimensionalen 
Komplexes K, so besitzt K' keine (n — xydimensionaîe Torsion. 

Wenden wir die bisherigen Ergebnisse auf die ,,berandeten Flâchen** an: Ent- 
steht der Komplex K' dadurch, daû man aus einer simplizialen Zerlegung K einer 
geschlossenen Flàche h zueinander fremde Dreiecke entfernt, so nennt man K' 
eine ,,6-fach berandete Flâche". Aus unseren Ergebnissen folgt: 1) es ist immer 


p 2 (K') = 0, Tl (K') = 0; 

2) ist K orientierbar , so ist 

p^(K') =p^(K) + 6-1 ( 6 L- 1 ); 

ist K nicht orientierbar, so ist 

pi(K') = p^K) +6 (6^0). 

12 . Die Môbiusschen Bander modm. Ist in dem letzten Satz K — eine 
simpliziale Zerlegung der projektiven Ebene und 6 — 1 , so ist K' ein Môbiussches 
Band. Wir betrachten den allgemeineren Fall: Es sei K — P” (Nr. 8), und K' sei 
durch Herausnahme eines «-dimensionalen Simplexes aus K entstanden ; 
K' = Mm nennen wir ein ,,w-dimensionales Môbiussches Band modm“. 
Aufgabe. Man beweise: 


Wir fragen jetzt nach den w-dimensionalen Relativzyklen (beliebiger Koeffi- 
zientenbereiche) in M” bis auf den Komplex = |Àr"|, wobei \x^\ das Simplex 
bezeichnet, durch dessen Tilgung aus P” der Komplex M” entstanden ist. 

k und z'^"^ sollen dieselbe Bedeutung wie in Nr. 8 haben; ferner sei = 
also z^~^ Basiselement von Die Simplexe xl von Af” seien so orientiert, 

daO die Orientierungen lângs jeder nicht zu Æ + A* gehôrigen (w — l)-dimensionalen 
Seite kohârent sind. (Ist w =t= 2, so ist A + = K* im Sinne von Kap. IV, § 5, 

Nr. 8ff. ; für w = 2 ist /{* = K*,) Wir setzen C = 2 ^?** dann ist C = 
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Ist t ein Elément eines beliebig^n Koeffizientenbereiches g mit mt^O, so ist /C 
Relativzyklus bis auf k^. Wir behaupten: andere w-dimensionale Relativzyklen bis 
auf k* gibt es nicht. In der Tat ist dies fûr m = 2 bereits in Kap. IV, § 5 , Satz VII 
enthalten; es sei und Z ein Relativzyklus der fraglichen Art. Z, tC mit 

beliebigem t und daher auch Z' = Z --tC sind Relativzyklen bis auf K* = A -h 
wir wâhlen t so, daB Z' ein bestimmtes Simplex nicht enthâlt; dann folgt aus 
Kap. IV, § 5 , Satz VII, daBZ'= 0 , alsoZ= ist. Aus Z— | Z | C 

und der Tatsache, daB die (« — l)-dimensionalen Simplexe von die Koeffi- 
zienten ±1 haben, folgt: mt ~ 0. Damit ist in der Tat gezeigt: 

Die Komplexe tC mit mt — 0, und nur diese Komple^e, sind n-dimensionaîe 
Relativzyklen in bis auf Insbesondere gibt es solche von Null verschie- 
denen Relativzyklen modw' dann und nur dann, wenn es in ein von Null 
verschiedenes Elément t mit mt — 0 gibt, wenn also der grôBte gemeinsame Teiler 
(m, m') > 1 ist. 

Auf diese Relativzyklen in werden wir mehrere Male zurückkommen (im 
Kap. VII, § 3 , Nr. 11 , und im 2 . Band bei der Dimensionstheorie) . 

18. Weitere spezielle Komplexe. Man hefte zwei Môbiussche Bânder modmi und 
modmg, und lângs der Komplexe h* und A* aneinander^ (k* analog 

definiert wie k* in Nr. 12 ); es entsteht ein Komplex 

Behauptung: 

PHQl^m,) -0, 

= @(m.. für (mj, Wj) > 1 , 

= 0 für (Wj, Wj) = 1 ; 

ist (wj , Wg) = 1 , so enthâlt ^ keinen von 0 verschiedenen zweidimensionalen 
Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches) ; ist (Wj , Wg) > 1 , so enthâlt Ql,^ ^ 
einen Zyklus Z^ moà{m-^,m^ mit \Z^\ 

Beweis als Aufgabe! (Man benutze Satz V aus Kap. IV, § 5 .) 

14. A ufgaben: Man zeige: der in Nr. 10 durch die Identifizierungen ( 12 ) er- 
zeugte Komplex K ^ U ist ein //-Simplex (in dem jede Kante auf wenigstens 
zwei Dreiecken liegt!) ; man konstruiere ein (krummes) Polyeder Ü C mit dieser 
Simplizialzerlegung U. 

Man nehme zwei Exemplare von U und hefte sie làngs den einfach 

geschlossenen Kantenzügen die bei den Identifizierungen ( 12 ) in Nr. 10 

aus dem Randkomplex entstehen, zusammen. Es entsteht ein Komplex V. 
Man zeige: V ist eine HS^. 

15. Man schneide in eine Kugelf lâche N zueinander fremde Lôcher und identi- 

fiziere sâmtliche N Rânder miteinander (ailes dies und das folgende in einer sim- 
plizialen Zerlegung der Kugel). Die gelochte Kugelflàche C und die Rânder Zi 
seien so orientiert, daB C = ^Zi ist. Die N Rânder | Zi | sind in zwei Klassen von 

P und q Rândern (p q — N) so eingeteilt, daB bei der Identifizierung je zwei Zi 

derselben Klasse gleichsinnig, je zwei Zi verschiedener Klassen ungleichsinnig 
aufeinander bezogen sind. Der entstandene Komplex heiBe 

Behauptung: 

= 1 und r»(Lp,,) = 0 für |/> — î| == 0 ; 

P^(Lp,q) = 0 und ri{Lp ,,)=0 Oit \p - q\ = \\ 

ï'M-t'p.j) für|/)-ÿ|>l. 

1 Das ,,Aneinanderheften‘* zweier fremder Komplexe lângs unter- 

einander isomorpher Teilkomplexe ist eine spezielle Identifizierung (Nr. 3 ) 

in dem Komplex K^. — Offenbar ist es oben erlaubt, und als isomorph 
anzunehmen. 
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Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI. 


Beweis als Aufgabe! (Man benutze Kap. IV, § S, Satz VII; oder man er- 
zeuge Lp, q nach dem Prinzip von Nr. 10.) 

Xi, 1 ist ein Torus. Man konstruiere im ein Polyeder Zi, 2- (Es zerlegt den 

nicht, obwohl in Li, 2 jede Kante auf wenigstens zwei Dreiecken liegt. Dieselbe 
Eigenschaft hat das Polyeder V in Nr. 14 .) Dagegen gibt es für |/) - > 1 kein 

Lp,qC:R^; dies folgt ans Kap. X, § 1, Nr. 10. 

16 . M ' sei ein zweidimensionales Môbiussches Band mod 2 , M" und M'" seien Mo- 

biussche Bânder mod 3 (Nr. 12) ; ihre Teilkomplexe, die den in Nr. 12 mit k und A* be- 

* » * 

zeichneten entsprechen, nennen wir k\ h\ h", k'" (sie sind einfach geschlossene 

Polygone). Man nehme folgende drei Zusammenheftungen vor : M' mit M" langs k' 

und V', M" mit M'" lângs k" und M'" mit M' langs k'" und k'. Es ent- 
steht ein Komplex T. Man zeige; Wenn man bei der letzten der drei Zusammen- 
heftungen in geeigneter Weise über die Durchlaufungsrichtungen von k'" und k' 
verfügt hat, so gibt es solche orientierte Komplexe C\ C", C"' mit | C' | — M', 
|C"| = M", \C"\ = M'", daû Z = r7(2C' + 2C" + C'") ein Zyklus mod 7 mit 
\Z\ — T ist; für m < 7 gibt es keinen von 0 verschiedenen zweidimensionalen 
Zyklus modm; jede Kante liegt auf weniger als 7 Dreiecken; kein echter Teil- 
komplex von T enthâlt einen zweidimensionalen Zyklus irgendeines Koeffizienten- 
bereiches. (Man benutze Satz V aus Kap. IV, § 5 ) 

17 . An die projektive Ebene oder allgemeiner an eine pseudoprojektive 
Ebene (Nr. 8) hefte man langs dem einfach geschlossenen Polygon k (Nr. 8) 
eine konvexe Zelle E mit ihrem Rande an (ailes in simplizialcr Zerlegung). Es 
entsteht ein Komplex W. 

Man zeige: W ist eine HS^. W besitzt also keine Torsion, obwohl ein Teil- 
komplex Pj, Torsion besitzt. Ist z Basiselement der Zyklengruppe Z%(W) ^ so 
sind die Zyklen beliebiger Koeffizientenbereiche von der Form tz', dabei ist | .? | = W , 
es kann aber \ tz\ = Pj,, also echter Teil von W sein. 

18 . M\ M" seien gewôhnliche Môbiussche Bânder (mod 2), E sei eine zwei- 
dimensionale Zelle (ailes in geeigneter simplizialer Zerlegung). Man hefte die drei 
Komplexe lângs ihren Rândem aneinander. Es entsteht ein Komplex D, 

Fr âge: Für welche Koeffizientenbereiche ^ gibt es Zyklen z mit \z\ — P? — 
Behauptung: Dann und nur dann gibt es einen solchen Zyklus, wenn ^ 
voneinander verschiedene Elemente der Ordnung 2 enthâlt. (Keiner der ,,elemen- 
taren*' Koeffizientenbereiche ist eine solche Gruppe; die einfachste 

derartige Gruppe ist die ,,Vierergruppe*‘ oder ,,Diedergruppe ^2* •) 

Beweis. g und .2: seien Koeffizientenbereich und Zyklus der gesuchten Art. Nach 
Kap. IV, § 5, Satz V ist, da M', M", E die regulàren Komponenten von D sind, 
^ 4- mit 0 (i = \,2, 3)und|Cil - M', \ C^\ = M", 

IC3I = E, wobei die Ci orientierte Komplexe sind; aus i = 0 folgt, daB die fCi 
Relativzyklen bis auf den gemein.samen Rand P* von M', M", E sind. Da M' 
und M" berandete nicht orientierbare Pseudomannigfaltigkeiten sind, haben nach 
Kap.IV, § 5, SatzVII Pund die Ordnung 2. Dajedeseindimensionale Simplex von P* 
in jedem der Rânder Ci mit dem Koeffizienten 1 vorkommt, muB P == 0 

sein — (die Vorzeichen der sind unwesentlich) —, also P + P = — P 4^ 0 , und 
da P = —P ist: ^1 + ^2. Es gibt also in zwei verschiedene Elemente P, P der 
Ordnung 2. — Ist umgekehrt ^ Koeffizientenbereich, der zwei verschiedene 
Elemente P, P der Ordnung 2 enthâlt, so nehme man ganz beliebige orientierte 
Komplexe C^, C2, C3 mit \Ci\ — M', IC2I = M", [Cgi = E; dann ist z ~ PC^ 
4- PCg 4 (P + P)C^ ein Zyklus in bezug auf g Ul = -C). 

19 . Zellen und Zerspaltungen in Zellen. Aufgabe: Man stelle im AnschluB 
an Nr. 10 Zerspaltungen der geschlossenen orientierbaren Flâche vom Geschlecht p 
in Zellen mit folgenden Anzahlen her bezeichnet immer die Anzahl der f-dimen- 
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sionalen Zellen) : 1) = i , = 2p , = i (ftir p^O] jedes eindimensionale 

Elément ist ein einfach geschlossenes Polygon) ; 2) = 4p, — 6p, p^ — 2 

(dies nur ftir p^\\ man gehe von der Zerlegung eines 4p-Ecks in 4/> Dreiecke 
aus). Ferner Zellenzerspaltungen der nicht orientierbaren Flâchen mit p^ — \ , 
= 1 . 

20. Die projektive Ebene wird durch drei Geraden, die nicht durch einen 
Punkt gehen, in vier Dreiecke eingeteilt; diese vier Dreiecke bilden keinen Kom- 
plex, da je zwei von ihnen auBer einer Kan te noch den gegentiberliegenden Eck- 
punkt gemeinsam haben. Aber geeignete Unterteilungen dieser Dreiecke und ihrer 
Seiten bilden die Elemente einer Zellenzerspaltung der projpktiven Ebene (p^ ~ 4, 
|5i = 6, ^ = 3). 

21. Sowohl in einen Meridian als auch in einen Breitenkreis einer Torusflàche 
spanne man je eine Kreisscheibe ein. sei eine Triangulation dieses Gebildes; 

ist eine HS^. Ist irgendein Eckpunkt von E^, so stellt die Zerspaltung von 
E^, deren Elemente £2 und£® sind, eine Zelle dar. Bezeichnet X das algebraische 
Basiselement (Kap. VI, § 1, Nr. 4), so ist \X\ echter Teil von E^, nâmlich eine 
Triangulation der Torusflàche; die Dreiecke der beiden eingespannten Scheiben 
sind also neutral (Kap. VI, § 1, Nr. 14). 

22. Man nehme den Komplex V aus Nr. 14, entferne ein Dreieck, so daB ein 
Komplex V' entsteht. E^ = F', die drei Seiten und die drei Ecken des entfernten 
Dreiecks bilden eine Zerspaltung von F', die eine Zelle darstellt. Dabei ist 
\X\ — V'; man sieht an diesem Beispiel: Ist X das Basiselement einer Zelle, so 
braucht \X\ nicht regulàr zusammenhàngcnd zu sein. (Âhnlich: die Zerspal- 
tung von F in E^ — F und einen Eckpunkt £®.) 


Siebentes Kapitel. 

spezielle Fragen aus der Théorie 
der Komplexe. 

Die drei Paragraphe!! dieses Kapitels behandeln drei voneinander 
unabhângige Gegenstànde. Ihre Kenntnis ist nur für speziellere Unter- 
suchungen notwendig. Prinzipiell am wichtigsten ist der § 1 ; die in 
ihm behandelten Begriffe werden noch ôfters auftreten (Kap. X, § 2, 
Nr. 4; Kap. XI, § 4, Nr. 4; Kap. XIII, § 4). Einige Sàtze des § 2 wer- 
den im Anhang zum Kap. XI wesentlich verwendet. Aus dem § 3 
werden wir in diesem Bande nur die ersten Grundbegriffe benutzen. 

§ 1. Geschlossene und irreduzibel geschlossene Komplexe. 

1. Einleitung. — 2. Définition und Haupteigenschaften der geschlossenen 
Komplexe. — 3. Définition der irreduziblen Geschlossenheit. — 4. Die 
n-dimensionalen Bettischen Gruppen der n-dimensionalen irreduzibel ge- 
schlossenen Komplexe. — 5. Nattirliche Moduln; irreduzible Zyklen. — 
6. Zusammenhang und irreduzible Geschlossenheit. — 7. Geschlossene Pseudo- 
mannigfaltigkeiten. — 8. Komplexe ohne irreduzible Zyklen modw mit 
w^2; Strecken komplexe. — 9- Der Rand eines absoluten Komplexes. 

§ 2. Additionssâtze. 

1. Einleitung. — 2. Ein Hilfssatz. — 3. Summenzyklen. — 4. Nahtzyklen. 
— 5. Die Nahtklasse eines Zyklus aus -f Kg* 6. Die Nahtklasse der 
Summenzyklen. — 7. Spezialisierung von K^, K 2 , K. — 8. Der Naht-Homo- 

18 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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morphismus. — 9. Spezialisierung von und K^, — 10. Die Sâtze von 
Kelly. — ll. Die Formel von Mayer-Vietoris. 

§ 8. Produktkomplexe. 

1. Einleitung. — 2. Produkte konvexer Zellen. — 3. Produkte Euklidischer 
Komplexe. — 4. Produkte absoluter Komplexe. — 5. Produkte algebraischer 
Komplexe. ~ 6. EineOrientierungs-Festsetzung. ~ 7. DieGruppen 
— 8. Die Gruppen X — 9* Die Gruppen der Satz 

von Künneth. — 10. Produkte geschlossener Komplexe. — 11. Relativ- 
zyklen; ein Beispiel. 


§ 1. Geschlossene und irreduzibel geschlossene Komplexe. 

1. Der Begriff des „Zyklus‘‘, der im Mittelpunkt aller unserer Be- 
trachtungen steht, ist algebraisch: er setzt einen Koeffizientenbereich 3 
voraus; Auftreten und Eigenschaften von Zyklen in einem vorgelegten 
absoluten Komplex sind von unserer Willkür abhângig: denn wir 
konnen Q frei wâhlen. Aber die geometrischen Gebilde, an die wir 
bei Einführung und Benutzung der Zyklen denken — nâmlich die ge- 
schlossenen Polygone, geschlossenen Flâchen usw. — tragen die ,,zy- 
klischen" Eigenschaften, nâmlich das „Unberandetsein“ oder die ,,Ge- 
schlossenheit", offenbar ohne Rücksicht auf Koeffizientenbereiche und 
unabhàngig von unserer Willkür von vomherein in sich. Sie sind zwar 
Trâger algebraischer Zyklen, aber diese dienen nur zur Beschreibung 
eben des ,,zyklischen“ Verhaltens der Gebilde selbst. 

Wir werden in diesem Paragraphen absolute Komplexe behandeln, 
die in dem angedeuteten Sinne „Trâger“ von Zyklen sind^. Bei der 
Behandlung dieser ,, geschlossenen" Komplexe werden wir in nahe- 
liegender Weise auf ,, irreduzibel geschlossene" Komplexe geführt werden. 
Deren Verhâltnis zu den Koeffizientenbereichen und zu unserer Willkür 
ist besonders intéressant und wichtig: jedem irreduzibel geschlossenen 
Komplex ist durch seine Struktur von vomherein ein Koeffizienten- 
bereich — und zwar immer ® oder ein (3m — in natürlicher Weise 
angemessen, der zur Beschreibung des Komplexes in viel hôherem Maûe 
geeignet ist als jeder andere Koeffizientenbereich. Dabei handelt es 
sich immer nur um Existenz und Eigenschaften w-dimensionaler Zyklen 
in «-dimensionalen Komplexen. 

K bezeichnet ausnahmslos einen homogen «-dimensionalen endlichen 
Komplex; seine Grundsimplexe heiBen immer \xi\. 

2. Geschlossene Komplexe. Définition. K heiBt ,,geschlossen" 
wenn es einen Koeffizientenbereich 3 nnd in bezug auf ^ einen Zy- 
klus Z mit \z\ — K gibt. 


^ Dieser Paragraph kann als eine Fortsetzung einiger Teile des § S im Kap. IV 
angesehen werden; in der Tat bilden die dort behandelten geschlossenen Pseudo- 
mannigfaltigkeiten eine besonders einfache Klasse ,,geschlossener“ absoluter 
Komplexe. 
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Satz I. Gehôrt jedes Grundsimplex von K einem geschlossenen TeiU 
komplex von K any so ist K geschlossen. 

Beweis. Die Grundsimplexe seien (/ = 1 , 2, . . a); zu jedem / 

gibt es einen Koeffizientenbereich Qfy und einen Zyklus — mit 

/y c ^y und 4^ 0 . Wir bilden die direkte Summe S = Si + \52 + ’ ‘ * 
+ Sa» Elemente von S sind in leicht verstândlicher Weise mit 
{t\\ • • •» 44» 3;» bezeichnen. Dann hat Xj in dem alge- 

braischen Komplex in bezug auf S 

Z — ^ (il, il, , . . , tfj) Xi 

i 

wegen 4^ 0 einen von Null verschiedenen Koeffizienten, es ist also 
\z\ K . Ferner ist z ein Zyklus; denn es ist 

2 = Z(^1. 0 0) + 2^(0. 4-0 , 0) H 

i i 

+ Z(0-0, 

und infolge von = 0 ist auch (^(^1,0, OjXi)' — 0; 

i i 

das Gleiche gilt für die übrigen Summanden in der obigen Darstel- 
lung von Z. Damit ist die Behauptung bewiesen. — 

Auf Grund des Satzes I darf man die Définition der Geschlossen- 
heit durch die folgende ersetzen: K ist geschlossen y wenn jedes Grund- 
simplex von K einem Zyklus angehôrt. 

Kann man die Geschlossenheit von K auch ohne Heranziehung 
beliebiger Koeffizientenbereiche S allein durch die ,,elementaren'' Be- 
reiche fRi charakterisieren ? Das Beispiel des Komplexes D 

(Nr. 18 im Anhang zu den Kap. IV, V, VI) ^ zeigt, daB unsere 
ursprüngliche, durch K = \z\ gegebene Définition hierfür ungeeignet 
ist. Aber die zweite Définition, zu der wir soeben gelangt sind, làBt 
sich in dem gewünschten Sinne umformen ; es gelten nâmlich die beiden 
folgenden Sàtze: 

Satz la. K ist dann und nur dann geschlossen y wenn jedes Grund- 
simplex einem ganzzahligen Zyklus oder einem Zyklus mod m mit einem 
gewissen m^ 2 angehôrt, 

Bemerkung. Man kônnte sich hier die Erwâhnung der ganzzahligen 
Zyklen auch sparen; denn ist z ~ ^Px^ ein ganzzahhger Zyklus und 
m eine Zahl, durch die kein P teilbar ist, so ist Xm{z) — (vgl. Kap. V, 
§ 3, Nr. 1) — ein Zyklus modw mit |r^(z)| = \z\. Die Ersparnis wâre 
aber nur eine formale Vereinfachung. 

Satz Ib. K ist dann und nur dann geschlossen, wenn jedes Grund- 
simplex einem Zyklus in bezug auf angehôrt. 


1 Dieser Anhang wird im gegenwârtigen Kapitel kiirz als A zitiert. 

18 * 



276 


VII. Spezielle Fragen aus der Théorie der Kotnplexe. 


Beweis beider Sàtze. DaB K geschlossen ist, falls jedes Grund- 
simplex einem ganzzahligen oder einem Zyklus modw, und ebenso, 
falls jedes |a;^| einem Zyklus in bezug auf angehôrt, ist bereits in 
dem oben Bewiesenen enthalten. K sei geschlossen; es ist 1) zu zeigen, 
daB jedes einem ganzzahligen oder einem Zyklus modw, und 2), 
daB es einem Zyklus in bezug auf angehôrt. 

Es ist ÜC = 1 2 1 , wobei z Zyklus in bezug auf einen gewissen Koeffi- 
zientenbereich 3 ist. Nach Kap. V, § 4, Nr. 3 ist 

z = z + z, z = ^fk.i, z=^2^Vyi’, 

dabei ist ganzzahliger Zyklus; ganzzahliger Komplex mit 
ÿi = > fi ïS 2; t* Elément von b* Elément von ^ mit = 0. 

Aus \z\ folgt, daB wenigstens einer der beiden Fâlle vorliegt; 

1) |x,-|c: (für wenigstens ein i), 2) \xj\ci !b*yf| (für wenigstens 

ein i). 

Im ersten Fall habe Xj in dem ganzzahligen Zyklus den Koeffi- 
zienten P) dann gehôrt Xj sowohl zu dem Zyklus modw, wobei 

m nicht Teiler von p ist, als auch zu dem Zyklus tk^ in bezug auf 9îi, 
wobei / c 4- 0 ist. Im zweiten Fall habe Xj in den Koeffizien- 

ten q', dânn ist q wegen /, b’ = 0 nicht durch teilbar, und daher ge- 
hôrt Xj sowohl zu dem Zyklus X|^{yj) moàfj, als auch zu jedem Zy- 
klus t yi in bezug auf , wobei t ein Elément der Ordnung fj von Sîi 
ist (aus fjt = 0 folgt, daB tyj Zyklus ist, aus qt ^ 0, daB Xj in 
tyj vorkommt). 

Damit sind die beiden Sâtze bewiesen, und die Définition der Ge- 
schlossenheit ist hinreichend geklârt. 

Wir stellen leicht fest, daB nicht aile Komplexe, z. B. nicht die 
Simplexe, geschlossen sind; es gilt nâmlich 

Satz II. Jedes {n — \)-dimensionale Simplex eines geschlossenen 
n-dimensionalen Komplexes liegt auf wenigstens zwei Grundsimplexen. 

Beweis. Lâge |y”'^| etwa nur auf \xi\, so hâtte, wenn z = "^fXj 
ist, y" ‘ in z den Koeffizienten es wâre also, wenn z Zyklus ist, 
= 0, also [z] =1= und K nicht geschlossen. 

Der Satz ist nicht umkehrbar (vgl. i4, Nr. 14, 1 5), Hefert also eine 
notwendige, aber keine hinreichende Bedingung für die Geschlossen- 
heit; eine hinreichende, aber {A, Nr. 8) nicht notwendige Bedingung 
gibt 

Satz III. Liegt in K jedes {n — \ )-dimensionale Simplex\xj \ auf einer 
geraden Anzahl von Grundsimplexen, so ist K geschlossen. 

Denn mod2 ist '^Xj ein Zyklus. 

3. Die Définition der irreduziblen Geschlossenheit ist die folgende : 
Der «-dimensionale geschlossene Komplex K heiBt „irreduzibel ge- 
schlossen” , wenn kein «-dimensionaler echter Teilkomplex von K ge- 
schlossen ist. 



§ 1. Geschlossene und frreduzibel geschlossene Komplexe. 


277 


Selbstverstândlich ist: Jeder geschlossene Komplex enthàlt wenigstens 
einen irreduzibel geschlossenen Teilkomplex — (es handelt sich immer 
nur um «-dimensionale Komplexe) —, nâmlich unter allen (echten oder 
unechten) geschlossenen Teilkomplexen einen mit der kleinsten Zabi 
von Grundsimplexen. Man darf aber nicht erwarten, daB sich jeder 
geschlossene Komplex ans irreduzibel geschlossenen Komplexen zu- 
sammensetzen laBt, d. h. daB jedes seiner Grundsimplexe einem irredu- 
zibel geschlossenen Teilkomplex angehôren muB (man betrachte den 
Komplex W in A, Nr. 17). 

Wir werden jetzt sehen, daB die besondere Einfachheit der irredu- 
zibel geschlossenen «-dimensionalen Komplexe auch in ihren w-dimen- 
sionalen Bettischen Gruppen ihren Ausdruck findet. 

4. Die n-dimensionalen Bettischen Gruppen der n-dimensionalen 
irreduzibel geschlossenen Komplexe. In den beiden folgenden Sâtzen 
ist unter K ein M-dimensionaler irreduzibel geschlossener Komplex, 
unter einem Zyklus immer ein «-dimensionaler Zyklus zu verstehen. 

Satz IV. Es sei p’^{K) > 0. Dann gilt: 1) Es ist P‘^{K) — \ und die 
Torsionsgruppe Null; 2) die Grundsimplexe lassen sich so orien- 

tieren, da/3 Zyklus ist; }) es gibt in bezug auf einen be- 

liebigen Koeffizientenbereich keine anderen Zyklen als die — infolge 2) 
trivialerweise existierenden — Zyklen tZ^ mit beliebigem ta 

Satz V. Es sei P”{K) = 0. Dann gilt: 1) ist zyklischvon einer 

Ordnung m'^2; 2) es gibt einen Zyklus modm Z^ = x^i^a^Xi ) , wobei 
jeder Koejfizient a!' zu m teüerfremd ist; 3) es gibt in bezug auf einen he- 
liebigen Q keine anderen Zyklen als die — infolge 2) trivialerweise existieren- 
den — Zyklen t^a^Xj , wobei t ein beliebiges Elément von ^ mit mt — 0 ist. 

Beweis von IV. Wir beweisen zunâchst die Behauptung 2). Wegen 
> 0 gibt es jedenfalls einen ganzzahhgen Zyklus z ^ 0. In- 

folge der Irreduzibilitàt von K sind aile a* 0. Sind aile a* = ^1 , so 
sind wir fertig; andernfalls sei für aile i, also |fli|:ÿ:2. 

3 sei ein Koeffizientenbereich, in dem es ein Elément t der Ordnung |rt^| 
gibt (z. B. oder (ll|ai|): dann ist tz ein Zyklus in bezug auf 3, der 
Xi nicht enthâlt, infolge der Irreduzibilitàt von K ist also tz^Q, d. h. 
a''t = 0 für aile i\ folglich ist jedes durch teilbar und daher 
fl* = ^ Dann ist auch Zyklus, und wir kônnen 

die Xi so orientieren, daBZo=^Xf Zyklus ist. Damit ist 2) bewiesen. 

Ist Zg =^t*Xi Zyklus in bezug auf den beliebigen Koeffizienten- 
bereich so ist auch Zg — t^Z^ Zyklus in bezug auf enthâlt x^ 

nicht, wegen der Irreduzibilitàt von K ist daher Zg — t^Z^ = 0, 
Zg = t^Zi). Damit ist 3) bewiesen. 

Wenden wir 3 ) auf Q @ an, so folgt zunâchst P" {K) = 1 . Fer- 
ner geht aus 3 ) hervor, daB es in K keinen n-dimensionalen Zyklus 
zweiter Art gibt (bei beliebigem 3); folglich gibt es auch keine (n — 1)- 
dimensionale Torsion (Kap. V, § 3 , Nr. 1). 
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Beweis von V. Wir beweisen zuerst i). Nach Kap. V, § ), Nr. 6 

ist T”~^(K) infolge von p” = 0 ist die Grappe Z^^{K) = 0; 

da immer ^ Z^^{K) - Z’^,(K) ist. ist somit T^-^{K). 

Daher ist {K) gewiC endlich ; ferner folgt aus Satz Ib, daJ3 Z^^ {K) 4= 0 

ist ; um \ ) zu beweisen, bat man daher nur zu zeigen : Z^^ (K) ist zyklisch. 

X sei ein testes orientiertes Grundsimplex von K. Ordnen wir jedem 

Zyklus Z c: Z|r^ (K) den Koeffizienten t = t(Z) zu, mit dem * in Z 

auftritt, so ist das eine homomorphe Abbildung von Z^^(K) auf eine 

Untergruppe U von 9îi. Aus der Irreduzibilitât von K folgt: Für Z 4= 0 

ist < 4= 0; der Kern des Homomorphismus ist daher Null, und folglich 

ist ZlÿiJK) U. Damit ist die Behauptung 1) auf die folgende Tat- 

sache zurückgeführt : Jede endliche Untergruppe U von ist zyklisch^. 

Jetzt beweisen wir die Behauptung 2): Z r^czffî^, sei er- 

zeugendes Elément der zyklischen Grappe Z^^(K)-, m sei die Ordnung 

dieser Grappe, Wj seien die Ordnungen der r*. Aus 0 = mZ 

folgt tnr^ = 0, also: m ist durch teilbar; andererseits enthâlt der 

Zyklus niiZ das Simplex Xf nicht, aus der Irreduzibilitât von K folgt 

daher m^Z = 0, also: % ist durch m teilbar. Folglich ist mi = m. 

Da somit / die Ordnung m hat, sind die rationalen Zahlen, 

* 

die in der Restklasse mod 1 r* enthalten sind, von der Form 

m 

mit ganzem a* und (a*, m) — \ . Wir wâhlen für jedes i cinen bestimmten 
Reprâsentanten - der Restklasse und behaupten: Z„ = 

ffZ 

ist Zyklus modwt. In der Tat: Ist x^)' = ^ x!^~^ , wobei 
die (« — l)-dimensionalen Simplexe sind, so ist 

* b'^ 

Der Umstand, daB Z Zyklus in bezug auf 9îi ist, bedeutet : — = 0 mod 1 , 

also y = 0 modw, = me' für jedes j; mithin ist = m ('^c' xf ~') , 

also Z^ Zyklus modw. Damit ist 2) bewiesen. 

Beweis von 3)' Da x^)' = m mit ganzzahligem 2 ”"^ ist, 
ist t a‘ Xf ein Zyklus in bezug auf den (willkürlich gegebenen) Koef- 
fizientenbereich g. sobald t ein Elément von ^ mit w / = 0 ist. Es sei 
nun umgekehrt ein Zyklus in bezug auf 3 gegeben; wir be- 
haupten : es gibt ein Elément ta ^ mit mt = 0 und d}-t — . Aus dieser 

Behauptung folgt die Behauptung 3) ; denn hat t die genannten Eigen- 
schaften, so ist der Komplex zg — t^a^Xf erstens ein Zyklus, und zwei- 


^ Beweis dieser Tatsache: Es sei v ein gemeinsames Vielfaches der Ordnungen 

aller Ele mente von U; bezeichnet r = Ti( — ] die Restklasse mod 1, in der sich 
1 \^ / 

die Zabi — befindet, so ist offenbar jedes Elément von U ein Vielfaches von r, 

also ein Elément der von r erzeugten zyklischen Gruppe. Als Untergruppe einer 
zyklischen Gruppe ist U selbst zyklisch (Anhang I, Nr. 39). 
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tens enthàlt er das Simplex % nicht; er ist also 0 infolge der Irredu- 
zibilitât der Geschlossenheit von K. 

Um die Existenz von t zu beweisen, stellen wir erstens fest: da 
= 0 und pü ist, ist nach Kap. V, § 4, Nr. 3 die Gruppe 
5^ = Zg C 3 (@^), also PU nach Anhang I, Nr. 59, folglich 
w Zg = 0 und daher mt^ = 0‘, zweitens : da, wie unter 2) gezeigt wurde, 
teilerfremd zu m ist, gibt es Zahlen b und c mit bà‘- = mc+i. 
Dann hat das Elément t = bP- die gewünschten Eigenschaften. — 
Formulieren wir noch ausdrücklich, wie die Gruppen Z^{K) = fîg(A) 
mit beliebigem Q gebaut sind. Es ergibt sich aus Kap. V, § 4, Nr. 3 : 

Ist P” (K) = i , so ist Z^{K) (SW ist P” (K) = 0, so ist Z^{K) «i 
dabei ist m die Ordnung der zyklischen Torsionsgruppe die 

Gruppe derjenigen Elemente ^ c: für die mt = 0 ist; insbesondere ist 

also 

5. Natürliche Moduln ; irreduzible Zykien. Die Sâtze der vorigen 
Nummer lassen die Berechtigung der Aussage erkennen : Jedem irreduzibel 
geschlossenen Komplex K ist von vornherein ein bestimmter Koeffizienten- 
bereich angemessen — natürlich nur soweit es sich um die Untersuchung 
der «-dimensionalen Zykien in dem «-dimensionalen K handelt — , nâmiich 
im Fall p” (K) — i der Bereich © , im Fall (K) — 0 der Bereich , wo- 
bei m die Ordnung der Torsionsgruppe ist. Im ersten FaU nennen 
wir die Zahl Null, im zweiten die Zahl m den ,,natürlichen Modul“ von K ; 
® bzw. heiûe der ,, natürliche Koeffizientenbereich“ von K. 
Aber nicht nur der natürliche Bereich ©,„ (w = O oder ^2) ist 
durch K von vornherein ausgezeichnet, sondern es gibt auch in K 
ausgezeichnete Zykien in bezug auf ©„,, nâmiich die erzeugenden Ele- 
mente der Gruppen Z^^IK). Diese Zykien nennen wir ^irreduzibel" , 
definieren also : Es sei m = 0 oder w Sg 2 ; ein n-dimensionaler Zyklus Z 
in bezug auf ©^ heifit irreduzibel, wenn 1) der absolute Komplex \Z\ 
irreduzibel geschlossen und ©„, sein natürlicher Koeffizientenbereich, 2) Z 
erzeugendes Elément der Gruppe Z^^{K) ist, 

Im Fall m — 0 ist, wie aus Satz IV hervorgeht, der irreduzible 
Zyklus, der zu K gehôrt, bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. 
Im FaU m'^2 erzeugt auBer dem in Satz V genannten Z„, noch jeder 
Zyklus 5 'Z„, mit {q,m) = i , und nur ein solcher Zyklus, die zyklische 
Gruppe Z@^ {K) . Weiter enthalten die Sâtze IV und V Aussagen über 
die Koeffizienten irreduzibler Zykien; auch dabei spielen in IV die 
Zahlen -fl und —1, in V die af mit (a*, m) — \ eine RoUe. Zwecks 
Vermeidung der sich hieraus zunâchst ergebenden FaUunterscheidung 
erinnem wir an das folgende: 

© und ©^ sind Ringe. Ein Elément e eines Ringes 3 heiBt eine 
,,Einheit“, wenn es zu jedem a c: g wenigstens ein x c Q mit ex = a 
gibt. Die Einheiten in © sind +1 und — 1 , die in ©„, die zu m teiler- 
fremden Restklassen. Daher kônnen wir formulieren; 
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Die Koeffizienten der Grundsimplexe eines irreduziblen Zyklus Z in 
bezug auf (m = 0 oder ^2) sind Einheiten von Die einzigen 
irreduziblen Zyklen in \Z\ sind dieZyklen eZ môdm, wobei e eine beliebige 
Einheit aus ist, Natürlich handelt es sich immer um Zyklen der- 
selben Dimension n. 

Bemerkung. Dieser Satz lâBt sich nicht dahin verschârfen, daB 
=tuch* für m'^2 die Koeffizienten bis auf das Vorzeichen gleich sein 
tnüssen (man betrachte den Komplex T in i4, Nr. 16). — 

Die irreduzibel geschlossenen Komplexe mit dem natürlichen Mo- 
iul 0 nennen wir auch ,,einfach geschlossen'\ die zugehôrigen irredu- 
ziblen Zyklen ,,einfache Zyklen*\ Für die einfach geschlossenen Kom- 
plexe ist die folgende Charakterisierung bemerkenswert und praktisch 
brauchbar: 

Dafüry dafi der n-dimensionale Komplex K einfach geschlossen ist, 
%ind die folgenden drei Eigenschaften notwendig und hinreichend: 1) p'^iK) 
= 1; 2) = 0 für jeden echten Teilkomplex K' von K; 3) kein 

3chter Teilkomplex K' von K besitzt {n — \)-dimensionale Torsion. 

Beweis. K sei einfach geschlossen. Die Eigenschaft 2) folgt un- 
mittelbar aus der Définition; 1) besteht nach Satz IV; hâtte ein echter 
Teilkomplex K' von K (^ — 1)-dimensionale Torsion, so enthielte er 
in bezug auf einen gewissen Koeffizientenbereich einen Zyklus (zwei- 
ter Art), entgegen seiner irreduziblen Geschlossenheit ; folglich hat K 
luch die Eigenschaft 3)- 

K habe andererseits die drei Eigenschaften. Die Eigenschaften 2) und 
J), angewandt auf einen echten Teil K' von K, haben zur Folge (Kap. V, 
§ 4, Nr. 3) ’ Kein echter Teil von K enthâlt einen w-dimensionalen Zyklus 
nach irgendeinem Koeffizientenbereich. Aus 1 ) folgt : K enthâlt einen w-di- 
mensionalen Zyklus; folglich ist K irreduzibel geschlossen, und zwar, wie 
sich aus 1) und Satz V ergibt, mit dem natürlichen Modul 0. 

Genau so beweist man : Die folgenden drei Bedingungen sind charakte- 
ristisch dafür, dafi der n-dimensionale Komplex K irreduzibel geschlossen 
mit dem natürlichen Modul m ist (w^2): 1) T'^~^ [K) ist zyklisch von 
ier Ordnung m; 2) und 3) wie oben. 

Beispiele findet man in A, Nr. 8 und 12 — 16. 

6. Zusammenhang und irreduzible Geschlossenheit. Wie kann man 
dnem Komplex K ansehen, ob er irreduzibel geschlossen und, falls er 
irreduzibel geschlossen, welches sein natürlicher Modul ist ? Diese Frage 
leitet uns im folgenden, ohne daB wir sie vollstândig beantworten. 

Zwei hierhergehôrige Bedingungen, die sich aber nur auf die Ge- 
schlossenheit und nicht auf deren Irreduzibilitàt beziehen, sind in den 
Sâtzen II und III enthalten. Eine notwendige Bedingung für die 
irreduzible Geschlossenheit liefert der 

Satz VL Jeder irreduzibel geschlossene Komplex ist stark zusammen- 
hàngend (Kap. IV, § 5, Nr. 6). 
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Beweis. Wenn der ft-dimensionale geschlossene Komplex K ^\z\ 
nicht stark zusammenhângt, so gibt es eine Zerlegung K = K^-\- K^y 
wobei K-^ und w-dimensional und nicht leer sind und keine (n~i)- 
dimensionale Seite gemein haben; die Grundsimplexe von seien x'i, 
die von jFCg seien Es ist z = niit f 4= 0, P ^ 

aus i == 0 folgt 

x^= ^ P Xj ; 

diese Gleichheit zwischen zwei (^ — i)--dimensionalen algebraischen 
Komplexen ohne gemeinsames (n — i)-dimensionales Simplex kann nur 
bestehen, wenn jeder der Komplexe Nul! ist. Daher ist insbesondere 
z' = xl ein Zyklus mit \z'\ — 4= K, Folglich ist geschlossen 

und K nicht irreduzibel geschlossen. 

DaB der Satz nicht umkehrbar ist, daB es vielmehr stark zusammen- 
hângende, geschlossene Komplexe gibt, die nicht irreduzibel geschlossen 
sind, sieht man schon am Beispiel einer Lemniskate. Um zu Bedin- 
gungen zu kommen, die für die Irreduzibilitât der Geschlossenheit hin- 
reichen, muB man den „starken'' durch den ,,regulâren'‘ Zusammen- 
hang (Kap. IV, § 5, Nr. 7) ersetzen. 

Wir führen noch die folgende abkürzende Bezeichnung ein: Der 
w-dimensionale Komplex K heiBt ,yazyklisch'\ wenn er keinen (von 
Null verschiedenen) n-dimensionalen Zyklus (irgendeines Koeffizienten- 
bereiches) enthâlt^. 

Satz VIL Jeder regular zusammenhàngende Komplex ist entweder 
azyklisch oder irreduzibel geschlossen, 

Beweis. K sei regular zusammenhângend; ist z irgendein n-dimen- 
sionaler Zyklus in K, so ist nach Kap. IV, § 5, Satz V^: z = tC mit 
I C I = K, also, wenn . 2 : 4= 0 und daher auch / 4= 0 ist : 1 2 : | = K. Es 
gibt also keinen von Null verschiedenen z, für den |; 2 r| ein echter Teil 
von K wâre. Das heiBt aber : K ist azyklisch oder irreduzibel geschlossen. 

7. Geschlossene Pseudomannigfaltigkeiten. Sie sind bereits in 
Kap. IV, § 5, Nr. 11 definiert und vorlâufig behandelt worden. 

Satz VIII. Jede geschlossene orientierbare Pseudomannigfaltigkeit 
ist ein irreduzibel geschlossener Komplex^ mit dem natürlichen Modul 0, 
also ,,einfach geschlossen'' ; jede geschlossene nichPorientierbare Pseudo- 
mannigfaltigkeit ist irreduzibel geschlossen mit dem natürlichen Modul 2 . 

Beweis. Jede geschlossene Pseudomannigfaltigkeit ist nach Satz III 
ein geschlossener, also nicht azyklischer, und daher nach Satz VII 
ein irreduzibel geschlossener Komplex. Ist sie orientierbar, so gibt es 
in ihr, nach Kap, IV, § 5, Satz Villa, einen ganzzahligen w-dimensio- 
nalen Zyklus, es ist also />" > 0, d. h. ihr natürlicher Modul ist 0; ist 

1 Vgl. Kap. VI, § i, Nr. 14. 

2 Das Beiwort ,, geschlossen**, wie wir es für Pseudomannigfaltigkeiten ver- 
wenden, ist also im Sinne der allgemeinen Définition (Nr. 1) korrekt. 
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sie nicht orientierbar, so gibt es nach demselben Satz keinen w-dimen- 
sionalen ganzzahligen Zyklus, es ist also = 0, d. h. ihr natürlicher 
Modul ist w ^ 2 . DaB nicht m ^ 3 sein kann, ergibt sich aus dem 

Hilfssatz. In jedem régulât zusammenhàngenden, irreduzibel ge- 
schlossenen Komplex K mit dem natürlichen Modul m^2 gibt es wenigstens 
eine (w — \ ydimensionale Seite, die auf wenigstens m Grundsimplexen liegt, 

Beweis. Ein Zyklus Z mit \Z\=K hat, da K regulâr zusammen- 
hàngend ist, nach Kap. IV, § 5, Satz V^, die Form Z — t^xf, da, Z 
irreduzibel ist, ist t eine beliebige Einheit aus @^(Nr. 5), wir dürfen 
also ^ == 1 , Z =r^ (2 x^ wàhlen. Aus Z = 0 folgt x^' = mz mit ganz- 
zaliligem z. Hierin ist ^ 4= 0, da sonst ^x^ ein ganzzahliger Zyklus 
wâre und K den natürlichen Modul 0 hàtte; es gibt also ein — 1)- 
dimensionales Simplex y, das in z einen Koeffizienten a 4= 0 hat. 
y komme in p Simplexrândem mit dem Koeffizienten , \n q Sim- 

plexrândern mit dem Koeffizienten vor; dann hat y in (^x^y den 
Koeffizienten p — q. Es folgt : p -y q'^\p — q \ = m\a\'^^,m. 

Bemerkung. Ohne die Voraussetzung des regulâren Zusammen- 
hanges ist der Hilfssatz nicht richtig (vgl. i4, Nr. 16). 

In dem Satz VIII ist enthalten: 

Ist die n-dimensionale geschlossene Pseudomannigfaltigkeit K orien- 
tierbar, so ist die Bettische Zahl = 1 und die Torsionsgruppe 

nicht-orientierbar, so ist p^[K) = 0 und 
zyklisch von der Ordnung 2. 

8. Komplexe ohne irreduzible Zyklen modm mit m ^ 2 ; Strecken- 
komplexe. Die eindimensionalen oder Streckenkomplexe nehmen in 
unserem Fragenkreis eine besonders einfache Stellung ein; der wesent- 
liche Grand dafür ist das Fehlen irreduzibel geschlossener Komplexe 
mit einem natürlichen Modul ^2, da es ja keine nulldimensionale 
Torsion gibt; dazu kommt, daB man die eindimensionalen irreduziblen 
Zyklen in naheliegender Weise aufzâhlen kann (Satz XII). Wir ziehen 
aber zunâchst nur Schlüsse aus der ersten Tatsache (Sàtze IX, X, XI), 
betrachten also /^-dimensionale Komplexe mit beliebigem n, die keine 
tî-dimensionalen irreduzibel geschlossenen Komplexe modm mit m^2 
enthalten^. 

Satz IX. Der n-dimensionale Komplex K sei geschlossen und ent- 
halte keinen n-dimensionalen irreduzibel geschlossenen Teilkomplex mit 

1 Diese sind auf Grund des folgenden Satzes (Kap. X, § 1, Nr. 10; 
Kap. XI, § 3, Nr. 12) einer besonderen Untersuchung wert: Ist die (krumme) 
Simplizialzerlegung eines (krummen) Polyeders im so enthâlt keinen 

w-dimensionalen irreduzibel geschlossenen Komplex mit w > 2 . Das Fehlen n- 
dimensionaler irreduzibel geschlossener Teilkomplexe mod m (m 2) in K” bedeu- 
tet übrigens, wie man leicht sieht: kein Teilkomplex von K** hat (n — l)-dimen- 
sionale Torsion; das Fehlen (»— l)-dimensionaler Torsion von ist eine schwà- 
chere Forderung (vgl. die Beispiele W in A, Nr. 17 ). 
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einem natürlichen Modul fe2; dann liegt jedes Grundsimplex von K auf 
einem irreduzibel geschlossenen Teilkomplex von K. 

Bemerkung. Dafi die Behauptung nicht für beliebige geschlos- 
sene K gilt, zeigt das Beispiel W in A, Nr. 17. 

Beweis. Es genügt zu zeigen: K ist entweder irreduzibel geschlossen 
oder es gibt eine Zerlegung K = Ki K^vn. zwei nicht leere, geschlos- 
sene, echte Teilkomplexe von K] denn eine endlich hâufige Wieder- 
holung dieser Zerlegung führt zur DarsteUung von K aïs Summe irredu- 
zibel geschlossener Komplexe. — K enthâlt jedenfalls einen irreduzibel 
geschlossenen Komplex | z | (Nr. 3) ; der irreduzible Zyklus z ist nach 
Voraussetzung ganzzahlig, die Koeffizienten seiner Simplexe sind 
(Satz IV); z enthalte etwa das Simplex x^, und zwar mit positivem 
Zeichen. Die Geschlossenheit von K sei durch den Zyklus Z P Xi, 
\Z\ = K, gegeben (i*c: Q). Wenn Z = i'^z ist, so ist K irreduzibel ge- 
schlossen; wenn Z 4= ist, so ist K —\z\-{- \Z — t^z\ eine Zerlegung 
der behaupteten Art. 

Dieser Satz, der besagt, dafi K aus irreduziblen geschlossenen Kom- 
plexen aufgebaut ist, lâfit sich in algebraischer Richtung verschârfen: 

Satz X. H sei ein n-dimensionaler Komplex {geschlossen oder nicht), 
in dem es keinen n-dimensionalen irreduzibel geschlossenen Komplex 
mit einem natürlichen Modul ^2 gibt; ist dann p'^{H) > 0, so gibt es 
irreduzible Zyklen z^, z^, . . Zp, die eine Basis der Gruppe Z% {H) bilden. 

Bemerkung. Auch hiermit vergleiche man A, Nr. 17. 

Beweis. Wir dürfen voraussetzen, der Satz sei für jeden Komplex mit 
wenigerGrundsimplexen alsff bewiesen, alsoinsbesonderefür/f'=/f — |xi| ; 
die irreduziblen Zyklen z^, z^, . . . ,Zq môgen eine Basis in Z^{H') bilden. 
Falls Xi keinem Zyklus aus Z^{H) angehôrt, sind wir fertig, da dann 

{H) = Z@ {H') ist. Wenn das Simplex % einem Zyklus Z angehôrt, so 
liegt es nach Satz IX — angcwandt auf K—\Z \ — auf einem irreduzibel 
geschlossenen Komplex, gehôrt also einem ganzzahligen irreduziblen Zy- 
klus z' mit dem Koeffizienten ±1 an; das Vorzeichen sei etwa positiv. 
Wir behaupten: z^, . . ., Zq, z' bilden eine Basis von Z’^{H). In der 
Tat; erstens erzeugen sie Z^{H); denn ist z—^à^Xi irgendein Zyklus 
ausZ@(7f), so ist z — a'^-z' Zyklus aus Z'^{H'), also nach Induk- 

tionsvoraussetzung 2 — a^ 2 ' = ^b’ Zj, z = a^z' Zj. Zweitens sind 

2 i,..., 2 j, 2 ' unabhângig; denn aus cz' Zj= 0 folgt zunâchst 

c = 0, da Xi zu 2 ', aber zu keinem Zj gehôrt, und sodann = • • • 
= c« = 0 wegen der Unabhângigkeit der 2 ,-. — 

Die Betrachtung n-dimensionaler Zyklen in H in bezug auf andere 
Koeffizientenbereiche als auf ® ist unnôtig. Ist nâmlich Z^—^ü Xi 
Zyklus inbezug auf irgendeinen so gibt es nach Satz IX einen irre- 
duziblen ganzzahligen Zyklus Zj mit |xi| c: |Zi| c: |Zg|, er enthâlt 
x^ mit dem Koeffizienten 1, und infolgedessen ist Z'^=Zç^ — t^Z^ 
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ein Zyklus in bezug auf wobei |Z^| echter Teil von \Z^ \ ist; es gibt 
ebenso in bezug auf Q einen Zyklus = Z^ — /^Z^ — fiZ^ 

mit ganzzahligem Z^, wobei |Z^| echter Teil von |Z^| ist. Nach end- 
lich-vielen Schritten erhâlt man so 0 = Z^ — ^ Z^j. , also Z^ = ^t^ Z^ 
mit ganzzahligen Zj^. Diese Zj^ kann man nun noch als lineare Ver- 
bindungen der Basiselemente aus dem Satz X darstellen. Damit 
hat sich ergeben: 

Satz XL Unter den V oraussetzungen und in den Bezeichnungen des 
Satzes X gibt es in H keine n-dimensionalen Zyklen zweiter Art; die 
einzigen n-dimensionalen Zyklen in bezug auf irgendeinen Koeffizienten- 
bereich ^ sind die ^ t^ z^ mit beliebigen Koeffizienten t^ cz 

Wir zeigen nun noch, um den Inhalt dieser Satze bei ihrer An- 
wendung auf den Fall ^ = 1 zu prâzisieren, da6 es keine anderen 
irreduzibel geschlossenen eindimensionalen Komplexe gibt als die ,,ein- 
fach geschlossenen'" im elementaren Sinne: nâmlich die Simplizial- 
zerlegungen einer Kreislinie ; daB diese in der Tat irreduzibel geschlossen 
sind, ergibt sich z. B. daraus, daB sie geschlossene Pseudomannigfaltig- 
keiten sind, da ja jeder Eckpunkt auf genau zwei Strecken liegt. Wir 
behaupten also noch: 

Satz XII . Jeder irreduzibel geschlossene eindimensionale Komplex 
ist einer Simplizialzerlegung der Kreislinie isomorph. 

Für den Beweis genügt es, zu zeigen: jeder geschlossene enthâlt 
einen Teilkomplex, der mit einer Simplizialzerlegung der Kreislinie iso- 
morph ist. Da femer jeder Eckpunkt eines geschlossenen auf 
wenigstens zwei Grundsimplexen liegt (Satz II), ist der Satz XII ent- 
halten in 

Satz XII a. Liegt in jeder Eckpunkt auf wenigstens zwei Strecken, 
so enthàlt einen Komplex, der mit einer Simplizialzerlegung der Kreis- 
linie isomorph ist, 

Beweis. Jeder Eckpunkt e hat wenigstens zwei verschiedene Nach- 
barn (d. h. von e verschiedene Eckpunkte, die mit e auf einem Simplex 
liegen). Wir bezeichnen einen beliebigen Eckpunkt mit e^, einen seiner 
Nachbarn mit e^, und so weiter nach folgender Vorschrift: e^,yi ist ein 
von verschiedener Nachbar von e^. Da nur endlich-viele Ecken 
vorhanden sind, existiert eine kleinste Zahl j , zu der es ein i < j mit 
ei = e^ gibt. Dann bilden die Strecken > • • • > G 

Komplex, der offenbar mit der Zerlegung der Kreislinie in j — i Kreis- 
bôgen isomorph ist. — 

Somit dürfen wir unseren Terminus ,,einfach geschlossen" (Nr. 5) in 
der Tat im gelâufigen Sinne auf Streckenkomplexe anwenden. Es er- 
gibt sich ohne weiteres, daB die einzigen irreduziblen Zyklen die ,,ein- 
mal durchlaufenen einfach geschlossenen Streckenzüge" sind. 

Die vorstehenden Satze, angewandt auf die Streckenkomplexe, sagen 
nun: Man kann in jedem Streckenkomplex eine Basis der Zyklen aus 
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einmal durchlaufenen einfach geschlossenen Streckenzügen bilden 
(Satz X); daher ist jeder Zyklus Z als lineare Verbindung Z = 
derartiger z^ darzustellen. Ein Streckenkomplex ist dann und nur dann 
geschlossen, wenn jede seiner Strecken auf einem einfach geschlossenen 
Teilkomplex liegt (Satz IX). Die Betrachtung anderer als ganzzahliger 
Zyklen verdient kein Intéressé (Satz XI). Natürlich kann man diese 
Tatsachen auch ohne den sonstigen Inhalt dieses Paragraphen be- 
gründen. 

9. Der Rand eines absoluten Komplexes^. Wir kehren wieder zu 
beliebigen homogen w-dimensionalen Komplexen zurück. Nachdem 
wir den Begriff der ,,Geschlossenheit'' eingeführt haben, liegt es nahe, 
nach einem sinngemâBen und brauchbaren Begriff des „Randes'' zu 
fragen [den wir bisher nur für Pseudomannigfaltigkeiten (Kap. IV, § 5) 
eingeführt haben]. In Analogie mit der Définition der Geschlossenheit 
werden wir ein (beliebig-dimensionales) Nebensimplex [y| von K als 
nicht zum Rande gehôrig betrachten, wenn es einen Koeffizienten- 
bereich ^ und in bezug auf ^ einen algebraischen Komplex C mit 
I C I = X gibt, so daÛ | y | nicht zu\C \ gehôrt. Unsere Définition lautet 
somit : Das Nebensimplex | y | von K gehôrt dann und nur dann zum 
,, Rande'* K von K, wenn es bei beliebigem Koeffizientenbereich für 
jeden algebraischen Komplex C mit |C| = X zu |(^| gehôrt. Die Di- 
mension von \y\ ist dabei, wie gesagt, gleichgültig ; X braucht daher 
nicht (w— ■ l)-dimensional zu sein. (Beispiel: am Ende dieser Nummer.) 

DaB X in bezug auf die (n — l)-dimensionalen Simple xe sich so 
verhâlt, wie man es von dem ,,Rande‘' erwartet, und daB für Pseudo- 
mannigfaltigkeiten unsere neue Définition mit der früheren überein- 
stimmt, besagt der 

Satz XIII. Das (w — \ydimensionale Simplex | y \ von K gehôrt dann 
und nur dann zu X, wenn es auf genau einem Grundsimplex liegt, 

Beweis. Wenn |y| nur auf \xi\ liegt und C—^fx^ irgendein 
Komplex mit | C | == X ist, so hat y in C den Koeffizienten und 
wegen | C | = X ist 4= 0, also |yl c: |C|. Liegt andererseits |y| auf 
den Simplexen | | , . . . , \x^\ (m ^ 2) , so orientiere man diese Sim- 

plexe so, daB y im Rande jedes einzelnen mit dem Koeffizienten +1 
auftritt, aile anderen Grundsimplexe willkürlich, und* bilde den alge- 
braischen Komplex modw C = die Summe über aile Grund- 

simplexe von X erstreckt ; dann gehôrt | y | nicht zu \ C\, 

Korollar. Der Rand eines Streckenkomplexes hesteht aus denjenigen 
Eckpunkten, die auf nur je einer Strecke liegen, — 

Ist X geschlossen, so existiert z mit |z| == X und leerem |i|; da- 
her gilt: 


1 Der hier eingeführte Begriff des „Randes“ wird im Kap. XIII, § 4, Nr. 5, 
topologisch gerechtfertigt werden, im übrigen aber nicht vorkommen. 
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Ein geschlossener Komplex hat keinen Rand. 

Aber die Umkehrung hiervon ist nicht richtig, es gibt vielmehr 
Komplexe, die keinen Rand besitzen und doch nicht geschlossen sind. 
Das einfachste Beispiel ist der folgende Streckenkomplex : und Pg 

seien zwei fremde einfach geschlossene Polygone, Q sei eine Strecke, 
die eine Ecke von Pj mit einer Ecke von verbindet ; = P^ + P 2 + Ç 

ist nicht geschlossen, da Q auf keinem einfach geschlossenen Strecken- 
zug liegt (Nr. 8) ; hat keinen Rand, da jeder Eckpunkt [also jede 
(« — l)-dimensionale Seite] auf wenigstens zwei Simplexen liegt und es 
andere Nebensimplexe nicht gibt. (Ein anderes Beispiel ist der Kom- 
plex Lj 2 '15-) 

Trotzdem ist es môglich, den „Rand'‘ allein mit Hilfe der ,,Ge- 
schlossenheit" zu charakterisieren ; im Hinblick auf das Korollar zu 
Satz XIII werden wir uns dabei auf « â 2 beschrânken. 

Wir benutzen die Begriffe des ,, Sternes" und ,,Begrenzungskom- 
plexes" aus Kap. III, § t, Nr. 7 . Ist T ein beliebiges Nebensimplex 
unseres homogen «-dimensionalen Komplexes K und bezeichnet IT 
die Menge der inneren Punkte von T, so gelten, wie man leicht fest- 
stellt, die folgenden Aussagen: 

(a) Der Stern (/ T) besteht aus denjenigen Grundsimplexen, die 
T als Seite enthalten. 

(b) Der Begrenzungskomplex B^{IT) ist homogen (m — 1)-dimen- 
sional; er besteht aus denjenigen (« — l)-dimensionalen Simplexen von 
Sjf(/P), die T nicht enthalten. 

(c) Jede (« — 1)-dimensionale Seite von liegt auf genau 

einem Grundsimplex von Sg{IT). 

(d) Jeder Eckpunkt e von T und jedes Simplex von Bg^{IT) be- 
stimmen zusammen ein Simplex von Sj^{IT). 

Der Satz, den wir beweisen werden, lautet: 

Satz XIV. Ist n'^\ , so gehôrt das Nebensimplex T von K dann und 
nur dann nicht zum Rande K, wenn der Begrenzungskomplex B = B^il T) 
geschlossen ist. 

Beweis. T gehôre nicht zu K] dann gibt es einen Komplex C 
— ^t*Xi, f =(= 0, die Summe über aile Grundsimplexe erstreckt, so 
dafi die (« — t)-dimensionalen Seiten, die T enthalten, nicht zu 
gehôren. Daher ist, wenn derjenige Teil von C ist, dessen Grund- 
simplexe den Stern Sg{IT) bilden, | | c P ; ist aber | y | irgendein 

(« — fj-dimensionales Simplex von B, so tritt es, infolge der Eigen- 
schaft (c), in Ci mit demselben von Null verschiedenen Koeffizienten 
auf wie das «-dimensionale Simplex von Sg{IT), auf dem |y| liegt, 
in C. Mithin ist \Ci\ = B , und da Ci ZykJus ist, ist B geschlossen. 

Es sei andererseits B geschlossen; um zu zeigen, daB dann T nicht 
zu K gehôrt, genügt es, einen algebraischen Komplex C, mit |Ci| 
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= S ^(I T), jCj 1 c: S anzugeben ; denn setzt man dann C = , 

die Summe tiber die nicht zu S^(IT) gehôrigen, beliebig orientierten 
Grundsimplexe von K erstreckt, so ist C ein Komplex mit |C| = K, 
zu dessen Rand T nicht gehôrt. 

Da B geschlossen ist, gibt es (in bezug auf einen gewissen Koeffi- 
zientenbereich) einen Zyklus z mit \z\ = B. Es sei 2 = wobei y^ 

die Grundsimplexe von B sind. Ferner sei e ein tester Eckpunkt von T. 
Diejenigen y^, die e nicht enthalten, nennen wir ; unter = (ey^,) 
verstehen wir das von e und y^, aufgespannte Grundsimplex von {I T), 
und wir setzen Yj'. Da jedes Grundsimplex von Sg(IT) von 

der Form (ey^-) ist, ist |Ci| = 5 ^( 7 r). 

Für diejenigen y^, die e als Eckpunkt enthalten, setzen wir (eyj = 0; 
dann ist Cj wobei die Summe über aile Grundsimplexe y,- 

von B zu erstrecken ist. Mit Rücksicht auf n — 1 > 0 gilt (vgl. Kap. IV, 
§ 4 , Nr. 7 ) 

(«y,)' =yi- («ÿi). 

und zwar gilt dies, wie man sich leicht überzeugt, auch wenn {ey^) — 0 
ist. Daher ist 

Cl = 2 - (ei) = 2, 

also |(^i I = B. 

Damit ist Satz XIV bewiesen. 

Ein Beispiel: Man schnüre einen Meridian eines Torus auf einen 
Punkt T zusammen und spanne in eine geschlossene Finie, die aus 
einem Breitenkreis des 
Torus entstanden ist, 
eine Kreisscheibe ein ; 
trianguliert man dieses 
Gebilde, so entsteht 
ein zweidimensionaler 
Komplex K. Man stellt 
leicht fest, daB K = T 
ist; und zwar ist B^iT) 
mit dem oben erklâr- 
ten Streckenkomplex 

= Pi + P2 + Q — oder einer Unterteilung von — isomorph. 
(Abb. 23 zeigt das Polyeder iÇ, Abb. 23a den Stem Sj[{T).) 

§ 2. Additionssâtze. 

1 . Die Fragestellung in diesem Paragraphen ist die folgende: Ge- 
geben sind zwei (absolute, endliche oder unendliche) Komplexe Ki und ; 
man „addiert‘‘ sie oder heftet sie zusammen — das heiBt: man identi- 
fiziert einen Teilkomplex K'i von Ki mit einem ihm isomorphen Teil- 
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komplex K!^ von K^\ es entsteht ein Komplex K ^ welchen 

EinfluP hat die Art der Zusammenheftung auf die Gestalt von K? Dabei 
wird man die ,,Art der Zusammenheftung'' durch die Gestalt von 
K[ = K2 = K2 sowie durch die Lage dieses Komplexes in und 
in K 2 beschreiben^. 

Da uns Zyklen und Homologieklassen interessieren, handelt es sich 
also um folgende Aufgabe: Der Komplex K ist mit den beiden Teil- 
komplexen und überdeckt: K = + K2 ] es sollen Beziehungen 

zwischen den Zyklen sowie zwischen den Homologieklassen der vier 
Komplexe \ 

Aj, A2, Aj -j- A2, Aj A2 

ermittelt werden. 

Bereits an einer früheren Stelle haben wir einen besonders einfachen 
hierhergehôrigen Satz bewiesen: Ist r >0 und K 2 hôchstens (r — 2 )- 

dimensional, so ist die r-te Bettische Gruppe von Kj + -K'2 die direkte 
Summe der r-ten Bettischen Gruppen von Kj und K 2 (Kap.V, § 1 , Nr. 3). 

Eine andere, ebenfalls sehr einfach zu beweisende Beziehung zwi- 
schen den Bettischen Zahlen der genannten vier Komplexe ergibt sich 
folgendermaBen : Zwischen den Eulerschen Charakteristiken — wir 
setzen hier und K2 als endlich voraus — besteht immer die Gleichung 

X{K, + K^) = x{K,) + X{Kè -x{Kr' K,); 

man bestàtigt sie einfach, wenn man an die Définition von x alter- 
nierende Summe der Simplexanzahlen denkt; wendet man nun die 
Euler-Poincarésche Formel an, so erhalt man — wenn man die Betti- 
schen Zahlen von Ki + K2 mit , von , Kg , • K 2 mit 

bezeichnet — die Relation 

r r 

In diesem Paragraphen werden wir nun andere Sâtze aus demselben 
Problemkreis beweisen, dem die beiden genannten Beispiele angehôren. 
Diese Sâtze führen zu merkwürdigen, ausgesprochen ,,kombinatorischen" 
Eigenschaften von Komplexen; zum Teil (Nr. 10 ) beziehen sie sich 
übrigens auf die Zusammensetzung eines Komplexes K nicht nur aus 
zwei, sondern aus n Teilkomplexen (n^ 2 ). Die Tragweite dieser 
Sâtze ist groB (und heute wohl noch nicht voll ausgenützt) ; jedenfalls 
reicht sie über den Bereich der Komplexe hinaus : die Sâtze dieses Para- 
graphen lassen sich z. B. ■— ohne nennenswerte Ànderung der Beweise — 
so wenden, daB sie einen überraschend einfachen Beweis des Jordanschen 
Satzes für den fî-dimensionalen Raum liefern (Anhang zum Kap. XI). 

1 Daû der Durchschnitt der Teilkomplexe und K, d. h. die 

Menge der Simplexe, die sowohl zu wie gehôren, selbst ein Komplex 
ist, ergibt sich unmittelbar aus der Définition in Kap. IV, § 1, Nr. 2. 

2 Diese Relation ergibt sich auch leicht aus der schârferen, für jedes ein- 
zelne r gültigen Formel von Mayer -Vietoris (Nr. il). 
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Unsere Bezeichnungen werden folgendermaBen sein : Unter Q , , ... 

{i = i , 2) sind Komplexe in unter • • • Komplexe in 

zu verstehen; aile vorkommenden Komplexe, ob sie mit Indices ver- 
sehen sind oder nicht, liegen in K ~ + Kg. 

Ein beliebiger Koeffizientenbereich ist fest zugrunde gelegt. 

2. Fast selbstverstândlich, aber wichtig, ist der folgende 
Hilfssatz. Jeder algebraische Komplex C lâBt sich in der Form 

(1) C = Q 4" Cg 

darstellen. 

Beweis. JCi| sei der Komplex der zu gehôrigen, |Cg| der Kom- 
plex der nicht zu gehôrigen Grundsimplexe von | C | ; dann ist 
|Cg|c:Kg. Versehen wir die Simplexe von \Ci\ und |Cg| mit den- 
selben Koeffizienten, die sie in C besitzen, so entstehen algebraische 
Komplexe und Cg, wie wir sie brauchen. 

Bemerkung. Im allgemeinen gibt es mehrere Darstellungen 
C = Cj Cg. 

3. Summenzyklen. Fragt man nach den Zyklen in K = + Kg, 

so ist, wenn man K als durch Addition von Kj und Kg entstanden auf- 
faût, die Existenz derjenigen Zyklen Z trivial, die von der Form 

(2) Z = Zi + Z^ Zyklus (i = 1 , 2) 

sind; zu ihnen gehôren insbesondere, da ja Zg == 0 oder Z^ = 0 sein 
kann, die Zyklen von K^ und Kg selbst. Wir nennen einen Zyklus Z 
von der Form (2) einen ,,Summenzyklus'\ Intéressant sind gerade die 
Zyklen, die nicht Summenzyklen sind, sondern bei Addition von K^ 
und Kg neu entstehen (wie z, B. ein Kreis bei Addition zweier Halb- 
kreise). Die Summenzyklen bilden offenbar eine Gruppe. 

Wichtig ist die folgende Tatsache: 

Ist Z CO 0 in K, so ist Z Snmmenzyklus, 

Beweis. Ist Z cnd o, so gibt es einen Komplex C mit Z = C , also 
nach (1) zwei Komplexe C^, Cg mit Z = — Z^ und (^g = Zg 

liefern Z = Z^ + -^2 • 

Die Rândergruppe H^{K) ist also Untergruppe der Gruppe der 
r-dimensionalen Summenzyklen. 

4. Naht zyklen. Die Zyklen in K^ • Kg lassen sich nicht nach dem- 
selben Gesichtspunkt einteilen, da ja jeder Zyklus z^^ sowohl Zyklus 
in Kl als auch Zyklus in Kg ist. Jedoch liegt eine andere Unterschei- 
dung nahe, wenn man für einen vorgelegten Zyklus Zjg fragt, ob er 

in Kj • Kg ist; diese Frage ist trivialerweise zu verneinen, falls er 9^0 
in wenigstens einem K^ ist; besonderes Interesse in der Homologie- 
frage verdienen also diejenigen Zig, die coO sowohl in Kj als auch in 
Kg sind, zu denen es also Komplexe Ci und Cg so gibt, daB 

(3) ^12 == ^1 = ^2 


Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 
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gilt. Einen solchen Zyklus nennen wir einen ,,Nahtzyklus‘‘ — eine Be- 
nennung, die in Nr. 5 gerechtfertigt werden wird. Die Nahtzyklen 
bilden offenbar eine Gruppe. 

Wenn Zj j co o in ist, so gibt es einen Komplex Cj 2 mit 

Zi 2 = C 12 ', dann ist (3) erfüUt, da man = Qg und C2 = Ci 2 setzen 
kann; das heiBt: 

Ist Z12 ~ 0 in Kl' K 2 , so ist Z 12 Nahtzyklus. 

Die Ràndergruppe H’' {Ki • ist also Untergruppe der Gruppe 
der r-dimensionalen Nahtzyklen. 

5. Die Nahtklasse eines Zyklus aus JKj + Kg . Wir stellen jetzt 
einen Zusammenhang zwischen den (r + i)-dimensionalen Zyklen von 
K und y-dimensionalen Zyklen von Ki • K 2 her. Jeder Zyklus c: K 
lâfit sich nach dem Hilfssatz (Nr. 2) in der Form 

(4) Z^+i = Ci-C 2 

darstellen; infolge Z'‘+^ = 0 ist Cj = Cj; diesér gemeinsame Rand liegt 
sowohl in Ky als auch in K 2 , ist also ein ^12> und zwar ein Nahtzyklus, 
da er ja 

(3) ^12 — Ci = C 2 

erfüUt. Wir nennen z \2 eme ,,Naht von Z’'+^“ — denn entsteht, 
indem man Ci und C2 lângs 2^2 zusammenheftet. 

Ist umgekehrt ein beliebiger Nahtzyklus 2^2 gegeben, so ist er immer 
Naht eines Z’’+^ ; denn dann gibt es Ci und C2, die (3) erfüllen, und aus 
ihnen kann man Z’'+^ gemâfi (4) bilden. Die in Nr. 4 definierten r-dimen- 
sionalen Nahtzyklen sind also mit den Nâhten der (r4- i)-dimensionalen 
Zyklen identisch. 

Ein gegebener Z’'+^ besitzt mehrere Nâhte, da ja die Zerlegung (4) 
nicht eindeutig ist; über die Gesamtheit der Nâhte gibt der folgende 
Satz AufschluB: 

Satz I. Die Gesamtheit der Nâhte eines beliebigen festen Zyklus 
Z c: K ist identisch mit einer Homologieklasse in Ki- K 2 . 

Beweis. 212 und 2^2 seien Nâhte von Z; dann gelten Gleichungen 


(4) 

• Z = Ci-C2. 

(4') 

Z = C'i-C^, 

(3) 

^1 2 = <^1 = , 

(3') 

^ 2 = = ^2 • 


Subtraktion von (4) und (4') liefert 

Cl — Cl = C2 C2 ; 

dieser Komplex liegt, wie die linke Seite zeigt, in Ki, wie die rechte 
Seite zeigt, in K 2 , er ist also ein Ci 2. Subtraktion von (3) und (3') lehrt 

(5) ^12 — ^2 — ^18> 
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ciiav/ , - rr 

Ist umgekehrt <2:12 Naht von Z und ^12^-2:12 in K^ - vSo gelten 
Gleichungen ( 4 ), ( 3 )» ( 5 ); setzt man 

= Cj Ci 2 > ^2 = C2 C12, 

so gelten auch ( 4 ') und (3'), d. h.: auch 2^2 ist Naht von Z , 

Damit ist der Satz I bewiesen; die nach ihm eindeutig existierende 
Homologieklasse der Nâhte von Z nennen wir kurz die ,,Nahtklasse'* 
von Z. 

6 . Die naheliegende Frage, für welche Z die Nahtklasse aus den 
Zyklen besteht, die in • K 2 beranden, wird vollstândig béant wortet 
durch 

Satz IL Die Nàhte des Zyklus Z sind dann und nur dann ^0 in 
K2 y wenn Z Summenzyklus ist, 

Beweis. Wenn Z Summenzyklus ist, so darf ‘man in ( 4 ) die Kom- 
plexe Cl und C2 als Zyklen annehmen; dann wird in (3) ^12 = 0; der 
NuUzyklus, und nach Satz I nur die mit ihm homologen Zyklen, sind 
also Nâhte von Z. Ist umgekehrt Z ein Zyklus, dessen Nâhte in 
Ky • K2 sind, so gehôrt nach Satz I zu diesen Nâhten jeder Zyklus, der 
cNo 0 in Xi • Kg ist, also insbesondere der NuUzyklus ;2:i2 = 0; dann sind 
die Komplexe Ci und Cg in (3) Zyklen, Z ist also nach ( 4 ) Summen- 
zyklus. 

Damit ist Satz II bewiesen. Da nach Nr. 3 jeder Z, der ^0 in if 
ist, Summenzyklus ist, folgt aus Satz II das y, Alexander sche Lemma'': 

Satz lia. Ist Z cxD 0 in K, Zj^2 ^^ht von Z, so ist 2^2 ^ 0 in • Xg. 

7 . Spezialisierung von Ki, K’2, K. Wir beweisen jetzt einige Sâtze, 
indem wir über und K 2 oder über K spezielle Voraussetzungen 
machen. Der erste von ihnen liefert eine Umkehrung des Satzes lia. 

Satz III. Sowohl in als auch in Xg berande jeder {r ^)-dimen- 
sionale Zyklus {für ein f estes r), Ist dann Z^^^ 9^ 0 in X, 2^2 Naht von 
Z^^^y so ist 2^2^ 0 in Xi • Xg. 

Beweis. Wir zeigen: Ist 2^2 Naht von Z^^^ und 2^2^ 0 in Xi • Xg. 
so ist in X. In der Tat: Aus 2^2^ 0 in Xi-Xg folgt nach 

Satz II: Z = Zi + Zg mit Zyklen Zi, Zg; infolge der Voraussetzung 
über Xi und Xg ist Z^^ 0 in X^, also erst recht in X, für t = 1 , 2; 
folglich ist auch Z cv) 0 in X. 

Bemerkung: Die Voraussetzung über und A'g ist für die Gültigkeit der 
Behauptung des Satzes III nicht entbehrlich. Beispiel: Ki und seien einfach 
geschlossene Polygone, Aj • Ag sei eine ihnen gemeinsame Strecke ; unter Q ver- 
stehen wir einen orientierten Streckenzug mit | Q | = A'f — Aj • Ag (i ~ \ , 2) \ 
dann ist = Cj = Cg Naht von ~ ^2* berandet die orientierte ge- 

meinsame Strecke von Aj und Ag, ist also cvdq in Aj-Ag,* aber ist 960 in K. 

Satz IV. In X = Xi + Xg berande jeder {r + i)-dimensionale 
Zyklus [für ein f estes r). Ist dann ^ift r-dimensionaler Zyklus in 

19 » 
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Kl’ K^, der ~ o sowohl in ah auch in ht, so ht co o auch in 
K, K,. 

Beweis. DaB zJjCoQ in jedem (i = i , 2) ist, bedeutet; Zi 2 ist 
Nahtzyklus; er sei Naht von wegen der Voraussetzung über K 

ist folglich ist nach Satz II a : cv:- 0 in • /Cj • 

Bemerkung; DaB die Voraussetzung über K nicht entbehrlich ist, zeigt das 
Beispiel eines Kreises K, der in zwei Halbkreise K^, Kg zerlegt ist, wenn man 
unter z\^ das Punktepaar versteht, das jeden der (geeignet orientierten) Halb- 
kreise berandet: es ist 0 in ~ • 

Korollare zum Satz IV: 

1 ) Es sei = P^{K^ ■=:p^[K^ — 0 ; dann ist auch 

f{K^ ■ K^) = 0 . 

2 ) Es sei p^ {K) — 0, p^ {Ki) = p^ {K^) = 1 ; dann ist auch p^ 

= 1. 

Diese Behauptungen ergeben sich ohne weiteres aus dem Satz IV, 
wenn man den rationalen Koeffizientenbereich zugrunde legt und be- 
denkt, daB dann die Gleichungen p^ ~ 0 {r ^\) und p^ — \ dasselbe 
bedeuten wie: jeder r-dimensionale bzw. jeder berandungsfâhige null- 
dimensionale Zyklus berandet (Kap. V, § 2, Nr. 10). 

Dem Korollar 2 kann man noch eine andere Formulierung geben, 
indem man den Begriff der yyUnikohàrenz'' einführt: der zusammen- 
hangende Komplex K heiBt unikohârent, wenn bei jeder Überdeckung 
von K mit zwei Teilkomplexen und K^y von denen jeder zusammen- 
hângend ist, auch zusammenhangend ist. Dann lautet das 

Korollar 2: 

Jeder zusammenhàngende Komplex K mit p^[K)=0 ist uniko- 
hârent 

8, Der Naht-Homomorphismus. Wir fahren jetzt mit der Unter- 
suchung des Zusammenhanges zwischen den Zyklen c: K und 
ihren Nahtklassen fort, ohne Spezialisierungen von K, vor- 

zunehmen. 

Zuerst stellen wir die Linearitât der Nahtbildung fest: Ist z^ 2 . ^^kt 
von Z, z [2 Naht von Z', so ist 2:^2 i ^12 Naht von Z i Z'; denn aus 


Z = Q - C 2 , 

Z' = c; - c', 

folgt 

Z±Z'=={C,±C,)-{C2±Q), 


Zi2 — C'i — C2 

^12 i ^12 = (Q i C'i) — (Q i C 2 ) . 


Jetzt ergibt sich weiter: Ist Z c<, Z' in K, so ist ^12 Ki ' 
denn aus Z — Z' 0 folgt nach Satz lia, daB jede Naht von Z — Z' , 
also nach dem soeben Bewiesenen, daB ^ 1 ' ^2 ist. 


^ Hiervon ist folgende Umkehrung bewiesen: Ist p^(K) >0, so besitzt K 
eine Unterteilung, die nicht unikohârent ist. Man vgl. Borsuk: Fund. Math. XX 
(1933) S. 224. Cech: ibidem, S. 232. Rueff: Comm. Math. Helvet. 7 (1934) S. 14. 
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Somit wird jeder (r+ l)"dimensionalen Homologieklasse von K 
durch die Nahtbildung eine bestimmte y-dimensionale Homologieklasse 
von Kl • K 2 zugeordnet; aus der Linearitât der Nahtbildung geht her- 
vor, daB diese Zuordnung homomorph ist. Es liegt also ein Homo- 
morphismus der Gruppe in die Gruppe vor. 

Diejenige Untergruppe von B^ * K 2) , die das Bild von (K^ + K 2) 

bei dieser Abbildung ist, besteht aus denjenigen Homologieklassen, deren 
Elemente Nahtzyklen sind; wir nennen diese Gruppe (K ^ • K 2 ) . Die- 
jenige Untergruppe von B^^^ {K^ + K2 ) , die der ,,Kern*' des Homomor- 
phismus, d.h. die Gesamtheit der auf die Null von B^ {K^ • abgebil- 
deten Elemente von B^ ^ ^ -f ist, besteht nach Satz II aus denjenigen 
Homologieklassen, deren Elemente Summenzyklen sind ; wir nennen diese 
Gruppe {K^ + . Dann kônnen wir auf Grund des Homomorphie- 

satzes (Anhang I, Nr. 9 und 10) das folgende Ergebnis aussprechen: 

Satz V. (Xj + sei die Gruppe derjenigen {r \)-dimensio- 
nalen Homologieklassen von + A'g» deren Elemente Summenzyklen 
sind; N^{Ki • sei die Gruppe derjenigen r-dimensionalen Homologie- 
klassen von • K2, deren Elemente Nahtzyklen sind, Dann hestehen 
— für jedes r ^ 0 und für jeden Koeffizientenbereich — die Isomorphien 

5^+1 {Kl + K2) - 1 {Kl + K2) ^ N^{Ki ‘ K2) . 

9. Spezialisierung von Ki und Kg. Wir ziehen Folgerungen aus 
diesem allgemeinen Satz durch Spezialisierung von K^ und /Cg- Zu- 
nâchst nehmen wir an: in jedem der beiden K^ berande jeder (r + 1)- 
dimensionale Zyklus ; ist dann Z — Zi + Z2 irgendein Summenzyklus 
in K, so folgt aus Zi 0 in K ^ , daB erst recht cv) 0 in K, daB also 
auch Z 0 in K ist; die Gruppe S^^^{Ki -f 1^2) reduziert sich also 
auf das Nullelement von B^^^ {Ki + K 2) ; daher ergibt sich aus Satz V : 

Satz Via. Wenn sowohl in Ki wie in K2 jeder {r \)-dimensionale 
Zyklus herandet, so ist B'^^^iKi + K^ der Untergruppe N^{Ki • K^ von 
B^ {Kl • Kg) isomorph. 

Korollar : Ein Komplex K, der eindimensionale Torsion besitzt, làût sich nicht 
mit zwei //-Simplexen überdecken, allgemeiner: nicht mit zwei Komplexen A", , die 
folgende Eigenschaft haben: jeder (ganzzahlige) eindimensionale Zyklus in 
berandet in Ki (in bezug auf ^). 

Denn K^) enthâlt, als Untergruppe von • A'g) , niemals ein 

Elément endlicher Ordnung. 

Beispiel: K ist die projektive Ebene. 

Nehmen wir jetzt an, daC in jedem nicht nur jeder (r+ i)-dimen- 
sionale, sondern auCerdem jeder f-dimensionale (berandungsfâhige) 
Zyklus berandet ; da in diesem Falle jeder berandungsfâhige Zyklus z\., 
Nahtzyklus ist, besteht N’'{Ky • K 2) aus allen Homologieklassen, deren 
Elemente berandungsfâhig sind ; es ist also N’’ (X, • K 2) = (X, • 

für f ^ 1 , N^(Ki • K 2) — • K 2) für r — 0 (wegen der Bedeutung 

von B®® vgl. man Kap. V, §1, Nr. 5). Somit ergibt sich aus Satz Via: 
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Satz VI. Sowohl in wie in berande jeder {r \)-dimensionale 
sowie jeder {berandungsfàhigé) r-dimensionale Zyklus. Dann ist 

(6) 1 {K^ + K^) B' {K^ • K^) für r^\. 

(6o) B^{K, + K^)^B^nK^-K^). 

Um auch noch über die Gruppe B® {Ky + , die ja vollstândig 

durch die Komponentenzahl ^® {Ky + bestimmt ist (Kap. V, § 1 , 
Nr. 4), eine analoge Aussage zu machen, formulieren wir den folgenden 
selbstverstàndlichen 

Zusatz zu Satz VI. Sowohl Ky wie sei zusammenhàngend. 
Dann ist 

(6') />® {K y + = \ , faits K y ■ K 2 nicht leer'^, 

(6”) p^{Ky + Kî) = 2, faits Ky ■ K2 leer isD. 

Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn Ky und K 2 B-Simplexe 
sind (vgl. Kap. IV, § 6, Nr. 5 )- In diesem Fall sind nâmlich die Betti- 
schen Gruppen von Ky + K2 vollstândig durch die Bettischen Gruppen 
von Ky • K 2 bestimmt und umgekehrt\ denn da die Voraussetzungen des 
Satzes VI und seines Zusatzes erfüllt sind, gilt 

Satz VI*. Sind Ky und K2 H-Simpiexe, so bestehen aile Relationen 

(6), (60), (6'), (6”). 

Intéressante Spezialfâlle des Satzes VI sind die beiden nàchsten 
Sâtze : 

Satz VIL Sind Ky und K 2 H -Simple xe, so ist Ky + K 2 dann und 
nur dann ein H-Simplex, wenn Ky • K2 ein H-Simplex ist. 

Satz VIII. Sind Ky und K2 H-Simplexe, so ist Ky + K2 dann und 
nur dann einem Simplexrand homologie-àquivalent, wenn Ky • Kj 

einem Simplexrand \x"\ homologie-àquivalent ist (« > 0). 

Man hat, um sich von der Richtigkeit dieser Sâtze zu überzeugen, 
nur zu bedenken, daB Simplex und Simplexrânder die folgenden 
Bettischen Gruppen und Zahlen haben: 

das Simplex: B®® = B*" = 0 (r Sï 1) , />o = 1 

■ 5oo|^«+i|__Br|^»+i|^Q 

die Simplex- B” | | ^ 

rànder \x^+'^\ : g’’ | | = 0 C»" + 0) , 

, B®®l%i| ?» 3. 

Dann verifiziert man die Sâtze VII und VIII an Hand der Relationen 
(6), (6o)^J6'), (6"). 

1 Die Bezeichnung ,,leer“ bezieht sich hier auf den von erzeugten 

Eckpunkthereich. Das ,,leer“ ist, bedeutet also: der Komplex ent- 

hâlt keinen Eckpunkt, d. h. er ist der aus dem leeren Simplex bestehende Kom- 
plex; dieses Simplex gehôrt zu jedem Teilkomplex von K [vorausgesetzt, daû K 
nicht der leere Komplex ist (vgl. S. 157)], also auch zu K^, 


I für « è 1 , 
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Zur Illustration des Satzes VIII dient die Tatsache, daC eine Kugel- 
flâche K die Summe zweier Halbkugeln und ist, die einen Kreis 
Kl ■ gemein haben. 

Man beachte übrigens: Die Dimensionen der Komplexe K-i, K^, 
Kl • K 2 sind auch im Satz VIII ganz gleichgüüig. 

10. Die Sâtze von Helly. Wir erweitem den Bereich der bisherigen 
Sâtze, indem wir Bedeckungen von K nicht nur mit zwei, sondern 
mit einer beliebigen Anzahl Teilkomplexen ins Auge fassen. Zunâchst 
verallgemeinem wir den Satz VII; er ist für m — 2 mit dem folgenden 
identisch : 

Satz VII„. Kl, K^, .... K„ seien Teilkomplexe eines festen Kotn- 
plexes. Behauptung Wenn aile Komplexe 

Ki^, K,^Ki„ KiK,-...K^ 

{mit beliebigen i^) H-Simplexe sind, so ist auch 

+ ^2 + ' * * + 

ein H-Simplex, Behauptung Wenn aile Komplexe 

Z,. , + + + + 

{mit beliebigen i^ H-Simplexe sind, so ist auch 

H-SimplexK Ki- K^ - . . K^ 

Beweis durch vollstândige Induktion in bezug auf m. Ai und Bi 
sind trivial (und Aj, übrigens mit Satz VII identisch). 

Beweis von A„: A„_i sei bewiesen; Ki, . . soUen die Voraus- 

setzung von erfüllen. Wir setzen 

K'i^Ki- K„^ für î = 1 , 2, .... w — 1 ; 

diese K\ sind nach Voraussetzung B-Simplexe; jeder Durchschnitt 
K'i^ - • K'i^ = A, J • . . . • Ki^ • K^ ist ebenfalls nach Voraussetzung 
B-Simplex. Die K'i erfüllen also die Voraussetzungen und daher 
auch die Behauptung von A^.^: 

K'i + -^- + K'^_i =.{Ki + ... + K^_i) • K^ 
ist ein B- Simplex. Nun ist nach A^_i auch (A'i + • • • + ein 

B-Simplex; folglich ist nach Satz VII auch {Ki + • • • + ^m-l) + 
ein B-Simplex. Damit ist A^ bewiesen. 

Beweis von B^: B^_i sei bewiesen; Ki, .... K^ sollen die Voraus- 
setzung von B^ erfüllen. Wir setzen K^_i -f = K'; dies ist nach 
Voraussetzung ein B-Simplex; die Komplexe Ki, . . ., K^_ 2 , K' er- 
füllen die Voraussetzung von B^-i» denn die Summe beUebiger von 
ihnen ist zugleich Summe gewisser iC<. Folglich gilt für sie auch die 
Behauptung von B^_i: 

Kl-...- K^_2 -K' = Kl-...- -K^_i + Kl-...- K^_2 - K^ 


1 Man beachte, daÛ ein H-Simplex wenigstens einen Eckpunkt enthâlt. 
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ist /^-Simplex. Nach ist aber auch jeder der beiden auf der 

rechten Seite stehenden Summanden /f- Simplex, und nach Satz VII 
gilt dasselbe daher auch für ihren Durchschnitt 

{K,-...- • K^_,) ■ (K, ■ K^) = K, . 

Damit ist auch bewiesen. 

Satz IX„. Kl, K 2 , • . • , Kn +2 seien Teilkomplexe eines festen Kom- 
plexes (w ^ 0) ; jeder Komplex 

{mit beliebigen i^) set ein H-Simplex, der Durchschnitt 

Kl ' K 2 • . . . • X^+2 


aller K^ aber sei leer'^. Dann ist die Summe 

K^Ki + K2 + - + K,+2 

aller K^ dem Simplexrand homologie-àquivalent. 

Bemerkung. Das einfachste Beispiel bilden die w-dimensionalen 
Seiten (i = 1 , 2, . . . , w + 2) eines Simplexes Der Sinn des 

Satzes ist: Baut man einen Komplex K in ,,âhnlicher'‘ Weise aus 
/f-Simplexen K^ auf, wie der Simplexrand aus seinen w-dimen- 

sionalen Simplexen aufgebaut ist, so hat K dieselben Homologie-Eigen- 
schaften wie dabei ist die ,,Àhnlichkeit“ des Aufbaus durch die 

Homologie-Eigenschaften der Durchschnitte K^^ • K^^ • . . . • K^^ gegeben. 
Die Dimensionen der Ki sind gleichgültig. 

Beweis durch vollstândige Induktion. Satz IXg ist offenbar richtig; 
denn dann sind Ki, Kg zueinander fremde //-Simplexe, und | x^ | ist ein 
Punktepaar. Satz IX^_i sei bewiesen; Ki, Kg, . . ., K ^^2 sollen die 
Voraussetzungen des Satzes IX^ erfüllen. 

Die Komplexe 


K^ = Kr K 


+ 2 


(î = 1 , 2 , 


n 


erfüUen dann die Voraussetzung des Satzes IX„_i; denn der Durch- 
schnitt von je r von ihnen (r = 1 , 2 ist mit dem Durchschnitt 
von gewissen r 1 -Komplexen -f 1) identisch, also H -Sim- 

plex ; und der Durchschnitt aller Kf (i — \ , 2, . . n -\- \) ist gleich 
dem Durchschnitt aller Ki (î = 1 , 2, . . n 2) , also leer^. 

Aus dem Satz IX„_i folgt daher: 

X' = x; -H -f • . . -f x;.„ 
ist mit \x"\ homologie-àquivalent. 

Aus dem Satz VII„n (Teil A^^i) folgt: 

X* = X, -h Xa -f • . . -f X„+i 


ist ein X- Simplex; X „+2 ist nach Voraussetzung ein X- Simplex; da 

X*-X„+2 = X' 


1 Es gilt hier das Analoge wie in der Fufinote auf Seite 294. 
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ist, kônnen wir den Satz VIII anwenden: er besagt, daB fC* + 
mit homologie-âquivalent ist. Da aber 

K* + + ^2 + * • • + 2 

ist, ist damit der Satz IX„ bewiesen. 

Wir heben einige Korollare hervor. Der Kürze halber nennen wir 
ein System von Komplexen ^nf 2 > welche die Voraus- 

setzungen des Satzes IX^ erfüllen, ein ,,S^- System''; über die Dimen- 
sionszahlen der wird nichts vorausgesetzt. 

Korollar 1. Ein hôchstens {n — \)-dimensionaler Komplex enthàlt 
niemals ein S^-System von Teilkomplexen. 

Denn andernfalls enthielte er nach Satz IX^ einen Teilkomplex K 
mit p^{K) = 1. 

Korollar 2. A sei ein Euklidischer Komplex im R^; K^, 

^n +2 setew Teilkomplexe von A mit folgender Eigenschaft: aile Komplexe 


... 

{mit beliebigen seien H-Simplexe. Dann tst 

• . . . • ^„+o 0. 


Ki Ki -...-K., 

Î1 U in+1 


Denn andernfalls wâren die Voraussetzungen von 1X„ erfüllt, und 
es gâbe daher im i?” einen «-dimensionalen, von Null verschiedenen 
Euklidischen Zyklus — entgegen Kap. IV, § 5, Nr. 12. 

Aufgabe (Analogon aus der Elementargeometrie). Man beweise (elemcntar- 
geometrisch) : M^, M^, . . seien konvexe Mengen im und es sei jeder 

Durchschnitt M . . . . • 4^ 0. Dann ist auch der Durchschnitt 

Ml • Mg . . . . • M„^2 + 0. 

11. Die Formel von Mayer -Vietoris. Wir kehren zu den Über- 
deckungen von K mit nur zwei Komplexen , Kg zurück und werden 
noch zwei wichtige Isomorphien, âhnlich der des Satzes V, beweisen. 

Die Gesamtheit aller Paare (3Ï, 3$) Homologieklassen 3ï von 
und 32 von Kg wird durch die Festsetzung 


(Sï. 3D + (âr- 32 ') = (3Ï + 31'. 31 + 31') 


ZU einer Gruppe, welche der direkten Summe B^{Ky) + B^{K^ iso- 
morph ist und die wir geradezu mit B^{K^ + B^[K^ bezeichnen. Wir 
betrachten in ihr zwei Untergruppen : sei die Gruppe der Paare 

(31.31) mit 

4 + 4cs=o in X für ^1 c: 3Ï, c 3 ^, 


und W' die Gruppe der Paare (31, 31) mit 


^1 — 4'^0 in iC für 21 ^ 3 ^, 2 ^ 03 ^. 

Wenn man in jedem Elément (31, 31) der Gruppe B'{Ki) + B'{K^ 
die Klasse 31 durch —32 ersetzt, so entsteht ein Automorphismus von 
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welcher die Untergruppen V' und W'' miteinander 
vertauscht; folglich ist 

( 7 ) V' W\ 

Es ist leicht, die Gruppen F*' und W' mit den Bettischen Gruppen 
von K, K^, K^, iCi • sowie den Gruppen S*' und die im Satz V 
auftraten, in Zusammenhang zu bringen: 

Ordnet man erstens jedem Elément ( 3 Ï, 30 von 
diejenige Homologieklasse von K zu, in welcher die Zyklen z[ + 4 
mit z[cz Ql, 32 enthalten sind — diese Klasse hângt offenbar nur 

von ( 3 i, 30 nicht von den speziellen Zyklen z[, z^ sîb —, so ent- 

steht ein Homomorphismus von B'{Ki) + ■B’'(X2) ^.uf S' {K), dessen 
Kern F'' ist. Folglich ist 

(8) (B- (K,) + B' (K,)) - F^ ^ S*- (K) . 

Zweitens: Jede Homologieklasse 3i2 von ist in einer Homo- 

logieklasse 3 î von Kl sowie in einer Homologieklasse 32 von ent- 
halten; dabei ist z[ <>3 2:2 in K für z[ c: 3 i> 4^-80 folglich ist ( 3 Ï, 30 
c: W'. Umgekehrt behaupten wir: Ist ( 3 i, 30 irgendein Elément 
von IF’’, so gibt es eine Homologieklasse 3Ï2 von Kj • Kg, die in 3 ï 
und in 32 enthalten ist. In der Tat: Sind z[, z^ Zyklen aus 3 i hzw. 30 
so gibt es einen Komplex C mit C = z’i — Zo, und aus dem Hilfssatz 
(Nr. 2 ) folgt: 

z[ — Cl = zl + C^-, I 

der durch jede der beiden Seiten dieser Gleichung dargestellte Zyklus 
ist ein 2^2 > der in 3! nnd in 32 enthalten ist. 

Damit haben wir gesehen : Ordnet man jeder Klasse 3Ï2 dasjenige 
Paar (30 30 zu, das durch 3i2<= 30 812 ^ 82 bestimmt ist, so liegt 
eine Abbildung von {K^ • K^) auf W'' vor ; diese Abbildung ist offen- 
bar ein Homomorphismus. Sein Kem besteht aus denjenigen Klas- 
sen 3Î2> fnr welche 81 = 0 und 82 = 0 ist; die Zyklen aus diesen 
Klassen 3i2 sind aber gerade die Nahtzyklen (vgl. Nr. 4 ) ; mithin ist 

(Kl • K2) der Kern des Homomorphismus, und folglich ist 

( 9 ) B' (Kl . K2) - (Kl . Kg) W\ 

Die Isomorphien ( 7 ), (8), ( 9 ) — die für jedes r^O und für jeden 
Koeffizientenbereich gelten — sind in Verbindung mit dem Satz V 
wesentliche Beitrâge zur Beantwortung der am Anfang dieses Para- 
graphen gestellten Frage. Man sieht dies besonders deutlich, wenn 
man den Koeffizientenbereich @ zugrunde legt^ und die Rânge der 
auftretenden Gruppen betrachtet: Bezeichnen wir die Rânge von N’' 
und S’' mit n'' bzw. s' und den infolge ( 7 ) den Gruppen F’’ und W' 


^ Statt @ kann man auch mit einer Primzahl m zugrunde legen. 
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gemeinsamen Rang mit v’^, so ergeben sich mit Rücksicht auf die Addi- 
tivitât der Range (Anhang I, Nr. 32) die folgenden Beziehungen: 

ans Satz V : P'(^i + ^2) — s' = 

ans (8) ; (K^) + f (K^) - t;*- = s- 

ans ( 9 ) : p^ • K^) - tf = if . 

Durch Elimination von und s' ans diesen drei Gleichungen ent- 
steht die Formel von Mayer-Vietoris: 

f{K, + K,) = f{K,) + f{K,) - f(K, . K,) + «^ + n'-K 

§ 3. Produktkomplexe. 

1 . Im Kap. I, § 1 , haben wir je zwei topologischen Râumen X, Y ihren 
„Produktraum‘‘ zugeordnet: nâmlich die Menge der Paare {x, y) von 
Punkten xcz X, y œ Y, welche durch eine naheliegende Festsetzung 
zu einem topologischen Raum gemacht wird. Jetzt werden wir je zwei 
Komplexen K^, einen ,,Produktkomplex'‘ x derart zuordnen, 
daB das Polyeder K-^ x dem Produktraum x R^ der beiden 
Polyeder R^ und R^ homôomorph ist. Der anschaulichste Fall ist der, 
in dem R^ eine Strecke ist: dann ist K^xR^ der ,,Zylinder“ über 
R^.^ Abgesehen von diesem einfachen FaU werden in diesem Bande 
übrigens die Produktkomplexe keine Rolle spielen. Jedoch sind sie 
wichtig in der Dimensionstheorie (2. Band) und besonders in der 
Théorie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten (3. Band). Die Be- 
stimmung der Bettischen Gruppen des Produktkomplexes aus denen 
der beiden Faktoren verdient an sich Interesse; ihre Durchführung für 
den FïiU endlicher Komplexe bildet den Hauptinhalt dieses. Paragraphen 
(Nr. 9, Satz von Künneth). 

Der Produktkomplex R^ x R 2 ist, auch im Falle simplizialer Kom- 
plexe Ri und Kg, selbst nicht simplizial, sondem ein ZeWewkomplex, 
dessen Zellen im allgemeinen keine Simplexe sind. Wir werden daher 
wesentlich die im Kap. VI, § i, Nr. 12 konstatierte Tatsache benutzen: 
die orientierten Zellen eines Zellenkomplexes sind zur Bildung von 
algebraischen Komplexen, Zyklen, Homologieklassen und Bettischen 
Gruppen ebensogut zu gebrauchen wie die Simplexe eines simplizialen 
Komplexes. 

2 . Produkte konvexer Zellen. Wir beginnen mit elementargeome- 
trischen Bemerkungen. R^, seien Euklidische Râume beliebiger 
Dimension. Wir fassen sie als Koordinatenrâume in dem von ihnen 
,,aufgespannten“ Raum R^ auf, d. h.: im Rj gibt es ein solches Carte- 
sisches Koordinatensystem x^, . . ., x^.y^, . . ., y„, daB die Koor- 

^ Der Zylinder Z {K^ in Kap. IV, § 6, Nr. 2 ist eine simpliziale Unter- 
teilung von K^x und ebenso IlfiK) aus Kap. IV, § 6, Nr. 4, wenn / eine 
isomorphe Abbildung ist. 
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dinaten in die Koordinaten in sind. Jedem Punktepaar 
a cz , ha R^ ordnen wir denjenigen Punkt a x h a R^ zu, dessen 
;<:£-Koordinaten mit denen von a und dessen yy-Koordinaten mit denen 
von b übereinstimmen^. Durchlàuft a eine Menge A, b eine Menge 
so bezeichnen wir die von a x h durchlaufene Menge mit A x B ] sie 
ist offenbar dem früher definierten Produktraum von A und B ho- 
môomorph. 

Wir zâhlen jetzt eine Reihe von Tatsachen auf, deren elementare 
Beweise wir dem Leser überlassen: 

a) Für beliebige Mengen A\ A'" a R^, B', J5" a R^ gilt 

{A' X B') • {A" X B") = A' • A" X B' • B". 

b) Sind A und B beschrânkt und abgeschlossen, so auch A x B. 

c) Liegt A in einer ^-dimensionalen, B in einer 9-dimensionalen 
Ebene, so liegt ^ x in einer (^ + 5')-dimensionalen Ebene. 

d) A liege in der Ebene R\, die Unterraum von Ri ist, und A' sei 
die Menge der inneren Punkte von A relativ zu R[ ; B liege in der 
Ebene i?2> Unterraum von ist, und B' sei die Menge der inneren 
Punkte von B relativ zu 7?2- Uann ist A' x B' die Menge der inneren 
Punkte von A x B relativ z\x R\x R^^ 

e) Sind A und B konvex, so auch A x B. 

Nunmehr folgt: Ist A eine p-dimensionale, B eine q-dimensionale 
konvexe Zelle, so ist AxB eine {p q)-dimensionale konvexe Zelle. 
Denn nach b) und e) ist ^ X B beschrânkt, abgeschlossen und konvex; 
nach c) liegt die Menge .4 x B in einer (^ + 9)-diniensionalen Ebene; 
nach d) besitzt sie relativ zu dieser Ebene innere Punkte, also ist sie 
(^ + 9)-dimensional; nach d) liegt ferner der Punkt axb dann und nur 
dann auf dem Rande von A x B^ wenn entweder a auf dem Rande 
von A oder b auf dem Rande von B liegt, so daü also nach c) der Rand 
von ^ X B in einer endlichen Anzahl von (^4-ÿ — 1)"dimensionalen 
Ebenen liegt; mithin ist ^ X B eine Zelle (Anhang II, § 4, Satz I). 

Die soeben festgesetzte Struktur des Randes von AxB làBt sich 
auch so beschreiben: Sind A^ die (^ — 1)-dimensionalen Seiten von .4, 
Bj die (9 — l)-dimensionalen Seiten von B, so sind die A^x B und die 
A X Bj die (^ + 9 — 1)-dimensionalen Seiten von AxB, Da nun die 
niedrigerdimensionalen Seiten einer Zelle die Durchschnitte hôher- 
dimensionaier Seiten sind, ergibt sich aus a) : Jede Seite der Produktzelle 
A X B ist das Produkt einer Seite von A mit einer Seite von B und um- 
gekehrt. 

8. Produkte Euklidischer Komplexe. Jetzt seien Ki und Eukli- 
dische Zellenkomplexe in Ri bzw. R^] ihre Zellen (die wir auch als 
Simplexe annehmen dürfen) seien bzw. By . Aus Ri—^A^, R^ = ^Bj 

i j 

1 In der vektoriellen Schreibweise, die im Anhang II benutzt wird (S. 594), 
hat man a -Y h statt a x b z\x schreiben. 
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folgt R^x R2 X Bj) ; also ist R^ x R^ Summe von Zellen. Der 

*’ j 

Durchschnitt zweier dieser Zellen ist nach a) : (^ 1 X B^)^[A2 X B^) 
— - - fig,* da Al • Jig B^ • JSg Zellen von bzw. (oder 

leer) sind, ist daher auch [A^xBA * {A^xB^ Zelle (evtl. leer). Damit 
ist gezeigt : Das Produkt x R2 àer Polyeder und R2 ist selbst in 
Zellen zerlegt, und zwar sind seine Zellen die Produkte der Zellen von 
mit den Zellen von ) dahei ist, wie ohen festgestellt wurde, das Produkt 
einer p-dimensionalen mit einer q-dimensionalen Zelle (p q)-dimensionaL 

Es ist klar, daB R^ x R 2 dem im Kap. I definierten Produktraum von 
Ri und R 2 homôomorph ist. Ferner ist klar: Sind K{ und Zellen- 
komplexe, die den Komplexen Ki bzw. K 2 isomorph sind, so ist die 
Zerlegung von R[ x K 2 die Produkte der Zellen von K[ mit denen 
von K 2 der obigen Zellenzerlegung von Ri x R 2 isomorph. 

4. Produkte absoluter Komplexe. Ki und K2 seien absolute simpli- 
ziale Komplexe ; wir dürfen sie als Euklidische Komplexe in Euklidischen 
Ràumen Ri , Rg voraussetzen ; dann konstruieren wir x itg . Durch 
die Zerlegung von Ri x R2 in die Produkte der Simplexe von Ki mit 
denen vonKgwird ein Zellenkomplex definiert, dessen kombinatorischer 
Typus offenbar (vgl. die SchluBbemerkung der vorigen Nummer) von 
den speziellen Euklidischen Realisationen von Ki und Kg nicht abhângt. 
Wir nennen ihn den ,,Produktkomplex'' von Ki und Kg und bezeichnen 
ihn mit K^ x Kg. Er hat, wie wir nach dem Vorstehenden wissen, die 
folgenden Eigenschaften, die allein wir im folgenden benutzen werden: 

Bezeichnen wir die Simplexe von K^ mit \xi\, die von Kg mit | 1 , 

so ist Kl X Kg ein Zellenkomplex, dessen Zellen den Paaren \xi\, | | 
eineindeutig derart zugeordnet sind, dafi, wenn wir die dem Paar \xi\, | fy | 
zugeordnete Zelle mit | | x | ly | bezeichnen, die Regeln gelten : 

(1) dim(la;il x = dim|A;i| + dim|^,-|, 

(2) (|A:i| X |ly|) • X = \xi\ ■ X Ifyl ■ 

Dabei ist für die Allgemeingültigkeit von (2) die Festsetzung not- 
wendig, daB eine Produktzelle leer ist, falls ein Faktor leer ist; in (1) 
darf aber keine der Zellen leer sein. 

Wir ziehen sogleich eine Folgerung aus (2) [die man übrigens auch 
aus Nr. 2 entnehmen kônnte, was wir aber vermeiden, da ailes Weitere 
aus (1) und (2) folgen soll]: x |fy'| ist dann und nur dann Seite^ 

von \xi \ X I ly I , wenn | Xi^ | Seite von | x^ | und | | Seite von | |y | ist. In 
der Tat: daB \xy \ x \èy\ Seite von \xi\ x |fy| ist, ist gleichbedeutend 

(k,-| X |ly|) • (|%| X = l^i'l X |l/|- 
also nach (2) mit 

I I ^ i I “ i I * I 1 ^ I 1 ’ I h 


1 Es sind auch die uneigentlichen Seiten zugelassen. 
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|%l = |*t| • = l^yl • |^f|. 

d. h. mit der Tatsache: |%| ist Seite von \xi\, ||y<| Seite von ||y|. 

Es sei noch bemerkt : die am Anfang dieser Nummer gemachte Voraus- 
setzung, daB und simpliziale Komplexe sind, kônnten wir durch 
die allgemeinere Annahme ersetzen, daB und Zellenkomplexe sind ; 
jedoch batte diese Verallgemeinerung hier keinen praktischen Wert. Die 
Zellen von x sind — auBer den null- und eindimensionalen — 
auch bei simplizialen und keine Simplexe. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, für endliche und — also 
auch für endhchen K^xK^ — die Bettischen Gruppen B'' {K-^ x 
aus den Bettischen Gruppen von und K 2 zu bestimmen. Als 
Koeffizientenbereich legen wir @ zugrunde. Wir werden zunàchst die 
Gruppen U {K^ x {K^ x K 2 ) , H’" {K^ x K 2 ) untersuchen ^ . Es wird 

dabei zweckmâBig sein, auch die Gruppen gemischter Dimension 
B = ^ B’', L usw. zu betrachten. 

r r 

Algebraische Komplexe in bezeichnen wir mit lateinischen, alge- 
braische Komplexe in K 2 mit griechischen Buchstaben. 

5. Produkte algebraischer Komplexe; die Gruppe L(Ki X X 2 ). 
Aile Simplexe seien orientiert; wir erteilen jetzt auch jeder Zelle 

]^{|x|^y| eine bestimmte Orientierung (Kap. VI, §1, Nr. 12), und 
zwar nach einer Regel, die wir in Nr. 6 formulieren werden, und auf 
die es vorlàufig nicht ankommt; die orientierten Zellen nennen wir 
XiX ly. Sie bilden eine Basis in L{KiX K 2 ) , die algebraischen Kom- 
plexe in Kl X K 2 sind also die Linearformen {xi x^;). 

Es ist zweckmâBig, noch den Begriff des Produktes algebraischer 
Komplexe einzuführen: Sind C x^y F = algebraische Kom- 

plexe in Kl bzw. Kg, so setzen wir 

cx r = (Z X,) X X 1,) . 

Man bestâtigt leicht die Gültigkeit der Rechenregel 

mit beliebigen ganzen a’", worin insbesondere die distributiven Ge- 
setze enthalten sind: 

(C, + C^) X r = (C, X T) + {C 2 X F). 
c X (A + A) = (C X A) + (C X A)- 

Wichtig ist der folgende Satz: 

Sind Cg, P = 1 , 2 , . . . , linear unabhàngige Elemente von L (K,) und 

ist Z {Cg X A) = 0, so sind aile A = 0. 

e 

1 Diese Gruppen beziehen sich auf den Z^/Z^nkomplex A'j x K^ ; sie sind 
also gemàB Kap. VI, § l, Nr. 12 definiert. 
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Beweis. Es sei dann ist ^(C„ x F^) 

= X if) =0, also, da die Xf x if eine Basis sind, = 0 

Q,i,i e 

für alleî, j ; Multiplikation mit ^f^undSummationüberîliefert : ^ C.=0 , 

e 

infolge der Unabhângigkeit der ist also — 0 für aile q , j und daher 
Fq = 0 für jedes q . 

Aus diesem Satz folgt der weitere: Sind {A,}, {-S,} Basen in L{K^) 
bzw. L (K^ , so ist {Xf x Sf} eine Basis in L {Ki x K^) . 

Beweis. Da die Xf bzw. lineare Verbindungen der Xi bzw. Sj 
sind, sind auch die Xf x ij lineare Verbindungen der Xf x Sj, folglich 
erzeugen die XfxSj die Gruppe L{KiX K^). Sie sind unabhângig; 

denn aus 0 = ^ {Xf x Sj) = ^ (X^ x ^ folgt nach dem vorigen 
. , ^ i j ^ 

Satz: ^a'^ S j = 0, also wegen der Unabhângigkeit der Ej auch = 0. 
Somit bilden die Xf x Sj ein unabhângiges Erzeugendensystem, d. h. eine 
Basis. 

Da die Formel (1) natürlich auch für algebraische Komplexe gilt, 
lâBt sich die Gruppe L (K^ x K^) in eindeutiger Weise in die Gruppen 
F (K J xK^ zerlegen. Die Übertragung der soeben für L bewiesenen 
Sàtze auf die einzelnen Gruppen U macht daher keine Schwierigkeit. 

6. Wir treffen jetzt eine Verabredung über die Wahl der Orien- 
tierung der Zellen |A;i|x|lj|, die bisher willkürlich war. Als Vor- 
bereitung beweisen wir: 

Man kann — nachdem die Orieniierungen aller Zellen x und i von 

bzw. K 2 willkürlich festgesetzt sind — die Orieniierungen aller Zellen 
X X i von Kl X K 2 so wàhlen, dafi 

(3) X i'y= {x' X i’) + (-1)^ {x^ X |‘) 

gilt. 

Beweis. Wir führen den Beweis durch vollstândige Induktion in 
bezug auf n — r s. Zuerst verifiziert man leicht: Die eindimensio- 
neden Zellen von Ki XK 2 kônnen so orientiert werden, daB für sie (3) 
gilt. Dann nehmen wir an, « > 1 sei gegeben, aile Zellen mit r + s 
= « — 1 seien so orientiert, daB (3) gilt, und eine Zelle | a:’’ | x 1 1* | mit 
r s — n sei vorgelegt ; wir haben zu zeigen : sie lâBt sich so orien- 
tieren, daB (3) gilt. 

Wir geben vorlâufig der Zelle [x'I x | ^* | noch eine willkürliche 
Orientierung, und bezeichnen die so orientierte Zelle mit 3£”; der — 
von der Wahl dieser Orientierung unabhàngige — Komplex |X"| ist 
einem (n — l)-dimensionalen Simplexrand homologie-àquivalent (Kap. VI, 
§ 2, Nr. 7); sei Basiselement der Gruppe der (« — i)-dimensionalen 
Zyklen von |36"|; dann ist X" = hier in ist / = ^t, da in X" 

jedes Simplex offenbar den Koeffizienten if hat. 

sei der auf der rechten Seite von (3) stehende Komplex; aus 
Nr. 4 geht hervor: Jedes Grundelement von ist (n — 1)-dimen- 
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sionale Seite von da die (w — 1)-dimensionalen Seiten der Zelle X” 
gerade den Komplex |3 ê"| bilden, ist also ein algebraischer Komplex 
in 1 36** I . Wir werden nachher zeigen : ^ ist Zyklus ; nehmen wir dies im 

Augenblick als bewiesen an; dann folgt / hierin ist / = , 

da in offenbar keine Zelle einen anderen Koeffizienten hat als ±1 . 

Da sowohl = 3.1s auch ist, ist somit 

3£” = Jetzt bestimmen wir die Orientierung 3£” von |3£”| so, dafi 

== ist. Dann gilt (3). 

Wir haben nun noch den Beweis der Behauptung nachzutragen : 
ist Zyklus. Wir führen ihn auf Grund der Induktionsvoraus- 
setzung; aile {n — l)-dimensionalen Zellen von x also insbesondere 
die Zellen von \ sind so orientiert, daB für jede einzelne von ihnen (3) 
gilt. Durch Multiplikation mit Koeffizienten und Addition folgt dann 

X {ù' X x ro 

für beliebige Komplexe 0\ mit r' s' = n — i , also insbesondere 

(x'xÎY = (^"xn, 

also 

. = ((_i)r-i(^rxr) + = 0. 

Damit ist der Satz bewiesen. Wir orientieren nun die Zellen so, 
daB (3) gilt; die genaue Bestimmung des Koeffizienten (—1)^ ist übrigens 
für das Folgende nicht wesentlich; wir dürfen ihn immer durch das 
unbestimmte Zeichen ersetzen. Wir werden die Formel (3) nicht 
nur für Zellen, sondern ebenso wie in dem vorstehenden Beweis für 
beliebige Komplexe anwenden, also die für homogen-dimensionale Kom- 
plexe gültige Formel 

(4) (CxT)- = ((^xT) ± (Cx/’). 

Bemerkung. Sind Sc', J* Euklidische Simplexe in den Ebenen 7?^, 
7?2 (Nr. 2), ist ferner der Schnittpunkt o der beiden Ebenen gemein- 
sarner Eckpunkt der Simplexe, und sind die positiven Orientierungen 
durch die Eckpunktreihenfolgen = {o a-^ ... Uj) , — (o a, . . . x,) 

gegeben, so fâllt die soeben festgesetzte Orientierung von x' x mit 
derjenigen zusammen, die durch das orientierte (r + s)-dimensionale 
Teilsimplex . . . a,) von x^ x I* bewirkt wird. Der Leser 

überzeuge sich von der Richtigkeit dieser Behauptung. 

7. Die Gruppen Z" (K, x K^). Wir ermitteln jetzt die Zyklen in 
K^xK^. Aus (4) ist ersichtlich: Sind z, C Zyklen in bzw. K^, so 
ist Z xC Zyklus. Dies sind aber nicht die einzigen Zyklen. 

Wir wâhlen in der gemischten Gruppe L{Kj) eine Basis, âhnlich 
der kahonischen Basis aus Kap. V, § 2, Nr. 6, jedoch unter Vernach- 
lâssigung einiger Unterscheidungen, die wir dort gemacht haben: Die 
Zyklen und «,• fassen wir jetzt unter dem Namen z^, die Komplexe 
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und Vi unter dem Namen zusammen; dann sind die Beziehungen 
(5), (6) aus Kap. V, § 2, Nr. 6 in 

(5) Vi=-eiZi, 

zusammenzufassen^. UnsereBasis besteht also ausKomplexen von drei 
Arten: In K 2 soUen Zy, C/, <pjy die analogen Bedeutungen 

haben wie Z^, z^, in so daB also 

(6) (fj ~ €j , £j i 

gilt. 

Nach Nr. 5 bilden die Produkte der Elemente dieser beiden Basen 
eine Basis in L (K^ x if 2) > somit aus Komplexen von neun ver- 
schiedenen Arten — nàmlich Z^ x Zy, Z^ X Cy, . . v^x (pj — besteht. 
Insbesondere ist daher jeder Zyklus aus x if 2 lineare Verbindung 
dieser Elemente. 

Ist ein solcher Zyklus j gegeben, so fassen wir vorlâufig einmal 
aile Glieder zusammen, in denen dasselbe Basiselement von L{K^ als 
Faktor auftritt, so daB man die Darstellung 

3=2 X «<) + 21 (^< X (^< X y.) 

mit gewissen algebraischen Teilkomplexen «y, yy von if 2 hat. j = 0 
liefert mit Rticksicht auf (4) und (5) 

'^±{Zi X «i) +2^(^i X(zbÂ + +2±(^< X ÿi) = 0; 

nach Nr. 5 ist der Faktor jedes einzelnen Basiselementes gleich Null, 
also ist âcy = 0, d. h. Zyklus, und e^yi = itjSy, d. h. /y Zyklus und 
Rand oder Randteiler (also Elément von 

Daraus sehen wir: Bei der Darstellung von 5 als lineare Verbin- 
dung der Basiselemente der neun Arten treten keine Elemente der 
Arten (Zy x ç’y) , {v^ x Zy) , (t'y X ç>y) auf, und 5 ist daher lineare Ver- 
bindung der 

( 7 ) Zy X Zy , Zy X Cy » X 'Z.j , Z^ X J Zi X 9^y > t'y X Cy • 

Wir kônnen nun j in eindeutiger Weise als Summe i — h + h derart 
darstellen, daB lineare Verbindung von Basiselementen der ersten 
vier unter (7) aufgezâhlten Arten und 

(8) h = X <Pj) X Cj) 

ist. il ist Zyklus auf Grund von (4); folglich ist die Bedingung, daB j 
Zyklus ist, gleichbedeutend mit der Bedingung, daB ja Zyklus ist. 
Diese Bedingung lautet nach (6) und (5) 

32 = 2: X Cy) = 0 , 

also (vgl. Nr. 5) 

e J — —b*^ Ci ; 

^ Statt fi (im Kap. V) schreiben wir Si. Die Dimensionszahlen deuten wir 
nicht an, da wir die gemischte Gruppe L (K^) betrachten. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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folglich ist notwendigerweise 


. 


mit ganzem . 
Nun ist aber 


(^it ^j) 


(Vi X cpj)' = Ci {Zi X (pj) ± ej {Vf X Cj), 

also 

^ ^ ± (ifï) <''* ^ 

ein ganzzahliger Zyklus. Folglich ist auch 

h - = 2^*'^ (^< X Q 

î, j it i 

Zyklus, aJso sein Rand 

ei{ZiX tij) 0-, 

nach Nr. 5 ist daher = 0, mithin = 0, folglich 

32 

Damit haben wir erkannt: Die Zyklen 


(iO) X Zy , Z^ 'K y Zi 'K 'Z.j , Zi I 


{Vi X cpjY 


erzeugen die Zyklengruppe Z {K^ x K 2 ) . Wir zeigen noch weiter : Die 
Zyklen (10) büden eine Basis von Z {K^ x K 2 ) , d. h. : sie sind unabhângig. 
In der Tat: Ist eine lineare Verbindung V der Zyklen (10) vorgelegt, 
die Null ist, so drücke man gemâB (9) durch ( 2 '^ x (pj) und (Vi x Cy) 
aus; dann entsteht eine lineare Verbindung V' der Basiselemente (7), 
die Null ist; nach Nr. 5 sind aile Koeffizienten in V' gleich Null; man 
bestâtigt, daB dann auch die Koeffizienten von V gleich Null sind, denn 
sie sind denen von V teils gleich, teils unterscheiden sie sich von diesen 

um Faktoren . oder — . 

(eiy€j) (ei,€i) 

Damit haben wir die Elemente von Z(Ki x K 2 ) ermittelt. Um nun 
die Zyklen der einzelnen Dimensionen, also eine Basis von Z” {K^ x K 2 ) 
zu erhalten, hat man nur aus (10) die ;î-dimensionalen Zyklen heraus- 
zusuchen, was auf Grund von (1) ohne Schwierigkeit geschieht. Das 
Ergebnis ist: Die Zyklen 

Z\ X Z] , Z[ X Cj , 4 X Z) , z\ X Cy mit r + s = W , 

^ r + s = M + f 



hilden eine Basis von Z”' {K^ x K y) . Man beachte : Die Torsionsgruppen, in 
denen die Zahlen Ci und e^, falls sie >1 sind, gemâB ihrer Définition als 
Ordnungen zyklischer Untergruppen auftreten, sind die der Dimensionen 
r — 1 bzw. s — 1 ; die Summe dieser beiden Dimensionen ist also n — \. 

8. Die Gruppen x K^). Um festzustellen, welche Zyklen 

von Kl X Ky Rânder sind, betrachten wir einen beliebigen Komplex, 
also eine lineare Verbindung der Produkte der z^, mit den Z,-, 
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^jy q>j und bilden seinen Rand. Dabei liefem gemâB (4) die Glieder 
mit Zi X Zjy ZiX C/, ZiXZj, ZiX Cy keinen Beitrag, und es bleiben die 
Verbindungen der 

Zi X (pj y Vi X Zj y Zi X fpj } ^ Cj > Vi X Cpj 

zu berücksichtigen. Es ist 

xZ,)- = 26‘>^a^< xZ,); 

^c*^Zi X ç’jY + X Cjï = ej + d^^ei)(zi x Cj] 

= ^q'Hei,ej)(zi X ^j) ; 

X <Pj)' = ej) % . 

Um die Gesamtheit aller Rânder zu erhalten, bat man die Summe der 
rechten Seiten dieser Ausdrücke mit beliebigen zu 

bilden. Man beachte, daB die Gesamtheit der Zahlen 
mit beliebigen dieselbe ist wie die Gesamtheit der Zahlen 

{Ci y Ej) mit beliebigen Dann sieht man, daB die folgenden Zyklen 
eine Basis der Ràndergruppe bilden: 

^j{^i X Cy) » ^i{^i X Zy) , X Cy) ^ (^i>^y)®iy* 

Sucht man hier gemâB (1) die w-dimensionalen Zyklen heraus, so 
erhâlt man als Basis der Gruppe H^{K^ X die Zyklen 

I = « X 9?;)' mit r + s =: « + 1 . 

Man beachte: Die Dimensionen der Torsionsgruppen, zu denen e^ und Ej 
gehôren (falls sie >1 sind), sind in der ersten Zeile von (11 J r und s, 
so daB insbesondere die Summe der Dimensionen, zu denen e.^ und Ej 
in dem Rand {ci, Sj) (z^ xC}) gehoren, gleich n ist; dagegen sind die 
Dimensionen, zu denen e^ und Sj in gehoren, r—\ und s — 1 , 

ihre Summe ist also gleich n — i, 

9. Die Gruppen B”(Jïi X K 2 )* Der Vergleich der Basen (10„) und 
(11 J liefert nun sehr leicht die Gruppen B^[K^x , Wir erinnern 
zunâchst an zwei gruppentheoretische Tatsachen. Erstens: Die 
Gruppe A sei direkte Summe A = Z^q‘^ ikre Untergruppe A' sei 
direkte Summe A' = und es sei Untergruppe von A^/, dann 

ist A ■— A' 2(^0 ~~ (Anhang I, Nr. 16). Zweitens: Sind A, B 
e 

zyklische Gruppen der Ordnungen a bzw. fc, so verstehen wir unter 
{A y B) die zyklische Gruppe der Ordnung (a , b)\ dabei ist a = 0 und 
è = 0 zugelassen, und es ist (0, w) = m zu setzen; die zyklische Gruppe 
der Ordnung 1 ist die Nullgruppe. Sind nun zwei Gruppen A y B ge- 
geben und sind A direkte Summenzerlegungen 

20* 
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in zyklsche Untergruppen A^, B„, so ist die direkte Summe „) 

e, ® 

unabhângig von diesen speziellen Zerlegungen und darf daher mit 
{A, B) bezeichnet werden (Anhang I, Nr. 54). 

Wir wenden die erste dieser Bemerkungen auf A = Z" {K^ x K 2 ) , 
A' — K 2 ) an; die A^ sind die unendlichen zyklischen Grup- 

pen, die von den in (i0„) aufgezâhlten Elementen erzeugt werden, die 
A' die von den Elementen (H„) erzeugten Untergruppen der dann 
ist B” {Kl XK^) «ÿ ^{Af, — A'J) . Entsprechend den fünf in (lOj auf- 
gezâhlten Arten von Elementen haben wir fünf Fâlle von Gruppen A^ 
und A' zu betrachten. 

1 . Fall : Erzeugendes Elément von A^ ist ZJ x Z* ; A'^, ist leer ; A^ — A[, 
unendliche zyklische Gruppe ; die Anzahl dieser — zum i . Fall ge- 
hôrigen — Gruppen ist, entsprechend der Bedeutung von Z^, Z*, gleich 
■Zf{Ki)f{K 2), Y S = n. Folglich, unter Benutzung der Bezeich- 
r , s ‘ 

nung in der zweiten gruppentheoretischen Bemerkung: — 

r+«=n 

2. Fall: Erzeugendes Elément von ZJ x^* ; von A'„: Ej{Z1 xCj)', 
ist = i, so ist Ag — Ag = 0; ist e,- > 1 , so ist A^ — A' zyklisch 
von der Ordnung e,- . Aus der Bedeutung von ZJ , C* , £;• folgt : ^ (A^ — A') 
f^^{Bl(Ki),T‘(K2)). 

r+s=n 

3. Fall: Aÿ von xC*, A' von e.i{zl xC*) erzeugt; wie im 2. Fall 

folgt: - ^.o) Z , BUK 2 )) . 

4. Fall: A^, von z' xC" .A von , e,) « x Cj) erzeugt; für (e^, e,-) = 1 
ist A„ — A' = 0, sonst zyklisch von der Ordnung (e.-.eA. Daher: 

2 (A, - a;) 

r-f «=n 

5. Fall: Ap von (S<,-, A' von erzeugt; A^ — A' = 0 für 

(e^, Sf) = 1, sonst zyklisch von der Ordnung (e^, Ej). Unter Beachtung 
der Bemerkungen über die Dimensionen am Ende von Nr. 7 und Nr. 8 
ergibt sich: Z {T^ (K^) , T (K^) . 

rV8=n—l 

Die Zusammenfassung der fünf Fâlle liefert für B^{K^xK^ 
= ^(A^ — A'^} bei Benutzung der in der zweiten gruppentheore- 
e 

tischen Vorbemerkung genannten Bezeichnung und unter Berücksich- 
tigung von B^(K) ^ B^(K) + T^(K) den 

Satz von Künneth. Die ganzzahligen Bettischen Gruppen eines 
endlichen Produktkomplexes sind mittels der folgenden Formel durch die 
ganzzahligen Bettischen Gruppen der Faktoren auszudrücken: 

(12) BA{KiXK^^'^{W(Ki),B^-^{K^) + Z(^(^i). 
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Darin ist enthalten: 

( 13 ) S? {K, X K,) (Bl (K^) , 5»-^ (K^)) , 
also 

(13') P” {K, X K^) = . 

r 

Korollar. Es seien Xg, Komplexe, und es sei 

K{ mit sowie mit homologie-àquiv aient {in bezug auf ®). Dann 

ist auch K[ x mit K^xK^ homologie-aquivalent {in bezug auf 
also vollstàndig homologie-aquivalent nach Kap, F, § 4)^. 

Aufgabe. Man ermittle für den Produktkomplex P" x zweier w-dimensio- 
naler projektiver Ràume (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 7) r-dimensionale 
Homologiebasen in bezug auf @ (Kap. V, § 2, Nr. 7) für jedes y mit 0 ^ r ^ 2 n, 

Ist Kl ^-dimensional, jFCg ç'-dimensional, so treten in (12) in der 
ersten Summe nur die r mit n — q^^r^^p/m der zweiten Summe nur 
die Y mit n — q-^r p — \ auf. Daher ist insbesondere 

( 14 ) 1 

I (iff X Kl) ^ (P’ 1 {KV) , P- 1 (KD ) . 

10. Produkte geschlossener Komplexe. Aus den Formeln (14) er- 
gibt sich un ter anderem eine Folgerung von prinzipieller Bedeutung: 
Dus Produkt geschlossener Komplexe (§ 1) brauchi nicht geschlossen zu 
sein; genauer: 

Sind K^ , Kl irreduzibel geschlossen, und sind ihre natür lichen Mo- 
duln teilerfremd, so ist K^xKl azyklisch^. 

In der Tat ist un ter den Voraussetzungen dieses Satzes B^{K{) = 0, 
B«(K«) = 0, Ty-^{KD zyklisch von der Ordnung w,, Ti-^{Kl) zy- 
klisch von der Ordnung m^, also nach (14): B^'^^{K^ x Kl) = 0 und 
j-p+q-\(jç^p X _ Q. daraus folgt aber nach Kap. V, § 4, Nr. 3 , daü 
Kf X Kl keinen von Nul! verschiedenen (p + ÿ)-dimensionalen Zyklus 
nach irgendeinem Koeffizientenbereich enthâlt. 

Wir überlassen dem Leser den leicht zu führenden Beweis des fol- 
genden Gegenstückes zu dem letzten Satze: 

Sind Kl und K 2 irreduzibel geschlossen mit den natürlichen Moduln 
mi bzw. «tg , und ist (w, , m^ =|= 1 , so ist Ki x K^ irreduzibel geschlossen 
mit dem natürlichen Modul (Wj, Wj). 

11. Relativzyklen ; ein Beispiel. Den vorstehenden Untersuchun- 
gen der Zyklen in Ki x K^ lassen sich âhnliche Untersuchungen mit 
âhnlichen Ergebnissen über Relativzyklen bis auf einen Teilkomplex 
von Kl X K 2 an die Seite stellen. Ohne hierüber allgemeine Satze 
zu beweisen, zeigen wir an einem Beispiel — welches eine wichtige 


^ Ob ein âhnlicher Satz für unendliche Komplexe gilt, ist uns nicht bekannt. 
2 Vgl. Kap. VII, § 1, Nr. 6. 
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Anwendung in der Dimensionstheorie (2. Band) besitzt —, daB der 
Satz ans Nr. 10 sich auf Relativzyklen übertragen làBt: 

Es seien zweidimensionale Môbiussche Bânder mod 

bzw. modwj (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 12); die Komplexe 
in und die den a. a. O. als k* und C bezeichneten entspre- 

chen, heiBen jetzt kf und Cj bzw. kf und C^; ist also ein zwei- 
dimensionaler ganzzahliger Relativzyklus bis auf kf (i = 1 , 2) ; die 
Simplexe von nennen wir x^, die von nennen wir Wir 
behaupten : 

Wenn , wtj) = 1 ist, so gibt es in Af^^ x Af^^ keinen von 0 
verschiedenen vierdimensionalen Relativzyklus bis auf 

R=={\kf\xMJ^{M^^x\k.r\). 

Beweis. seien beliebig, Z 4 0 sei Relativ- 

zyklus bis auf R irgendeines Koeffizientenbereiches ; es ist 

Z = X è,) + X k]) . 

Wir nehmen ein festes /; würde in Kante auftreten, 

i 

die nicht zu | | gehôrt, so trâte die nicht zu R gehôrige Zelle x^ x ly 

in Z auf, was wegen |Z| c R nicht der Fall ist; mithin ist 

i 

lativzyklus bis auf |^*|, also ist nach Kap. IV, § 5, Nr. 10, 
unabhângig von i, und es ist — 0. Ebenso folgt: ist un- 

abhângig von /, und es ist = 0. Es ist also f-' = t unabhângig 
von i und j , und es ist m^t — m^t — O. Hieraus folgt + Çfn^t = 0 
mit beliebigen p, q, also (Wj , t = 0. Aus Z ^ 0 folgt daher 
(Wj , m^) > 1 , w. Z. b. w. 


Dritter Teil. 

Topologische Invarianzsâtze und 
anschliehende Begriffsbildungen. 

1. Eine Eigenschaft ® topologischer Ràume heiBt eine ,, topologische 
Invariante" , wenn sie mit jedem Raum R, dem sie zukommt, auch 
jedem Raum R' zukommt, welcher mit R homôomorph ist. 

Eine Eigenschaft ® von Komplexen heiBt eine ,, topologische In- 
variante", wenn sie mit jedem Euklidischen Komplex K, dem sie zu- 
kommt, auch jedem Euklidischen Komplex K' zukommt, welcher mit K 
in der folgenden Beziehung steht : die Polyeder JÇ undi?' sind homôomorph. 

Man. kann die topologischen Invarianten von Komplexen auch als 
diejenigen topologischen Invarianten Euklidischer Polyeder — also 
spezieller topologischer Ràume — charakterisieren, welche zugleich 
Eigenschaften der Simplizialzerlegungen der Polyeder sind. 
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2. Entsprechend der Unterscheidung der ,,inneren“ Eigenschaften 
oder Eigenschaften der „Gestalt“ einerseits, den ,,âu6eren‘‘ Eigen- 
schaften oder Eigenschaften der ,,Lage“ andererseits" (vgl. Einleitung, § 1 , 
Nr. 4), unterscheidet xnan „innere‘‘ und ,,àu0ere“ Invarianten. Bei- 
spiele innerer Invarianten sind: die Kompaktheit (in sich) eines topo- 
logischen Raumes, die Dimensionszahl und die Struktur der Bettischen 
Gruppen eines Komplexes; ein Beispiel einer âuBeren Invariante liefert 
der Jordansche Kurvensatz, wenn man ihn folgendermaûen formuliert: 
,,Die Anzahl der Gebiete, in welche die Ebene durch eine beliebige mit 
der Kreislinie homôomorphe Punktmenge zerlegt wird, ist gleich der 
Anzahl der Gebiete, in welche die Kreislinie selbst die Ebene zerlegt — 
nàmlich gleich 2.“ 

3- Unter den Eigenschaften topologischer Râume, welche innere 
Invarianten sind, gibt es solche, bei welchen die Invarianz bereits un- 
mittelbar aus ihrer Définition ersichtlich ist, weil in dieser Définition 
nur rein topologische Begriffe wie ,,Hâufungspunkt“, ,,Umgebung“ usw. 
auftreten; Beispiele hierfür sind: die Kompaktheit in sich, die Anzahl 
der Komponenten eines Raumes (Kap. I, § 2, Nr. 14). Derartige Be- 
griffe sind von vornherein „topologisch invariant definiert". 

Es kommt auch vor, daB die Définition eines Begriffes zwar nicht 
nur von rein topologischen Begriffen Gebrauch macht, daB aber die 
topologische Invarianz doch fast unmittelbar évident ist; ein Beispiel: 
der metrische Raum R gestatte für jedes e > 0 abgeschlossene endliche 
Überdeckungen der Ordnung k (Kap. I, § 2, Nr. 13); man sieht sofort, 
daB jeder mit R homôomorphe metrische Raum R' analoge e-Über- 
declçungen für jedes £ > 0 zulâBt. 

Ohne eine strenge Grenze zu ziehen, werden wir auch diese und 
âhnliche Eigenschaften zu denen zâhlen, deren topologische Invarianz 
auf der ,, invarianten Définition" der Eigenschaften beruht. 

Invarianten von Komplexen sowie au fier e Invarianten topologischer 
Râume sind nur selten invariant definiert; vielmehr müssen gerade 
bei den Beweisen der Invarianz dieser Eigenschaften ernsthafte Schwie- 
rigkeiten überwunden werden. 

4. Es gibt hauptsâchlich zwei voneinander verschiedene Methoden 
für Invarianzbeweise. Die erste ist die ,, Méthode der topologisch in- 
varianten Charakterisierung” ; sie geht folgendermaBen vor: die In- 
varianz der Eigenschaft @ des Raumes R (oder Komplexes K) soll 
bewiesen werden ; man zeigt, daB (£ âquivalent mit einer anderen Eigen- 
schaft des Raumes R (bzw. des Polyeders R) ist, welche topologisch 
invariant definiert ist (Nr. 3). 

Die zwei te Méthode kann man die „Ahbildungsmethode" nennen; 
sie lâBt sich kurz so andeuten : man unterwirft den Raum R oder das 
Polyeder R einer topologischen Abbildung /; man beobachtet die Wir- 
kung, welche / auf die zu untersuchende Eigenschaft ® des Raumes R 
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bzw. der Simplizialzerlegung K hat, d. h. wie sie sich beim Übergang 
von R zu f{R) bzw. von K zu einer Simplizialzerlegung K' des Bildes 
f{R) ândert; indem man benutzt, daB / eine eindeutige und stetige 
Umkehrung / besitzt, versucht man zu zeigen, daB (£ ungeândert bleibt. 

5. Da es in diesem Buch nicht nur darauf ankommt, die Gültig- 
keit von Sâtzen festzustellen, sondern auch darauf, die Beweismethoden 
auseinanderzusetzen, werden wir manche der Invarianzsâtze nach jeder 
der beiden Methoden beweisen; und zwar werden die Beweise im 
Kap. VIII nach der Abbildungsmethode, in den Kapiteln IX und X fast 
ausschlieBlich durch invariante Charakterisierung geführt^. 

Die „inneren'* Invarianzsâtze, die wir behandeln, beziehen sich aus- 
schlieBlich auf Invarianten von Komplexen; es sind dies in erster Linie 
die Dimensionszahl, die Struktur der Bettischen Gruppen, der starke 
und der regulàre Zusammenhang (Kap. IV, § 5), und andere. 

An „âuBeren'' Invarianzsâtzen werden zwei dargestellt: 1) die In- 
varianz der Anzahl der Gebiete, in welche der R^ durch ein beliebiges 
Kompaktum zerlegt wird — also die stârkste Verallgemeinerung des 
Jordanschen Satzes (vgl. Nr. 2) ; 2) die Invarianz der Offenheit von 
Punktmengen des R^ — gewôhnlich als ,,Gebietsinvarianz‘‘ bezeich- 
net. Beide Sâtze werden im Kap. X durch invariante Charakterisie- 
rung bewiesen^. Eine weitere wichtige âuBere Invarianzeigenschaft ist 
im Alexanderschen Dualitâtssatz enthalten (Kap. XI, § 4; man beachte 
besonders das KoroUar II in Nr. 2). 

6. Von den beiden angedeuteten Beweismethoden ist die der in- 
varianten Charakterisierung die aufschluBreichere ; indem man die Àqui- 
valenz der als invariant nachzuweisenden Eigenschaft ® mit einer in- 
variant definierten Eigenschaft ©' feststellt, lernt man ® von einer 
neuen Seite kennen. Handelt es sich insbesondere um eine Invariante 
von Komplexen, ist also © eine Eigenschaft eines Komplexes K, so 
ist 6' gewôhnlich von vornherein als eine solche Eigenschaft des Poly- 
eders R erklârt, die nicht s mit Simplizialzerlegungen zu tun hat und 
die daher sinnvoll auch für allgemeinere topologische Râume ist, als 
es die Polyeder sind. So kommt man bei den Invarianzbeweisen für 
Komplexe in natürlicher Weise dazu, die Begriffe der kombinatorischen 
Topologie auf allgemeinere Râume zu übertragen. Den einfachsten 
derartigen Übertragungen ist der § 3 des Kap. IX gewidmet. 

1 Die Kapitel VIII und IX sind voneinander vollstândig unabhàngig; das 
Kapitel X kntipft an das Kapitel IX an. 

* Beide Sâtze lassen sich auch nach der Abbildungsmethode beweisen. Man 
vgl. für die Gebietsinvarianz den (zweiten) Beweis von Brouwer: Math. Ann. 
Bd. 72 S. 55, sowie die Note von Leray: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 200 S. 1082; für 
den obigen Satz 2) die Arbeit von Freudenthal : Compos. Math. Bd. 2 S. 163, so- 
wie dieselbe Note von Leray. Besonders kurz und élégant sind die von Leray 
skizzierten Beweise; leider konnten wir sie aus Zeit- und Raummangel nicht 
mehr in das Buch aufnehmen. 
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Achtes Kapitel. 

Simpliziale Approximationen stetiger 
Abbildungen. Stetige Zyklen. 

Die ursprüngliche Brouwersche Méthode der simplizialen Approxi- 
mationen — in der einfachen Form, die ihr von Alexander gegeben 
worden ist — wird in diesem Kapitel nicht nur für Invarianzbeweise 
innerer Eigenschaften von Komplexen^ benutzt (s. o. Nr. 1 und 2), 
sondern auch dazu, den Übergang von simplizialen zu stetigen Ab- 
bildungen ^ zu vollziehen und damit die Darstellung der Théorie der 
stetigen Abbildungen (Teil IV dieses Bandes) vorzubereiten. 

Die simplizialen Approximationen liefern ferner eine solche Verall- 
gemeinerung des — bisher rein algebraisch-simplizialen — Begriffes 
des ,,Zyklus‘', da6 man von ,, stetigen'' Zyklen in einem Polyeder reden 
kann, ohne sich auf simpliziale Zerlegungen des Polyeders zu be- 
ziehen; dies ist für viele Anwendungen — so in der Théorie der Ver- 
schlingungen (Kap. XI) und der der stetigen Abbildungen (Kap. XII 
bis XIV) — nützlich. 

Als Hilfsmittel für die Untersuchung der Homologieeigenschaften 
stetiger Zyklen behandeln wir im § 6 einen Begriff, der auch an sich 
groBes Interesse verdient: den von Borsuk eingeführten Begriff des 
yyRetraktes'\ 

§ 1. Simpliziale Abbildungen von Unterteilungen eines Komplexes. 

1. Vorbemerkung. — 2, 3- Unterteilungen und simpliziale Abbildungen. 
Homologictypen. ~ 4. Die Modifikationssàtze. 

§ 2. Der Approximationssatz. 

1. Vorbemerkung. *— 2. Définition der simplizialen Approximation. — 3. Der 
Approximationssatz. 

§ 3. Homotopie- und Homologietypen stetiger Abbildungen. 

1. Homotopietypen oder Abbildungsklassen. — 2. Simpliziale Abbildungen 
in einer beliebigen Abbildungsklasse. — 3- Der Homologie typus einer Ab- 
bildungsklasse. — 4. Berner kung über verschiedene Koeffizientenbereiche. 
§ 4. Topologische Abbildungen; Invarianzsâtze. 

1. Der Produktsatz. — 2. Die Invarianz der Dimensionszahl. — 3. Der 
Gruppenisomorphismus bei einer topologischen Abbildung. — 4. Die topo- 
logische Invarianz der Bettischen Gruppen. — 5- Der Gruppenisomorphis- 
mus bei einer Unterteilung. — 6. Krumme Polyeder, krumme Zyklen; Homo- 
logieklassen und Bettische Gruppen eines krummen Polyeders. —• 7- Die 

1 Die Invarianzbeweise in diesem Kapitel setzen — im Gegensatz zu denen 
im Kap. IX — die im Kap. VI bewiesene Invarianz der Bettischen Gruppen 
bei Unterteilungen nicht voraus. 

2 Es handelt sich um Abbildungen eines Polyeders in ein beliebiges Polyeder. 
Auf die — sehr leicht zu behandelnden — simplizialen Approximationen stetiger 
Abbildungen eines Polyeders in den kommen wir in diesem Kapitel nur gelegent- 
lich zu sprechen (§ 5> Nr. 10' 
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Invarianz der ^z-dimensionalen Zyklen in n-dimensionalen Polyedern, der 
geschlossenen und der irreduzibel geschlossenen Komplexe. — 8. Die In- 
varianz des Homologietypus einer Abbildung, 

§ 5. Stetige Komplexe und Zyklen. 

1. Vorbemerkungen. — 2. Définition stetiger Komplexe; Parameterdarstel- 
lungen. — 3. Die Homologieklassen stetiger Zyklen. — 4. Stetige Berandung, 
stetige Homologien. — 5 Âquivalenz der beiden Homologiebegriffe. — 6. Ad- 
dition stetiger Zyklen. — 7. Eine invariante Charakterisierung der Bettischen 
Gruppen. — 8. Homotopie. — 9- Bemerkung. — 10. Simpliziale Approxi- 
mationen und Homologieklassen stetiger Zyklen im i?**. 

§ 6. Die Retrakteigenschaft krummer Polyeder; Anwendungen auf Homologien 
stetiger Zyklen. 

1, 2. Retrakte. — 3- Polyeder als Retrakte. — 4. Die Einbettung von Homologie- 
klassen und Bettischen Gruppen. — 5. Euklidische Hüllen krummer Polyeder. 

§ 1. Simpliziale Abbildungen von Unterteilungen eines 

Komplexes. 

1. K sei immer ein Euklidischer (endlicher oder unendlicher) Kom- 
plex. Neben K betrachten wir Unterteilungen von K, die wir gewôhn- 
lich mit K(, Kj, . . . bezeichnen ; die dabei entstehenden Unterteilungen 
von Teilkomplexen x, C, z, . . . werden mit Xi, Q, ... bzw. Xj.Cj, 
2 j, ... bezeichnet (das Ansetzen eines Indexes an die Bezeichnung 
eines Komplexes bedeutet also immer den Übergang zu der durch 
denselben Index gekennzeichneten Unterteilung von K). Wegen der 
Unterteilung algebraischer Komplexe vgl. man Kap. VI, § 2; dort ist 
unter anderem gezeigt worden (Nr. 2) : Ist z Zyklus, so ist auch 
Zyklus ; ist a: cnd o in K, so ist auch o in K^. (Die schwieriger 
beweisbare Umkehrung dieses Satzes [Kap. VI, § 2, Satz VI]: ,,ist 
Zf c':' 0 in Kj, so ist z CO 0 in K‘', spielt in diesem Kapitel keine Rolle^.) 

2. Unterteilungen und simpliziale Abbildungen ; Homologietypen. 
Es sei ein System U von Unterteilungen von K fest vorgegeben, von 
dem wir nur voraussetzen, daû K selbst zu U gehôrt. U darf also z. B. 
aus endlich-vielen oder aus allen oder aus den sukzessiven baryzentri- 
schen Unterteilungen von K — (also der Folge mit = K und 
■^t+i gleich der ,,eigentlichen“ baryzentrischen Unterteilung von K^, 
vgl. Kap. III, § 2, Nr. 3) — bestehen. 

K' sei ebenfalls ein Euklidischer Komplex. bezeichne die Gesamt- 
heit aller simplizialen Abbildungen der zu U gehôrigen Komplexe in den 
Komplex K' ; die Gesamtheit der simplizialen Abbildungen von K in 
K', die wir fÇo nennen, ist ein Teil von Wir werden die in Kap. V, 
§ 1, Nr. 8 vorgenommene Klasseneinteilung von nach Homologie- 
typen — bezüglich beliebig zugrunde gelegter Koeffizientenbereiche 
3, 3' ~ zu einer Einteilung von erweitern. 

^ Er wird allerdings für den Beweis des Satzes VII aus Kap. VI, § 2, be- 
nutzt, auf den wir uns in Nr. 3 berufen; jedoch ist der Inhalt dieser Nummer 
für die Méthode des gegenwârtigen Kapitels nicht wesentlich. 
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fi sei eine simpliziale Abbildung des zu U gehôrigen Komplexes Ki 
in K'; wir ordnen jedem algebraischen Komplex C ans K den Kom- 
plex /t(Q) ans K' zu. Diese Zuordnung ist für jedes r ein Homo- 
morphismus der Gruppe L^{K) in die Gfuppe Lq{K'); denn es ist 
(C + C")i = q + und fi(C'i + qo = /^(q) + /.(qo. Da femer 
(C)i = {Ci)' und fiiCi) = [/i{q)]‘ ist, ergibt sich, daB dabei auch die 
GruppenZ 3 (K) und H^^^>{K) homomorph in die entsprechenden Grup- 
pen von K' abgebildet werden, und daü also schlieülich insbesondere 
ein Homomorphismus von in bewirkt wird — 

analog wie es in Kap. V, §1, Nr. 8 festgestellt wurde; analog wie 
früher (a. a. O.) definieren wir jetzt: 

Définition. Die Abbildungen und fj der (zu U gehôrigen) Unter- 
teilungen Ki bzw. ify von K besitzen denselben Homologietypus (be- 
züglich 3. wenn sie für jedes r denselben Homomorphismus ¥f^ = 
von in B^^^'(K') bewirken, wenn also 

f J {2j) (in bezug auf 3') 

für jeden Zyklus z (in bezug auf S) von K gilt. j 

Hierdurch wird offenbar eine Klasseneinteilung von gu bewirkt, die 
unsere frühere Einteilung von erweitert. 

Àhnlich wie früher sagen wir auch kurz ,,/j fj“ statt ,,fi und 
haben denselben Homologietypus". 

Bemerkung. Wir haben nur solche Zyklen von Ki und herangezogen, 
die Unterteilungen von Zyklen aus K sind; man kônnte auch beliebige Zyklen 
aus Ki und Kj und somit nicht die Homomorphismen von sondern die 

von und in B^^ ^^(K') betrachten; auf Grund der Invarianz 

der Bettischen Gruppen bei Unterteilungen sowie der übrigen Sàtze aus Kap. VI, 
§ 2, ist es leicht, auch auf Grund dieser Homomorphismen die Menge gu nach 
Homologietypen einzuteilen und zu zeigen, daB diese Einteilung mit der unsrigen 
übereinstimmt. Jedoch brauchen wir für unsere Zwecke dies nicht durchzuführen ; 
vielmehr kommen wir in diesem Kapitel ohne den Satz von der Invarianz der 
B'^ y(K) bei Unterteilung und die vcrwandten Sâtze aus. 

3. Der Begriff der ,,vollstândigen Homologie" zweier Abbildungen 
sowie die Sâtze und Beweise aus Kap. V, §4, Nr. 11 — 16 über die 
Bestimmung der vollstàndigen Homologie durch die Homologietypen 
bezüglich spezieUer Koeffizientenbereiche behalten nach unserer Er- 
weiterung des Begriffes des Homologietypus unverândert ihre Gültig- 
keit ; man hat bei den Beweisen nur die Tatsache zu berücksichtigen, 
daB ein Zyklus ,,erster Art" oder ,,zweiter Art" von K oder K' bei 
Unterteilung von K bzw. K' ein Zyklus derselben Art bleibt (Kap. VI, 
§ 2, Satz VII). 

4. Die Modifikationssâtze. Wir werden jetzt zeigen, daB bei einem 
bestimmten, als ,,Modifikation“ bezeichneten Übergang von einer sim- 
plizialen Abbildung eines Komplexes zu einer simplizialen Abbildung 
einer Unterteilung der Homologietypus erhalten bleibt; dies wird eine 
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wichtige Vorbereitung für den im nâchsten Paragraphen zu behandeln- 
den Übergang von simplizialen zu stetigen Abbildungen sein. 

Vorbemerkung. In dieser ganzen Nummer bedeuten Kj eine 
Unterteilung von K^, fj und simpliziale Abbildungen von Kj bzw. Kf 
in den Komplex K'. Zugleich bezeichnen jj und /,• auch die zugehôrigen 
siückweise affinen Abbildungen de* Polyeder Rj bzw. R^ in dus Polyeder R' 
(vgl. Kap. IV. § 3, Nr. 5). 

Définition. heifit eine „Modifikation“ von f^, wenn sie fol- 
gende Eigenschaft hat ; Ist a irgendein Eckpunkt von Kj und | y' | der 
Tràger des Punktes («) in K' , so ist fj (a) Eckpunkt von \y'\; mit anderen 
Worten: beim Übergang von /,• zu fj wird das Bild jedes Eckpunktes 
von Rj, und daher das Bild jedes beliebigen Punktes überhaupt, nur 
innerhalb seines Trâgersimplexes (d. h. des niedrigst-dimensionalen, 
dem es angehôrt) verschoben. 

Nun lautet der 

Modifikationssatz; Ist fj eine Modifikation vonfi, so hat fjdenselben 
Homologietypus wie {in bezug auf beliebige Koeffizientenbereiche 

Dieser Satz ist offenbar in dem folgenden enthalten: Die Abbil- 
dung fj von Kj sei eine Modifikation der Abbildung von R^, sei 
ein algebraischer Komplex in Kf, Cj seine Unterteilung beim Über- 
gang zu Rji dann ist 

(Ü fjiQ-fAQ. 

Statt dieser Behauptung werden wir gleich eine allgemeinere be- 
weisen, der ein etwas allgemeinerer Begriff der ..Modifikation" zugrunde 
liegt. Wir nehmen an, daû auch von K' gewisse Unterteilungen gegeben 
sind. R ^ , Kj seien solche, und zwar sei Kj Unterteilung von K'i ; ferner seien 
fi, fj simpliziale Abbildungen von und Kj in K -bzw. K'j. Die Abbil- 
dung/y heiBe eine , ,allgemeine M odifikation' ‘ von fi , wenn sie f olgende Eigen- 
schaft hat : Ist a irgendein Eckpunkt von Kj und | y' | der Trâger von /< {a) 
in K'i , so ist | fj (a) | Eckpunkt des Komplexes | y'- 1 ; es wird also wieder 
das Bild eines Eckpunktes von Kj nur innerhalb seines Trâgersim- 
plexes in K'i (das in Kj durch einen Komplex, nâmlich eine Unter- 
teilung, ersetzt ist) verschoben. 

Offenbar stimmt im Falle K'i = K j — K' der Begriff der allgemeinen 
Modifikation mit dem der ..speziellen" Modifikation — wie wir die 
oben zunâchst eingeführte Modifikation jetzt nennen wollen — über- 
ein; und die Behauptung (1) ist in dem folgenden ,, allgemeinen 
Modifikationssatz" enthalten: 

fj sei eine allgemeine Modifikation von fi,' Ci sei ein algebraischer 
Komplex in Ki, Cj seine Unterteilung beim Übergang zu Kj; dann ist 

(2) fsiCj) = {fi(Ci))j. 

d. h.: fj(Cj) ist die beim Übergang von K'j zu Kj entstehende Unterteilung 
von fiiCi). (Koeffizientenbereich beliebig.) 
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Beweis durch vollstàndige Induktion bezüglich der Dimension n 
von Q. Für « = 0 ist (2) trivial, da die Unterteilung eines nuUdimen- 
sionalen Komplexes mit dem Komplex selbst identisch ist. (2) sei für 
die Dimension n — i allgemein bewiesen. 

Wir legen zunâchst den Koeffizientenbereich @ zugrunde, und 
Ci = x” sei zunâchst ein «-dimensionales Simplex von Ki- 

Aus der Définition der allgemeinen Modifikation folgt unmittelbar, 
daB die Simplexe von fj\xj\ in /^(x") liegen^. Daraus ergibt sich 
erstens: Ist /^(x”) = 0, also /tlx"| hôchstens (« — 1)-dimensional, so 
gilt dasselbe für /y|x"|, mithin ist fj(xJ) = (fi{x”))j = 0, (2) also 
richtig. Zweitens folgt: Ist /i(x") =t= 0, also |/i(x")| = |y”| ein Simplex 
von K'i, so ist, wenn wir 

(3) - yf = - {fi (x% 

setzen, Teilkomplex von |y“|. 

Wir bestimmen den Rand von 2 ”; dabei beachte man, daB auf 
Grund von Kap. VI, § 2, Satz I (x”)’ = (x")^ und (y")‘ = (ÿ”)^ ist, 
so daB wir diese Komplexe kurz mit xf und y" bezeichnen dürfen; 
ferner stellen wir fest, daB, da (2) für den (« — f)-dimensionalen Kom- 
plex x" nach Induktionsvoraussetzung richtig ist, 

(4) fjixf) = {fi(x% 

gilt. Mit Hilfe des 1. Erhaltungssatzes (Kap. IV, § Nr. 7) und der 
Beziehung (4) ergibt sich aus (3) 

= fji^f) - ÿ; = {fiix% - ÿ; = {fi(x”y - ÿ”)„ 

und dies ist =0, da y” = ist; folglich ist Zyklus. Da aber, 

wie wir sahen, \z^\ Teilkomplex der Unterteilung ]y"| eines w-dimen- 
sionalen Simplexes ist, muB = 0 sein (Kap. IV, § 5, Nr. 12); mithin 
gilt nach (3) die Behauptung (2) für den Fall Q = und den Koeffi- 
zientenbereich @. 

Ist 3 ein beliebiger Koeffizientenbereich, tcz^^ \x^\ ein Simplex 
vonK^, so folgt (2) genau so wie eben für C^ — tx^, und durch Summa- 
tion ergibt sich (2) für jeden Komplex c=Z^x^. 

§ 2 . Der Approximationssatz. 

1. K sei eine simpliziale Zerlegung des endlichen Polyeders K = P. 
Der offene Stern Og(a) eines beliebigen Eckpunktes a von K (Kap. III, 
§ 1, Nr. 7) ist eine in P offene Menge; ein Punkt pcz P gehôrt dann 
und nur dann zu 0^ {a) , wenn a Eckpunkt des Trâgersimplexes von p 
ist (a. a. O.) ; daher gibt es zu jedem p wenigstens einen Eckpunkt a 
mit Og^{a) ^p. Mit anderen Worten: Sind die Eckpunkte von K, 

^ Die durch Définition III in Kap. III, § 1 für absolute Euklidische Kom- 
plexe K eingeftihrte Bedeutung von K wenden wir auch auf algehraische Eukli- 
dische Komplexe an: ist C ein solcher Komplex, so ist C das Polyeder, dessen 
Simplizialzerlegung |C| ist. 
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so bilden die 0^{a^ eine (offene) Überdeckung von P. Hieraus folgt 
nach Kap. II, § 3. Satz IV : Es gibt eine positive Zahl r mit der Eigen- 
schaft: jede Teilmenge M von P, deren Durchmesser <t ist, ist ganz 
in einem Og (a^) enthalten; dabei sind die die Èckpunkte einer fest- 
gewâhlten simplizialen Zerlegung von P. 

2. Définition der simplizialen Approximation. K, K' seien simpli- 
ziale Zerlegungen der Euklidischen (endlichen oder unendlichen) Poly- 
eder P, P', f sei eine stetige Abbildung von P in P', 9? eine simpli- 
ziale Abbildung von K in K'.^ 

Définition, (p heiBt eine simpliziale Approximation von / (in 
bezug auf K, K'), wenn für jeden Eckpunkt a von K die Beziehung 

(1) f{Ox{a))cOjci(p(a)) 

besteht. 

Diese Définition wird gerechtfertigt durch den 

SatzI. Ist (p simpliziale Approximation von f {in bezug auf K, K') 
und p irgendein Punkt von P, so enthàlt jedes Simplex von K', das f {p) 
enthàlt, auch <p (p) . 

Die Behauptung lâBt sich offenbar auch so ausdrücken: 

Der T rager von f (p) in K' enthàlt auch (p {p) . 

Beweis. |a;| sei der Trâger von p, a^ irgendein Eckpunkt von 
dann ist p cz Oj({ax) , also nach (1) 

((p(ax)). 

Demnach ist, wenn das Simplex \x'\ von K' den Punkt f(p) enthàlt, 
q) (ux) Eckpunkt von \x'\, Da dies für jeden Eckpunkt von | x \ gilt 
und da ç? simplizial ist, bedeutet das, daB das Bildsimplex 99 (| a;|) Seite 
von \x'\ (evtl. = \x'\), daB also insbesondere (p(p) cz \x'\ ist. 

Aus diesem Satz ergibt sich unmittelbar ein Zusammenhang zwischen 
simplizialen Approximationen und den im vorigen Paragraphen be- 
handelten ,,Modifikationen'*: 

Satz la. sei eine Unterteilung von K, f eine simpliziale Abbil- 
dung von K in K', cp eine simpliziale Approximation {in bezug auf 
K J , K') von / . Dann ist (p eine Modifikation von f . 

Denn nach Satz I wird beim Übergang von / zu (p das Bild jedes 
Eckpunktes von nur innerhalb seines Trâgersimplexes verschoben. 

Bemerkung. Aus der Définition der simplizialen Approximation 
ist ersichtlich: Jede simpliziale Abbildung ist eine simpliziale Approxi- 
mation von sich selbst. 

3. Der Approximationssatz. P sei endlich, P' beliebig. (i = 1 , 
2, . . .) seien Komplexe, die simpliziale Zerlegungen von P sind und 
für die die Simplexdurchmesser mit wachsendem i gegen 0 streben. 
K' ist wie bisher eine feste Zerlegung von P'. 

^ <p bedeutet bald die simpliziale Abbildung des Komplexes K in den Kom- 
plex K\ bald die entsprechende Abbildung des Polyeders R in das Polyeder 
(vgl. Kap. IV, §3, Nr. 5 ). Miûverstândnisse sind nicht zu erwarten. 
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Satz IL Zu jeder stetigen Abbüdung f von P in P' gibt es für jedes 
hinreichend grofie i eine simpliziale Abbildung, die eine simpliziale Ap- 
proximation von f in bezug auf K' ist. 

Beweis. Kf sei der Komplex derjenigen Simplexe von K', 
welche nicht fremd zu der Bildmenge /(P) sind; infolge der 
Endlichkeit von P ist Kf endlich. r' sei die gemâB Nr. 1 zu 
der simpliziaien Zerlegung Kf von gehôrige positive Zabi. In- 
folge der gleichmâBigen Stetigkeit von / gibt es eine positive Zabi d 
so, daB das Bild jeder Menge, deren Durcbmesser <d ist, einenDurcb- 
messer <t' bat. Der Index i sei so groB, daB die Simplexdurcb- 

messer von kleiner als ^ , also die Durcbmesser der Sterne 0^. [u)) 

für die Eckpunkte von kleiner als d y also die Durcbmesser der 
Bilder /( 0 ^^{«;)) kleiner als r' sind. Dann gibt es zu jedem ax einen 
Eckpunkt in K\ so daB (t) für a — Ux gilt. Wir baben nur nocb 

zu zeigen, daB eine solcbe Eckpunktzuordnung (p[aj) eine simpliziale 
Abbüdung definiert, d. b. daB sie den Eckpunkten eines Simplexes | x | von 
stets Eckpunkte eines Simplexes | x' | von K' entsprecben lâBt. Aber in 
der Tat: Ist p ein innerer Punkt von \x\, also \x\ der Trâger von py 
und ax irgendein Eckpunkt von \x\y so ist ^ cz also nacb (i): 

f[p) a Oj^'{(p(ax)); das beiBt: ist f {p)<^ \x'\y so ist (p(ax) Eckpunkt von 
\x'\] dies gilt für aile Eckpunkte ax von \x\y w. z. b. w. 

Im folgenden benutzen wir den Begriff des Abstandes Q(f , g) zweiej 
Abbildungen /, g von P in P' (vgl. Kap. I, § 3, Nr. 3): 

Q(fyg) = snpQ{f(p)yg(p)) für pcz P; 

da P immer als endlicb (also kompakt) vorausgesetzt wird, ist g (/, g) 
immer endlicb. 

Wir zieben jetzt aucb eine Folge beliebig fein werdender Zerlegun- 
gen Kj(j = iy 2 y...} von P' beran; dann ergibt sicb obne weiteres der 
Satz III (Approximationssatz). Ist f eine heliebige stetige Ab- 
bildung des {endlichen) Polyeders P in das {beliebige) Polyeder P' und e 
eine beliebige positive Zahly so gibt es eine simpliziale Abbüdung <p eines 
Ki in einen Kf mit Q(f ,(p) < e. 

Beweis. / sei so groB, daB in Kf die Simplexdurcbmesser <e sind. 
Nacb Satz II, angewandt auf Kf statt auf K' y gibt es eine simpliziale 
Abbüdung (p, die eine Approximation von / in bezug auf K^y Kf ist. 
Nacb Satz I ist g(/, 9?) < £. 

§ 3. Homotopie- und Homologietypen stetiger Abbildungen. 

1. Homotopietypen oder Abbildungsklassen, Zwei stetige Abbil- 
dungen /o, /i eines topologiscben Raumes R in einen metriscben 
Raum P' beiBen einander yyhomotop'*, wenn durcb eine stetige Ab- 
ânderung aus /o entstebt (Kap. I, § 3, Nr. 4 ), wenn es also eine Scbar 
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von Abbildungen /^, 0 â ^ g 1 , von R in R' mit den a. a. O. formu- 
lierten Eigenschaften gibt, durch die, wie wir auch sagen, in ,,über- 
geführt'* wird. Es ist klar, daB die Homotopiebeziehung reflexiv, sym- 
metrisch und transitiv ist, daB sie somit eine Klasseneinteilung aller 
stetigen Abbildungen von R in iî' bewirkt; man nennt diese Klassen 
meistens kurz y.die Abbüdungsklassen von R in R'*) statt: ,,/o und 
sind einander homotop** sagen wir auch: ,,/o und haben denselben 
Homotopietypus' ‘ . 

2. Simpliziale Abbildungen in einer beliebigen Abbildungsklasse. 

P sei ein endliches Euklidisches Polyeder; (i = 1 , 2, . . .) seien wie 
im § 2 solche simpliziale Zerlegungen von P, daB die Simplexdurch- 
messer mit wachsendem i gegen Null streben. K' sei eine teste simpliziale 
Zerlegung eines endlichen oder unendlichen Euklidischen Polyeders P\ 

Die für uns im Augenblick wichtigste Eigenschaft der Abbildungs- 
klassen ist der 

Satz I. Jede Abbildungsklasse von P in P' enihàlt simpliziale 
Abbildungen, und zwar für jedes hinreichend grofie i simpliziale Abbil- 
dungen von Kl in R. (Die untere Schranke für die genannten i hângt 
von der gegebenen Abbildungsklasse ab.) 

Auf Grand des Satzes II aus § 2 ist der Satz I enthalten in dem 

Satz IL Jede simpliziale Approximation cp einer Abbildung f ist 
zu f homotop, 

Beweis von IL ç? sei eine Approximation von / in bezug auf K 
tmd R, Da nach Satz I (§ 2) für jeden Punkt ^ cz P die Bilder f(j)) 
und (p(p) einem Simplex von R angehôren, liegt die Strecke f(p) (p(p) 
in P'. Ist p[ der Punkt, der diese Strecke im Verhaltnis ^ : (1 — /) teilt, 
so stellt die durch (p) = p'^ erklârte Abbildungsschar die behauptete 
Homotopie zwischen / = /o und (p h her. (Dabei hat man, um die 
im Kap. I, § 3 , Nr. 4 formulierte stetige Abhângigkeit der Schar 

von t zu erkennen, in den dortigen Bezeichnungen ^ “ zu setzen, 

wobei m das Maximum der Simplexdurchmesser von R ist.) 

Genau so beweist man auf Grand des Approximationssatzes (§2), 
wenn wieder die Rj eine beliebig fein werdende Folge von Simplizial- 
zerlegungen von P' bilden, den 

Satz IIL Jede stetige Abbildung /o von P in P' lafit sich für jedes 
positive e durch eine Schar /^, bei der immer Q(fQ, f^) < e 

bleibt, in eine simpliziale Abbildung f^ [eines in einen RJj stetig 
überführen. 

3, Der Homologietypus einer Abbildungsklasse. Wir kommen zu 

dem Hauptsatz dieses Paragraphen. Wenn wie im § 1 ein System U 
von Unterteilungen einer Simplizialzerlegung K von P gegeben ist, so 
haben wir die Gesamtheit simplizialen Abbildungen der zu U 

gehôrigen Komplexe in eine feste Simplizialzerlegung R von P' nach 
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zwei verschiedenen Gesichtspunkten in Klassen eingeteilt: erstens im 
§ 1 nach „Homologietypen" (bezüglich gewisser Koeffizientenbereiche 
3» 30 > zweitens soeben, wenn wir die simplizialen Abbildungen als 
spezielle stetige Abbildungen von P in P' auffassen, nach ,,Homotopie- 
typen*'. Wie hângen diese beiden Einteilungen miteinander zusammen ? 
Wir werden beweisen, daB niemals eine Homotopieklasse durch die 
Homologieeinteilung zerstôrt wird, sondem daB allenfalls mehrere 
Homotopieklassen den gleichen Homologietypus haben. Wenn das ge- 
zeigt ist, kônnen wir von dem ,, Homologietypus einer Abbildungsklasse** 
reden und dann die algebraischen Eigenschaften simplizialer Abbildun- 
gen auf stetige Abbildungen übertragen. Dabei haben wir vorlàufig 
diese Homologietypen der Abbildungsklassen von P in P' als abhângig 
von dem System U sowie der Zerlegung K' zu betrachten; erst im 
nâchsten Paragraphen werden wir zeigen, daB diese Abhângigkeit tat- 
sâchlich nicht besteht (§ 4, Nr. 8). 

Über das System U werden wir der Bequemlichkeit halber von 
vornherein die folgenden beiden Annahmen machen: 1) U enthâlt zu 
jedem e>0 einen Komplex, dessen Simplexdurchmesser <£ sind; 
2) aile Komplexe aus U sind miteinander kombinatorisch verwandt 
(Kap. VI, § 2, Nr. 1), genauer: sind Kj zwei Komplexe aus U, so gibt 
es in VL einen Komplex Kj^, der eine gemeinsame Unterteilung von 
und Kj ist. U kann also z. B. aus allen Unterteilungen einer festen 
Simplizialzerlegung K von P bestehen; es genügt aber auch, die suk- 
zessiven baryzentrischen Unterteilungen von K zu betrachten^. Off en- 
bar kann man jedes vorgegebene System U© durch Hinzunahme neuer 
Komplexe zu einem System U erweitern, welches die beiden Voraus- 
setzungen erfüUt; daher bedeuten die beiden Annahmen keine Ein- 
schrànkung. K ist wieder endlich, K' beliebig. 

Der Hauptsatz lautet also folgendermaBen : 

Satz IV. Sind die simplizialen Abbildungen und gj der Simplizial- 
zerlegungen und Kj von P in die Simplizialzerlegung K' von P' ein- 
ander homotop, so sind sie auch einander vollstàndig homolog, 

Beweis. Wir nehmen aus U eine gemeinsame Unterteilung von 
und Kj und von dieser eine so feine Zerlegung daB es nach § 2, 
Satz II simpliziale Abbildungen /|. und gj^ gibt, die simpliziale 
Approximationen von bzw. gj in bezug auf und K' sind. Nach 
§ 3, Satz II sind einerseits und andererseits gj und gj^ einander 
homotop; folglich sind, da wir imd gj als einander homotop voraus- 
setzen, auch ^ und einander homotop. Andererseits sind nach § 2, 
Satz la. ffg und gj^ Modifikationen von bzw. gj, sie haben also nach 
dem Modifikationssatz (§1) die gleichen Homologietypen wie bzw. gji 
für den Beweis des Satzes IV genügt es daher, zu zeigen, daB die Ab- 

1 Aus Kap. III, § 2, Satz lia folgt, daB in der Folge der sukzessiven bary- 
zentrischen Unterteilungen die Simplexdurchmesser gegen Null streben. 
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bildungen /* und die wir bereits als einander homotop erkannt 
haben, einander homolog sind. Somit dürfen wir im Satz IV von vorn- 
herein i = j = k setzen ; wir lassen diesen gemeinsamen Index der 
Kürze halber weg, sprechen also einfach von K, f , g. Wir haben dann 
für einen beliebigen Zyklus z ans K zu beweisen, daB 

(1) f(2)^g(z) 

ist ; die Koeffizientenbereiche ^ , 3 ’ sind beliebig. 

Die nach Voraussetzung existierende Abbildungsschar mit 
hg — f, — g deuten wir folgendermaBen : Z (P) sei das 
topologische Produkt (Kap. I, § 1 , Nr. 10) von P mit der durch 0 5;= / ^ 1 
gegebenen ^-Strecke; sind f die Punkte von P, so sind die Punkte von 
Z (P) in eineindeutiger Weise mit (p,t) zu bezeichnen Durch 

die Festsetzung 

H{p,t)=\(p) 

ist eine eindeutige stetige Abbildung H von Z (P) in P' erklàrt. 

Eine simpliziale Zerlegung von Z (P) erhalten wir folgendermaBen: 
JFCq, seien zwei mit K isomorphe Komplexe; F sei eine isomorphe 
Abbildung von Kq auf ; der Komplex Ç = Z [K^ sei der gemâB 
Kap. IV, § 6 , Nr. 2 konstruierte Zylinder. Dann darf offenbar Q als 
eine simpliziale Zerlegung von Q ~ Z(P) gedeutet werden. und 
= F (Kq) sind Teilkomplexe von Q ; die Teilpolyeder Kq und 
von Z (P) sind die Mengen der Punkte (p , t) mit t = 0 bzw. t = \ , 
Ist Z ein Zyklus in K, und sind Zq und z^ = F (Zq) die ihm in Kq und 
entsprechenden Zyklen, so folgt aus Kap. IV, § 6 , Nr. 2, Satz I, daB 
Zq csd 2:^ in Ç ist. 

Nun approximieren wir (gemâB § 2, Satz II) H durch eine simpli- 
ziale Abbildung (p einer Unterteilung von Ç. Die beim Übergang 
von Q zu Qi entstehenden Unterteilungen von Kq, K^, Zq, z^ seien 
• • - r ^ii- Dsi H auf Kq und K^ mit Hq bzw. übereinstimmt, 
also simplizial ist, ist nach Satz la (§2) die Abbildung (p von Kq^ 
und K^i eine Modifikation der Abbildung H von Kq und K^; daher 
ist nach § 1, Nr. 4 , Gleichung (1): 

(2) <P {zoù = H (zo) > <P{hi) = H (Zi) . 

Andererseits folgt aus Q’ daB auch z^^ in ist (Kap. VI, 

§ 2, Satz VI), also nach dem 1. Erhaltungssatz, daB 

( 3 ) <P{zoi) in K' 

ist. Aus (2) und ( 3 ) folgt 

H{z„)c^H{z,)-. 

da aber H auf mit — f, auf K, mit — g übereinstimmt, ist 
dies die Behauptung (1). 
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Damit ist der Satz IV bewiesen. Aus ihm zusammen mit der im 
Satz I enthaltenen Tatsache, daB es zu jeder stetigen Abbildung / von 
R = P in K' = P' homotope simpliziale Abbildungen von Unter- 
teilungen von K in K' gibt, ergibt sich die Môglichkeit der folgenden 

Définition, f sei eine stetige Abbildung von P in P' ; K und K' 
seien Simplizialzerlegungen von P und P' ; Koeffizientenbereiche 
seien fest gegeben; dann verstehen wir unter dem ,,d'i^rch f bewirkten Homo- 
morphismus hy {in bezug auf K und K') denjenigen Homomorphismus 
der Gruppe (K) in die Gruppe B^ {K')» der von den zu f homotopen 
simplizialen Abbildungen von Unterteilungen von K in K' bewirkt 
wird; die Gesamtheit dieser Homomorphismen, y = 0, 1, . . bezeichnen 
wir als den ,jHomologietypus von {Im nàchsien Paragraphen werden 
wir uns von der Bezugnahme auf K und K' befreien) 

Auf Grund dieser Définition ist der folgende Satz trivial: 

Aile Abbildungen einer Abbildungsklasse haben denselben Homologie- 
typus {in bezug auf K und K'). 

Bemerkung. Die Umkehrung hiervon ist nicht richtig; vielmehr 
kônnen zwei Abbildungen einander vollstandig homolog sein, ohne zu 
derselben Abbildungsklasse zu gehôren; vgl. Kap. XIII, Anhang. 

4. SchlieBlich stellen wir noch fest, daB die in Kap. V, § 4, Nr. 1 1 ff . für 
simpliziale Abbildungen bewiesenen Beziehungen zwischen den Homo- 
logietypen bezüglich verschiedener Koeffizientenbereiche für stetige Ab- 
bildungen unveranderte Gültigkeit behalten; dies ergibt sich unmittel- 
bar aus der Art und Weise, wie die Homologietypen stetiger Abbil- 
dungen auf die Homologietypen simplizialer Abbildungen zurückgeführt 
wurden. (Dabei ist — wie Kap. V, § 4 — auch P' als endlich voraus- 
gesetzt.) 

§ 4. Topologische Abbildungen ; Invarianzsâtze. 

1. Der Produktsatz. Die Grundlage der nachfolgenden Untersuchung 
topologischer Abbildungen ist eine ebenso wichtige wie plausible Eigen- 
schaft eindeutiger Abbildungen. Es seien drei Polyeder P, P', P" 
in den Simplizialzerlegungen K, K\ K" gegeben; K und K' seien end- 
lich; / sei eine Abbildung von P in P', /' eine Abbildung von P' in P"; 
dann ist g = /'/ eine Abbildung von P in P". Wie hângen die am 
SchluB von Nr. 3 des vorigen Paragraphen erklârten Homologietypen 
von /, /', g (in bezug auf K und K' bzw. K' und K" bzw. K und K"), 
also die Homomorphismen Kj , , ¥g (bezüglich beliebiger Koeffizienten- 

bereiche 3,3')^, miteinander zusammen? Die Antwort lautet, wie zu 
erwarten : 

(jO K = 

^ In diesem ganzen Paragraphen sind beliebig; wir erwâhnen die Koeffi- 

zientenbereiche nicht mehr und schreiben z. B. B'" {K) statt 

21 * 
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d. h.: für jedes Elément B' {K) gilt 

(ir K{^)=¥r[hr,{j:)). 

Diese Tatsache bezeichnen wir als den „Produktsatz‘‘. 

Beweis. /< sei eine zu / homotope simpliziale Abbildung einer 
Unterteilung von K in K', fj eine zu /' homotope simpliziale Ab- 
bildung einer Unterteilung Kj von K' in ÜT”; z sei ein Zyklus in K, 
Zi seine Unterteilung in K^, f^ lz^) = z’, Zj die Unterteilung von z' in K^. 
Es genügt zu zeigen, daB es eine solche zu g homotope simpliziale Abbil- 
dung gi einer Unterteilung von in K" gibt, daB, wenn Zj. die Unter- 
teilung von Zi in Kf. ist, 

(2) 

gilt; denn ist C die Homologieklasse von z, so ist hg^{C) = hg{^) die 
Homologieklasse von gj:(%) und h^y{hf^(C)) = hy{hf{^)) die Homologie- 
klasse von fj{Zi) = fjifiiZi))', also ist die Behauptung (!') in der Tat 
in (2) enthalten. 

Um (2) zu beweisen, nehmen wir eine solche simpliziale Abbil- 
dung /i einer Unterteilung /lj. von Ki in Kf, daB /,. eine simpliziale 
Approximation (in bezug auf und KÇ) der Abbildung ^ von R in R' 
ist (§ 2, Satz II); dann ist /j. eine ..aUgemeine Modifikation" von fi 
(§ 1, Nr. 4); denn ist a irgendein Eckpunkt von /Cj und \y'\ der 
Trâger des Bildpunktes fi{a) in R'j, so gehôrt nach Satz I (§ 2) auch 
/j(a) dem Simplex |y'| an, ist also Eckpunkt von |y' |, und mithin 
ist die simpliziale Abbildung /* von Rj. in Kj eine aÜgemeine Modifi- 
kation der simplizialen Abbildung von Ki in K'. Nach dem all- 
gemeinen Modifikationssatz (§ t) ist daher 

fhih) = 

Ausübung von /'• liefert 

( 3 ) f'Mh)=Wi)- 

gj^ = ist eine simpliziale Abbildung von K^. in K”] da /y homotop 
zu /', /t nach Satz II (§ 3) homotop zu /y und daher auch zu / ist, 
lâBt sich gj stetig in die Abbildung g == f'f überführen, ist also homotop 
zu g. Folglich ist in (3) die Behauptung (2) enthalten. — 

Aus dem Produktsatz ergibt sich das folgende 
Lemma. Es sei f eine Abbildung von R in R' und f eine Abbil- 
dung von R' in R, und es sei f’f die identische Abbildung, d. h. f’f(p) — p 
für jeden Punkt p von R. Dann ist 

h}¥j{i:) = c 

für jede r-dimensionale Homologieklasse t von K; r = 0, \ . 

Denn da. g = f'f eine simpliziale Abbildung von K auf sich und da 
hierbei g{x) = x für jedes Simplex von K gilt, ist auch = C für 
iede Homoloeieklasse. und aus dem Produktsatz folet daher das Lemma. 
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2. Die Invarianz der DimensionszahL Der klassische Brouwersche 
Satz von der Invarianz der Dimensionszahl des Euklidischen 
Raumes lautet: 

Satz I. Im existiert kein topologisches Bild eines n-dimensionalen 
Simplexes x^ mit n> m, 

Er ist offenbar enthalten in dem schârferen 

Satz IL Im existiert kein topologisches Bild eines [n — \)-dimen- 
sionalen Simplexrandes^ x^ mit n> m. 

Mit anderen Worten: 

Satz lia. Im R^ existiere ein topologisches Bild des Simplexrandes x^, 
Dann ist n^m, 

Beweis des Satzes lia. Da es im R^^ keinen von Null verschiedenen 
Euklidischen Zyklus mit einer Dimensionszahl r > w — 1 gibt^, genügt 
es, zu zeigen: Unter der Voraussetzung des Satzes lia gibt es im R^^ 
einen von Null verschiedenen {n — 1)-dimensionalen Euklidischen 
Zyklus. Mit anderen Worten : Es gibt einen Euklidischen Komplex K' 
im R^\ dessen (w — 1)-te Bettische Gruppe B^~^[K') 4= 0 ist®. 

Es sei also / eine topologische Abbildung des Randes des im 
Euklidischen Raume RI gelegenen Simplexes in den 2?^* ; ferner sei 0 
ein innerer Punkt von x^. Die Abbildung der abgeschlossenen 
Menge f{x^) ~ 0cz R^ auf die Menge x^ kann man (nach Kap. I, § 6, 
Nr. 10, Zusatz) zu einer eindeutigen und stetigen Abbildung des 
ganzen R^^ in den R'^ erweitern. Für hinreichend kleines positives ô 
ist das Bild h {U) der â-Umgebung U ~ U(0,ô) von 0 in RJJ — 0 
enthalten. Wir verstehen für jeden Punkt pcz R^ — 0 unter g{p) den 

Schnittpunkt des Strahles op mit x^ und setzen gfi[q) = f [q) für jeden 
Punkt q von U. Dann ist /' eine eindeutige und stetige Abbildung 
von U auf x^, und es ist f'f(p) = p für jeden Punkt p von x^ (denn 
auf 0 stimmt /' mit überein). 

Wir zerlegen den in Simplexe mit Durchmessern <à und ver- 
stehen unter K' den Komplex derjenigen unter diesen Simplexen, 
welche Punkte mit 0 gemeinsam haben. Dann ist K' ein Euklidischer 
Komplex, und es ist 0 cz R' cz U, 

Wir wenden das Lemma (Nr. 1) an auf die Abbildung / von x^ in 
das Polyeder R' und die Abbildung /' von R' in x*^. Unter C verstehen 
wir diejenige Homologieklasse von \^\, welche den Zyklus enthâlt. 
Dann ist C =4 0, und da /'/ die identische Abbildung von \x^\ auf sich 
ist, ist nach dem Lemma 

+ 

^ Statt für den Simplexrand x'* kann man den Satz II ebensogut für die mit 
homôomorphe Sphâre aussprechen, 

2 Für r > m ist dies trivial, für r = m im Kap. IV, § 5, Satz X bewiesen. 

2 Der Koeffizientenbereich ist in diesem Beweis gleichgültig ; es ist am be- 
quemsten, @2 zugrunde zu legen. 
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folglich, da Â”r^(0) = 0 ist: 

ArMO + 0. 

Die Bettische Gruppe enthâlt also das von Null verschiedene 

Elément Damit ist der Satz II bewiesen. — 

Ans dem Satz I ergibt sich nun weiter die Invarianz der Dimen- 
sionszahl eines Polyeders: 

Satz IIL Es seien K und K' Euklidische, endliche oder unendliche, 
Komplexe mit den Dimensionszahlen n bzw, n' ; die Polyeder K und R' 
seien homôomorph, Dann ist n — n\ 

Beweis. Es genügt zu zeigen, daB n-^n' ist. Es sei / eine topo- 
logische Abbildung von K auf R' und \x^\ ein Simplex von K\ un ter 
allen Simplexen von K' y welche Trâger von Bildpunkten j[p) mit 
pCLx^ sind, sei |y”| eines mit moglichst groBer Dimensionszahl. Es 
gibt einen inneren Punkt q von , so daB q = j [p) y p a \si\ der 
Punkt P besitzt eine Umgebung U (relativ zu x^)y deren Bild j{U) in 
dem offenen Stern Og^>[q) enthalten ist (vgl. Kap. III, § 1, Nr. 7). Die 
Dimensionszahl jedes von \y'^\ verschiedenen Simplexes von K' y das 
in Oj^.{q) eintritt, ist >w; aus der Maximaleigenschaft von m folgt 
daher: f{U)c:y^\ Nun enthâlt U gewiB ein w-dimensionales Sim- 
plex Xi'y dann ist f{xi)czÿ^\ Daher ist nach Satz I: n^m, also 
n â n'y w. Z. b. w. 

3. Der Gruppenisomorphismus bei einer topologischen Abbildung. 

Für die topologischen Abbildungen von Polyedern gilt der folgende 
,,topologische Isomorphiesatz'': 

S a t Z I V . Ist f eine topologische A bbildung des endlichen Polyeders P 
auf das endliche Polyeder P' und sind K und K' Simplizialzerlegungen von P 
bzw. P' y so sind die dur ch f bewirkten Homomorphismen kf isomorphe 
Abbildungen der Gruppen B'* (A) auf die Gruppen 

Beweis. Wir setzen P" = P, K" == X, /' = /"^ und wenden zwei- 
mal das Lemma aus Nr, 1 an. Da g = f~^f jeden Punkt von P sich 
selbst zuordnet, gilt nach dem Lemma (Nr. 1) für jede r-dimensionale 
Homologieklasse C von K \ 

(4) a;_,a;(0 = C. 

Ebenso ordnet g' — jeden Punkt von P' sich selbst zu, und daraus 
folgt analog zu (4) 

(5) ¥,hr,:.{i:') = ü' 

für jede r-dimensionale Homologieklasse von K'. Aus (4) und (5) er- 
gibt sich nach einem allgemeinen gruppentheoretischen Satz (An- 
hang I, Nr. 8), dafi ¥f die Gruppe B' {K) isomorph auf B’’{K'), ¥f-i die 
Gruppe B' {K') isomorph auf B' {K) abbildet. Damit ist die Behaup- 
tung bewiesen und zugleich der folgende 

Zusatz. Die durch die topologische Abbildung / und ihre Um- 
kehrung bewirkten Isomorphismen ¥f und ¥f-i sind Umkehrungen 
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voneinander, d. h. Af-iAf ist die Identitàt in B^{K), h^fh'j-x die 
Identitât in B^{K'), 

4. Die topologische Invarianz der Bettischen Gruppen. Mit dem 

topologischen Isomorphiesatz haben wir die topologische Invarianz 
der Bettischen Gruppen von (endlichen)^ Polyedern bewiesen: 
Sind P und P' einander homôomorph, so sind die Bettischen Gruppen 
einer beliebigen Simplizialzerlegung K von P mit den entsprechenden 
Gruppen einer beliebigen Simplizialzerlegung K' von P' isomorph ; mit 
anderen Worten: K und K' sind einander vollstândig homologie-âqui- 
valent. 

Wir kônnen diesen Isomorphismus auch genau angeben, d. h. wir 
kônnen die folgende Frage beantworten: Wenn / eine topologische Ab- 
bildung von P auf P' und C eine y-dimensionale Homologieklasse 
von K ist, welches ist dann die Homologieklasse hf{C) = C' von K', 
die bei dem durch / zwischen B^(K) und B^(K') vermittelten Isomor- 
phismus der Klasse C entspricht? Die Antwort lautet: Man ersetze f 
durch eine beliebige zu f homotope simpliziale Abbildung freiner Unter- 
teilung von K in K' ] ist z irgendein Zyklus aus C, seine Unterteilung 
in K^, so ist C' die Homologieklasse, der der Zyklus z' = fi[z^ angehôrt. 

5. Der Gruppenisomorphismus bei einer Unterteilung. Mit der 
topologischen Invarianz haben wir speziell die Invarianz der Bettischen 
Gruppen eines (endlichen) Komplexes gegenüber Unterteilungen noch 
einmal bewiesen (vgl. Kap. VI, §2); benutzt haben wir diese letztere 
Tat sache bei unserem topologischen Invarianzbeweis nicht (im Gegen- 
satz zu den Invarianzbeweisen im Kap. IX). Um die Invarianz gegen- 
über Unterteilungen als Spezialfall der topologischen Invarianz zu er- 
kennen, haben wir K als Unterteilung von K' zu wâhlen und unter / 
die identische, d. h. jeden Punkt sich selbst zuordnende, Abbildung 
des Polyeders P = K auf das Polyeder P = K' zu verstehen. 

Wir wollen nun feststellen, daC die durch / vermittelte isomorphe 
Beziehung zwischen den Homologieklassen von K und denen von K' 
die folgende natürliche Zuordnung ist: Ist z' ein Zyklus in K', z seine 
Unterteilung in K, und sind C, C' die Homologieklassen von K, K\ die 
z bzw, z' enthalten, so ist = C'- Dabei ist f die identische Abbil- 
dung, 

Um dies einzusehen, haben wir die am SchluB von Nr. 4 formulierte 
Vorschrift zu befolgen. Wir setzen = K und verstehen für jeden 
Eckpunkt a von K unter f^{a) einen Eckpunkt des a tragenden Sim- 
plexes von K' \ dann ergibt sich unsere Behauptung aus den früheren 
Sàtzen dieses Kapitels: Die Eckpunktzuordnung f^{a) definiert offenbar 
eine simpliziale Abbildung, die eine simpliziale Approximation (in bezug 
auf K, K') der Identitât / ist [§ 2, Relation (1)]; ist zu / homotop 

1 Für unendliche Polyeder wird der Satz im Kap. IX, § 2, Nr. 8 — 9. be- 
wiesen werden. 
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(§ 3, Satz II); f^ ist eine Modifikation von / (§ 2, Satz la), und daraus 
folgt nach dem Modifikationssatz (§1), daB fi{z^ = z' güt, wenn z' 
irgendein Zyklus ans K' , z — Zi seine Unterteilung inK = Ki ist. Folg- 
lich ist nach Nr. 4 hy{C) diejenige Klasse, die z' enthàlt, also hf{C) = C'. 

6. Krumme Polyeder, krumme Zyklen; Homologieklassen und 
Bettische Gruppen eines Polyeders. Die topologische Invarianz 
der Bettischen Gruppen kônnen wir auch als Unabhangigkeit der alge- 
braischen Struktur dieser Gruppen von der zugrunde gelegten simplizialen 
Zerlegung des Polyeders deuten. Hierfür ist es zweckmâBig, die ,,krum- 
men Polyeder" (Kap. III, § 4, Nr. 2) heranzuziehen. Wir bedienen uns 
der folgenden Begriffe und Bezeichnungen. 

Q sei ein beliebiges, im allgemeinen krummes, Polyeder. Jede 
,, krumme simpliziale Zerlegimg" (Kap. III, a. a. O.) von Q kann man 
sich folgendermaBen gegeben denken : Ein Euklidisches Polyeder R mit 
der simplizialen Zerlegung K ist durch eine Abbildung tp topologisch 
auf Q abgebildet; die dadurch bestimmte krumme Zerlegung von Q 
bezeichnen wir mit (K,<p). Den Eckpunkten «j, . . ., von K 

entsprechen gewisse Punkte 9 («j) , f (« 2 ) , 9 («»») von Q ; die Menge 

dieser Punkte wird zu einem Eckpunktbereich durch die Fest- 

setzung : die Punkte q: J , q , . . . , 95 (a^^) bilden dann und nur dann 
ein Gerüst, wenn die Punkte . . ., ein Gerüst in dem Kom- 

plex K bilden ; unter dem von den Punkten q (ajg) aufgespannten Sim- 
plex des so definierten Eckpunktbereiches E' verstehen wir das krumme 
Simplex 93 (iE), welches das Bild des von den Punkten «/j, aufgespannten 
Simplexes x von K ist. Der Eckpunktbereich E' ist nach seiner Défini- 
tion mit dem von K erzeugten Eckpunktbereich E {K) isomorph 
(Kap. IV, § i, Nr. 4 , Nr. 5). Wir nennen nun die algebraischen Kom- 
plexe, Zyklen, Homologieklassen, Bettischen Gruppen von E' die 
,,krummen“ algebraischen Komplexe, Zyklen usw. der krummen Zer- 
legung (K,q) und bezeichnen sie mit (C,q), (z,q), {C,q), B’'{K,q). 
Infolge der Isomorphie der Eckpunktbereiche E' und E{K) sind die 
Bettischen Gruppen B'(K,q) und B' {K) miteinander isomorph. 

Ist {K', q') eine zweite krumme Zerlegung von Ç, so ist f—q'~^-q 
eine topologische Abbildung des Polyeders P = R auf das Polyeder 
P' = K' und daher hy eine isomorphe Abbildung von (R) auf B’' (R') 
oder, was dasselbe ist, von B^(R,q) auf B^{R',q'). Bezeichnen wir 
für den Augenblick eine Homologieklasse (C> 93 ) als ,,âquivalent“ mit 
einer Homologieklasse (f', q') von {R' , q'), wenn sie ihr durch diesen 
Isomorphismus zugeordnet ist, so ist dieser Àquivalenzbegriff von vom- 
herein reflexiv, ferner auf Grund des ,,Zusatzes" aus Nr. 3 symmetrisch 
und nach dem Produktsatz transitiv; er bewirkt daher eine Einteilung 
aller Homologieklassen aller krummen Zerlegungen von Q in ,,Âqui- 
valenzklassen", derart, daB in jeder Àquivalenzklasse genau eine Homo- 
logieklasse jeder krummen Zerlegung enthalten ist. Wir vereinigen nun 
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aile krummen Zyklen aus den in einer Àquivalenzklasse enthaltenen 
Homologieklassen zu einer einzigen groBen Klasse krummer Zyklen, 
ohne Rücksicht auf deren Zugehôrigkeit zu verschiedenen Zerlegungen 
von Q ; dies tun wir für jede Àquivalenzklasse. Die entstehenden Klassen 
von krummen Zyklen nennen wir die ,, Homologieklassen von DaB 
zwei krumme Zyklen (Zy(p), {z\(p') derselben Homologieklasse von Q 
angehôren, drücken wir auch so aus: 

(6) * <P) ^ (pl 

Da die eineindeutige Zuordnung der Klassen (C , (f) und der Klassen 
(C', 9?')> die die Einteilung in Âquivalenzklassen bewirkt, ein Iso- 
morphismus der Gruppen {K) und {K') ist, laBt sich die Gruppen- 
operation dieser Gruppen auf das System der Âquivalenzklassen und 
somit auf das System der Homologieklassen von Q übertragen; diese 
bilden somit Gruppen, die ,,Bettischen Gruppen B^{Q) des {krummen) 
Polyeders Q*' ; daB sie mit den entsprechenden Gruppen B^{K) für eine 
beliebige Zerlegung {K, (p) von Q isomorph sind, ergibt sich aus ihrer 
Définition. Damit ist die Aussage, daB die Bettischen Gruppen eines 
Polyeders unabhàngig von speziellen Simplizialzerlegungen seien, pràzi- 
siert und bewiesen. 

AUes dies gilt auch in dem Spezialfall, wenn P = Ç ein Eukli- 
disches Polyeder ist. Ist K eine Euklidische Simplizialzerlegung von P, 
so fassen wir K als diejenige ,, krumme'' Zerlegung (K, tp) auf, in der (p 
die identische Abbildung von P = K auf sich ist. Ist K' eine zweite 
Simplizialzerlegung von P, bezeichnen wir die identische Abbildung 
von P — K' mit 9', und sind z, z' Zyklen aus K bzw. K', so schreibt 
man statt einer Homologie (6) zuweilen kurz 

(7) z^z' in P. 

In diesem Sinne kann man also auch von Homologien zwischen 
Zyklen aus verschiedenen Simplizialzerlegungen eines Polyeders spre- 
chen. Den geometrischen Inhalt der Homologie (7) mâche man sich 
noch einmal an Hand der allgemeineren, am Ende von Nr. 4 angegebenen 
Vorschrift klar. 

Ist insbesondere K eine Unterteilung von K\ z' ein Zyklus aus K', 
Z seine Unterteilung in K, so ergibt sich aus Nr. 5, daB dann immer (7) 
gilt. 

7. Die Invarianz der n-dimensionalen Zyklen in n-dimensionalen 
Polyedern, der geschlossenen und irreduzibel geschlossenenKomplexe. 

P und P' seien «-dimensionale Polyeder, P sei durch / topologisch 
auf P' abgebildet; dann ist, wenn K, K* Simplizialzerlegungen von 
P und P' sind, hf eine isomorphe Abbildung von B^{K) auf B^{K'), 
Nun ist aber (Kap.V, §1, Nr. 6) B^{K) mit Z" (K), B^{K') mit 
identisch, d. h. : jede «-dimensionale Homologieklasse enthàlt genau 
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einen Zyklus. Also wird durch / in diesem Falle eine eineindeutige Be- 
ziehung zwischen den w-dimensionalen Zyklen von K und K' bewirkt. 

Dieser Beziehung zwischen zwei Zyklen entspricht nun eine Be- 
ziehung zwischen den von ihnen gebildeten Polyedern: 

Satz V. Ist hei der topologischen Abbildung f des n-dimensionalen 
Polyeders P auf das Polyeder P' dem n-dimensionalen Zyklus z einer 
Simplizialzerlegung K von P der Zyklus z' = hy(z) der Simplizialzerlegung 
K* von P' zugeordnet, so ist auch 

? = /(^). 

d. h, die durch / gelieferte Bildmenge von z ist mit z! identisch. 

Beweis. Ist irgendeine Unterteilung von K\ Zj die Unter- 
teilung von z' in und bezeichnet (p' die jeden Punkt si ch selbst 
zuordnende Abbildung von K' auf K), so ist der Inhalt von Nr. 5 
identisch mit der Aussage : A"/ (. 2 :') = Zj ; ferner ist definitionsgemâB 
hy{z) = z\ also nach dem Produktsatz (wir haben in den 

Homomorphismen die w-dimensionalen Homologieklassen bereits durch 
die einzigen in ihnen enthaltenen Zyklen ersetzt). Die letzte Relation 
besagt : Ist irgendeine zw (p'f — f homotope simpliziale Abbildung einer 
Unterteilung von K in Kj und z^ die Unterteilung von z in K^, so ist 

( 8 ) fiiZi) = z'r 

Gâbe es nun einen Punkt p' c. 2 ^ — Zj, der nicht zu /(z) gehorte, 
so hâtte er von /(z) eine positive Entfernung und daher kônnte man 
(nach § 3, Satz III) iCj, K'j und eine zu / homotope simpliziale Ab- 
bildung fi von Ki in K'j so wâhlen, dal3 p' auch nicht zu /^(z) = /i(^) 
gehorte; dann müBte jedes Grundsimplex \x'\ von |zy|, dem p' an- 
gehôrt, in /j(z^) mit dem Koeffizienten Null auftreten — entgegen (8). 

Da ein derartiger Punkt p' somit nicht existiert, ist z'cf(z). 
Ebenso beweist man — unter Berücksichtigung der Symmetrie des 
Entsprechens von z und z' —, daB zcz/"^(z') ist; hieraus folgt durch 
Ausübung der topologischen Abbildung / die Inklusion / (z) c z'. Folg- 
lich ist / (z) = z'. 

Wir kônnen den somit bewiesenen Satz auch so aussprechen: Die 
Eigenschaft einer Teilmenge eines n-dimensionalen Polyeders, die Ver- 
einigungsmenge der Elemente eines n-dimensionalen Zyklus {d. h. eine 
Menge z") zu sein, ist unabhàngig von Simplizialzerlegungen von P. 

Hierin ist insbesondere die Invarianz des geschlossenen Komplexes 
(Kap. VII, § 1) enthalten: Ist K geschlossen, so gibt es einen Zyklus z 
(in bezug auf einen geeigneten Koeffizientenbereich) mit | z | — K, also 
z = K ; ist K' mit K homôomorph, so gibt es daher nach dem eben 
Bewiesenen einen Zyklus z' mit z' — K', also | z' | — K'; dies bedeutet : 
auch K' ist geschlossen. 

Ferner ergibt sich die Invarianz des irreduzibel geschlossenen Kom- 
plexes (Kap. VII, § 1): Denn ist der «-dimensionale geschlossene Kom- 
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plex K nicht irreduzibel geschlossen, so gibt es einen w-dimensionalen 
echten Teilkomplex Ki = \z^\, wobei Zyklus ist, K enthâlt also 
eine echte Teilmenge die Eigenschaft, eine solche Teilmenge zu 
besitzen, kommt aber nach dem Vorstehenden dann auch dem w-dimen- 
sionalen Komplex K' zu, wenn K' mit K homôomorph ist. 

DaB schlieBlich auch der ,,natürliche Modul'' (Kap. VII, § 1) eines 
irreduzibel geschlossenen Komplexes topologisch invariant ist, ergibt 
sich aus der Invarianz der Bettischen Gruppen. Daher ist insbesondere 
auch die Eigenschaft eines Komplexes, ,,einfach geschlossen*' (Kap. VII, 
§ 1) zu sein, topologisch invariant. 

Auf Grund dieser Invarianzsàtze dürfen wir von geschlossenen und 
irreduzibel geschlossenen Polyedern sowie deren natürlichen Moduln 
sprechen. 

8. Die Invarianz des Homologietypus einer Abbildung. Wir werden 
jetzt zeigen, daB der Homologietypus einer Abbildung des Polyeders P 
in das Polyeder P', der in bezug auf Simplizialzerlegungen K und K' 
von P und P' erklârt ist, tatsâchlich von diesen Zerlegungen unabhângig 
ist. Zunâchst müssen wir diese Aussage aber prâzisieren, und wir tun 
dies auf Grund der in Nr. 6 eingeführten ,,Àquivalenz*‘ von Homologie- 
klassen verschiedener Zerlegungen eines Polyeders, auf der der Begriff 
der ,,Homologieklassen des Polyeders*' beruht. Dabei werden wir wieder 
krumme Polyeder betrachten, die ja die gewôhnlichen, Euklidischen 
Polyeder umfassen. 

Es seien also Ç, Q' zwei krumme Polyeder, und Q sei durch 0 in Ç' 
abgebildet. Sind (K, ç>), {K\cp') Zerlegungen von Q bzw. Q\ so ist 
damit eine Abbildung 

(9) F ~ (p'~^0(p 

von K in K' gegeben; ihr Homologietypus ist für jede Dimension r 
durch den Homomorphismus gegeben, der. vermôge 

( 10 ) 

jeder Homologieklasse C von K eine Homologieklasse C' von K' zu- 
ordnet. 

Sind (Kl , ç>i) , {K [ , (p\) zwei beliebige andere Zerlegungen von Q 
und Q\ so vermittelt 0 die Abbildung 

(11) F, = 

von Kl in K[ \ sie bewirkt den Homomorphismus 

( 12 ) = 

wobei Cl eine Homologieklasse von K^, Ci eine Homologieklasse von 
K{ ist. 

Unsere Behauptung, daB der Homologietypus von 0 unabhângig 
von den zugrunde gelegten Zerlegungen sei, lautet nun prâzisiert, unter 
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Benutzung der in Nr. 6 eingeführten Bezeichnung, so: Jst (Cj, <Pi) mit 
{C , (p) àquivalent, so ist auch (Ci , <p'^ mit (C, fp') àquivalent. Sie làBt 
sich auch folgendermaflen ausdrücken: Sind 

( 13 ) / = 9?fV. = 

die durch Q und Q' vermittelten topologischen Abbildungen von R 
auf R^ bzw. von R' auf R'i und die durch / und /' bewirkten 

isomorphen Abbildungen von B'' (R) auf B^(Ri) bzw. von B' {R') auf 
B’' (Ai), so entsteht aus hp, indem man die Gruppen B' (K) und 
B'' {R') mittels der Isomorphismen h^f und ¥]• in die Gruppen B'{R^ 
und B’’ (Ai) transformiert ; d. h es ist 

( 14 ) hp^hf{C) = hphp{Ç) 

für jede Homologieklasse C von A. 

Die Richtigkeit von ( 14 ) aber ergibt sich unmittelbar aus dem Pro- 
duktsatz (Nr. 1), wenn man F, F^, f, f durch die in (9), (11), (13) an- 
gegebenen Ausdrücke ersetzt. 

Die somit bewiesene Behauptung, daB aus der Àquivalenz von 
(C,ç>) und (Ci,9’i) die Aquivalenz von und (Ci.<pi) folgt, lâBt 

sich offenbar folgendermaBen deuten : Die Homomorphismen hF.hi 

ordnen sâmtlich einer gegebenen Âquivalenzklasse von Homologie- 
klassen C, Ci» • • - , 3,lso einer gegebenen Homologieklasse von Q, die- 
selbe Âquivalenzklasse von Homologieklassen C'. Ci > ‘ , also dieselbe 

Homologieklasse von Ç' zu; so entsteht eine homomorphe Abbildung 

von B^{Q) in B^{Q'). Die Gesamtheit dieser Homomorphismen 
(r = 0, 1 , . . .) bildet den Homologietypus der Abbildung 0 von Q 
in Q', ohne Bezugnahme auf spezielle Simplizialzerlegungen. 

§ 5a Stetige Komplexe und Zyklen. 

1 . Ein Zyklus ist gemàB seiner Définition ein spezieller algebraischer 
Teilkomplex^ eines absoluten Komplexes K. Diese Zyklen besitzen 
jedoch nicht den Grad der AUgemeinheit, der für manche Zwecke er- 
wünscht ist. Man denke an den üblichen Begriff des ,,geschlossenen 
Weges'' auf einer Flàche, wie man ihn z. B. in der Funktionentheorie 
benutzt und der den ersten AnstoB zur Définition des ,, Zyklus' ‘ ge- 
geben hat : Unter einem geschlossenen Wege versteht man das eindeutige 
und stetige Bild einer Kreislinie, und zwar nicht nur als Punktmenge, 
sondem unter Beachtung der durch die Abbildung gegebenen Beziehung 
auf die Kreislinie. Man kann einen geschlossenen Weg — d. h. die ihn 
definierende Abbildung der Kreislinie — stetig abândern, und er bleibt 
dabei immer ein geschlossener Weg; ein âhnliches stetiges Operieren 

^ Auch in diesem Paragraphen setzen wir beliebige Koeffizientenbereiche 
Ig, gegeben voraus. 
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im Bereich unserer Zyklen — auch bei ausdrücklicher Zulassung der 
,,krummen‘‘ Zyklen (§ 4) — ist unmôglich. 

Wir werden nun, indem wir den Begriff des geschlossenen Weges 
als Vorbild benutzen, „stetige Zyklen" in einem Polyeder definieren, 
die die krummen Zyklen sowie die geschlossenen Wege umfassen, und 
die einerseits die Elastizitât der geschlossenen Wege besitzen, wàhrend 
andererseits die Homologiebegriffe unserer bisherigen Zyklen auf sie 
übertragen werden kônnen. 

2 . Définition stetiger Komplexe ; Parameterdarstellungen. Wir be- 

ginnen mit der Erklarung der „Parameterdarstellung eines stetigen 
r-dimensionalen Kompiexes“ in dem Polyeder Q: sie ist der Inbegriff 
zweier Bestandteile, nâmlich erstens eines algebraischen r-dimensionalen 
Euklidischen Komplexes C, zweitens einer eindeutigen und stetigen Ab- 
bildung (p von^ C in Ç; wir bezeichnen sie durch [ 95 (C)]. Jetzt erklâren 
wir, wann zwei Parameterdarstellungen [(p{C)], [q>' {C')] ..àquivalent" 
sind oder denselben ..stetigen Komplex" darstellen; die Bedingung 
lautet: |C| und |C'| sind isomorph, und zwar gibt es eine solche iso- 
morphe Abbildung T von | C I auf ] C' | , daB erstens C = T (C) ist, und 
daB zweitens die durch T bestimmte simpliziale Abbildung T von C 
auf C' zwischen q' und q)' die Beziehung 


herstellt. 9 = 9' T 

Es ist klar, daB dieser Âquivalenzbegriff reflexiv, symmetrisch und 
transitiv ist und daher aile môglichen Parameterdarstellungen in zu- 
einander fremde Klassen einteilt; jede derartige Klasse 6 nennen wir 
einen ,, stetigen [algebraischen) Komplex**^\ ist [(p(C)] eine Parameter- 
darsteUung von 6, so schreiben wir gewohnlich kurz: (£ = [ç^(C)]. 

Ist (S in einer bestimmten Parameterdarstellung [ 9 ?(C)] gegeben, so 
kann man durch eine ,,Parametertransformation‘‘ T zu anderen Para- 
meterdarsteUungen übergehen; die Freiheit, die man dabei in der Wahl 
von T und in der Wahl des neuen „Parameterraumes‘‘ C' hat, hat ins- 
besondere zur Folge : Sind , ©g stetige Komplexe in Q, so kann 
man ihre Parameterràume C^, Cg wahlen, daji sie zueinander 

fremd sind, 

Ist [Ky (p) eine krumme Zerlegung von Q und (C, q)) ein algebraischer 
Komplex dieser Zerlegung (vgL § 4, Nr. 6), so ist dieser krumme Kom- 
plex ein spezieller stetiger Komplex: wir setzen einfach [(p{C)] = (C. (p); 
dies ist môglich, denn die auf K erklârte topologische Abbildung <p 
bildet ja zugleich C in Ç ab. 

Ein stetiger Komplex [ç?(C)] heiBt „simplizial‘' (in bezug auf die 
simpliziale Zerlegung K von Q), wenn cp eine simpliziale Abbildung 
von Ici in K ist. 


1 Man beachte die Fuûnote auf S. 317. 

* Das Beiwort ,,algebraisch'‘ lassen wir gewôhnlich weg. 
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Insbesondere lâBt sich jeder algebraische Komplex C der sim- 
plizialen Zerlegung K des Euklidischen Polyeders i? = Ç als Spezialfall 
eines stetigen Komplexes auffassen : nâmlich als [«) (C)] , wobei to die 
Abbildung von C in K bedeutet, die jeden Punkt sich selbst zuordnet. 

Man beachte : wenn <p eine simpliziale Abbildung eines algebraischen 
Komplexes C in den Komplex K und ç) (C) = C' ist, so ist [to (C')] im 
allgemeinen nicht gleich [95 (C)]. (|C'| und |C| sind ja im allgemeinen 
nicht einmal isomorph.) 

Ist Cj eine Unterteilung von C und (p^ eine simpliziale Approxima- 
tion der stetigen Abbildung 9? von C (in bezug auf |Ci| und die Zer- 
legung K von Q), so heiBt der simpliziale stetige Komplex [9!’i(Ci)] 
eine , .simpliziale Approximation" des stetigen Komplexes [95(0)]. 

Das stetige Bild eines stetigen Komplexes ist wieder ein stetiger 
Komplex: Ist (5 = [Ç'(C)] stetiger Komplex in Q, g eine stetige Ab- 
bildung von Q in Q', so ist 6' = g(6) = [g'9’(C)] stetiger Komplex in Q'. 

ç>(C) heiBt ein , .stetiger Zyklus". wenn C Zyklus ist. 

3. Die Homologieklassen stetiger Zykien. 3 = [9? (2)] sei ein stetiger 
Zyklus in Q ; durch die Abbildung (p von 2 in Ç wird gemâB § 4 . Nr. 8. 
der — nur den einen Zyklus z enthaltenden — Homologieklasse Z 
von Z eine bestimmte Homologieklasse h^(Z) von Ç zugeordnet; ist 
[(p' (2')] eine zweite Parameterdarstellung von 3 und ist T die zugehôrige 
Parametertransformation. so folgt aus 2' = T{z) und (p' = (pT~^, daB 
h^.>{Z') = h^>hj'{Z) — h’^,(Z) ist. wobei Z' die nur aus 2' bestehende 
Homologieklasse von |2'| ist. Somit wird dem stetigen Zyklus j unab- 
hàngig von speziellen Parameterdarstellungen eine bestimmte Homologie- 
klasse von Q zugeordnet. Wir sagen. dajî 3 dieser Klasse angehôrt; ist 3 
speziell. in dem vorhin besprochenen Sinne. ein krummer Zyklus aus 
einer Zerlegung von Q, so stimmt diese Klasse. wie aus den Defini- 
tionen unmittelbar hervorgeht. mit der Homologieklasse überein. in der 
er sich gemâB § 4 , Nr. 6. befindet. 

Somit kônnen wir die Homologieklassen von Q, die nach ihrer im 
§ 4 gegebenen Définition aus krummen Zykien von Zerlegungen von Q 
bestanden. jetzt auch als aus allen stetigen Zykien bestehend annehmen. 
Der Sinn der Aussagen 

3~0. 3 i '^32 

für stetige Zykien ist klar: die erste bedeutet. daB die 3 enthaltende 
Klasse das Nullelement der Gruppe fî’’(Ç) ist. die zweite. daB sich 3i 
und 32 in derselben Klasse befinden. 

Ist K eine simpliziale Zerlegung von Q, so ist. wie sich aus den 
Definitionen ergibt. die Homologieklasse von 3 = [ç’ (2)] folgendermaBen 
zu bestimmen: 

Zi sei eine Unterteilung von z, (p^ eine simpliziale Abbildung von 
1 2i I in K, die mit 9? homotop ist, also z. B. eine simpliziale Approxima- 
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tion von <p in bezug auf \z^\ und K; ist dann z' = <Pi(^,), so ist } in 
derselben Homologieklasse wie z\ 

Hierin ist enthalten: Ist z' ein gegebener Zyklus von K, und be- 
zeichnen wir ihn, wenn wir ihn gemâB Nr. 2 als stetigen Zyklus [cü (;2:')] 
auffassen (wobei also co die identische Abbildung ist), mit j, so ist 5 
in der Homologieklasse von z' (denn oy ist eine simpliziale Approxima- 
tion von sich selbst). 

4. Stetige Berandung ; stetige Homologien. Wir haben die Homo- 
logiebegriffe mittels simplizialer Approximationen von den algebraischen 
Zyklen der Simplizialzerlegungen des Polyeders Q auf die stetigen 
Zyklen übertragen. Es liegt jedoch eigentlich nâher, die Homologie- 
beziehungen für die stetigen Zyklen nicht auf dem Umweg über 
(krumme) Simplizialzerlegungen von Ç, sondern auf einem direkten 
Wege zu definieren: Als ,,Rand'' Ê des stetigen Komplexes © = [<P(C)] 
bezeichnen wir den stetigen Zyklus daB ® von der Para- 

meterdarstellung von © nicht abhângt, ist wieder unmittelbar klar. 

Gibt es zu 5 einen © mit ©=5, so sagen wir: ,,j berandet stetig 
{in QY* oder: ist stetig homolog NulV\ und wir schreiben: 

( 1 ) 

Wir verallgemeinern diese Définition ; Zwei stetige Zyklen j, , jg heiBen 
,,einander stetig homolog" , wenn es einen Komplex L, in ihm zwei einander 
homologe Zyklen z^, z^, und wenn es eine solche Abbildung (p von L 
in das Polyeder Q gibt, daB 3, = 32= ist; wir schreiben: 

(2) 3iT32- 

Wir behaupten, daB die durch (2) definierte Beziehung symmetrisch, re- 
flexiv, transitiv ist, d. h. daB die folgenden drei Regeln (3), ( 4 ), ( 5 ) gelten: 

( 3 ) aus 3x7^32 folgt 32 ~ 3 i; 

( 4 ) 3 T 3: 

( 5 ) aus 3x7 32 , 32 ^33 folgt 3 i 7 Sa- 
Die Gültigkeit von (3) und ( 4 ) ist klar. 

Beweis von ( 5 ) : Es sei ^ J2 82 ^ Ssî dann gibt es algebraische 
Komplexe Cjg, C23 (die in zueinander fremden absoluten Komplexen 
Li2 L23 licgen) und Abbildungen 99, jp von Ci 2 bzw. C23 in Q, 
so daB C —7 r C — 

3 i = [9 (^i)] . 32 = [Ç’ (^2)] = [V ( 4 )] . h = (^3)] 

ist. Dabei sind 22 ond z'^ einander isomorph und [95(^2)], [v^( 4 )] ^er- 
schiedene Parameterdarstellungen von 32. Infolge der Isomorphie zwi- 
schen ^2 und z'^ besteht ein Homôomorphismus zwischen z^ und wir 
identifizieren je zwei hierbei einander entsprechende Punkte, wir heften 
also Cx2 und C23 lângs z^ bzw. z'^, zusammen^; es entsteht ein Polyeder P 


1 Vgl. Kap. I, § 5 , Nr. 3 . 
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Wir verstehen unter x diejenige Abbildung von P in Q, die auf 
mit (p, auf Cj3 mit ip übereinstimmt ; daB % auf ^ eindeutig ist, 
folgt daraus, daB [9? («2)] und [y» ( 4 )] Parameterdarstellungen desselben 
stetigen Zyklus siud. Nun verstehen wir weiter unter C^g den Kom- 
plex C12 + ^28 (nach Vornahme der Zusammenheftung^) ; dann ist 
<^13 = — ^2 + 4 — ^3 = — •^3. «nd daher ist ~ jj, denn \x{z^] , 

[x(h)] sind ja Parameterdarstellungen von bzw. jg. 

5. Aquivalenz der beiden Homologiebegriffe. Auf Grund der 
Regeln (3), ( 4 ), ( 5 ) wird durch die Beziehung (2) eine Klasseneinteilung 
der stetigen Zyklen bewirkt; wir nennen diese Klassen die ,, stetigen 
Homologieklassen'' des Polyeders Q, Diese Klasseneinteilung liefert aber 
gegenüber unserer früheren Betrachtungen (Nr. 3) nichts Neues; denn 
es gilt der folgende 

Satz I. Zwei stetige Zyklen des Polyeders Q sind einander dann und 
nur dann stetig homolog, wenn sie derselben Homologieklasse {im Sinne 
von Nr. 3) angehôren. 

Wir zerlegen den Satz in zwei Teile: 

Satz la. Aus 81^52 fo¥ âi~ 32 - 

Satz Ib. Aus folgt ~ jg- 

Beweis des Satzes la. Es sei ‘7^ jgî dann gibt es einen Kom- 
plex L, in ihm einen algebraischen Komplex C mit C — — Z2y und 

eine Abbildung (p von L in Q mit [9^(^i)] = Ji, [<p(^2)] = 32 - Es sei K 
eine Simplizialzerlegung^ von Q und (p' eine mit (p homotope simpliziale 
Abbildung einer Unterteilung U von L in K\ dann ist, wenn wir unter 
C', Zi, 4 die beim Übergang von L zu U aus C, Zj, Zg entstehenden 
Komplexe verstehen, (p* {z[) -- (p' [z^ = ((p[C)y 0 in Ky dies be- 

deutet aber: cvd (vgl. Nr. 3). 

Dem Beweis des Satzes Ib schicken wir zwei Hilfssàtze voraus: 

Hilfssatz 1. Es sei [(p{z)] ein stetiger Zyklus in dem Poly- 
eder K und (p' eine solche simpliziale Abbildung der Unterteilung z' 

^ Wir nehmen dabei an: Die Simplizialzerlegungen IC^gl» IC23I ^12 
C23 ergeben zusammen eine solche Simplizialzerlegung von P, daû die Teil- 

komplexe und [Cgsl uur solche Simplexe gemeinsam haben, welche dem 

Komplex angehôren. Diese Annahme ist berechtigt, falls der folgende 

Tatbestand vorliegt: Jedes Simplex von IC12I t)zw. jCgal, dessen Eckpunkte zu 
1-^2! — gehôren, ist ein Simplex von = ksh nicht von vom- 

herein der Fall ist, z. B. nicht für jCigl» so stelle man die folgende Unterteilung 
ICjjl von IC12I her: ist \x'\ eine Kan te von iCjgl» deren beiden Eckpunkte 
zu \z2\ gehôren, die aber nicht selbst zu l^r^l gehôrt, so nehme man mit jedem 
Grundsimplex von IC^gl» dem \x'\ angehôrt, die ,,Elementarzerlegung“ in bezug 
auf \x'\ vor (Kap. III, § 2 , Nr. 4 ); falls auch jetzt noch eine Kante vorliegt, deren 
beiden Eckpunkte zu | -Tg 1 gehôren, die aber nicht selbst zu [ Zg | gehôrt, so ver- 
fahre man in bezug auf sie ebenso; usw. 

* Wir dürfen Q ohne Beeintrâchtigung der Allgemeinheit als Euklidisches 
Polyeder annehmen. 
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von Z in den Komplex K, daB die Abbildungen ç? und 99' von ê = f 
einander homotop sind. Dann ist 
(6) 

Beweis. Infolge der Homotopie der Abbildungen 99 und 99' existiert 
eine Abbildungsschar (pg(p) für p cz z mit <Po = (p, (fi = <p'- 

Setzen wir (p^ (p) = 0 {p,t) , so ist 0 eine Abbildung des Produktes P 
von Z mit der durch 0 ^ ^ 1 gegebenen /-Strecke in das Polyeder R, 

Wir haben zu zeigen : Es gibt einen solchen Komplex C einer Simplizial- 
zerlegung von P, daB C = Zq — Zi, daB z^mit z , 2:^ mit z' isomorph ist, und daB 
[0 (Zq)] und [0 (2:1)] Parameterdarstellungen von [99 (2:)] bzw. [99' (2')] sind. 

Man erhâlt C folgendermaBen : Man konstruiere gemâB Kap. IV, § 6, 
Nr. 2 den Zylinder Z(|2:|); er ist eine Simplizialzerlegung von P. Die 
beiden im Kap. IV a. a. O. mit K und K' bezeichneten Teilkomplexe 
nennen wir \zq\» \^o\\ dabei sind 2^, Zq Zyklen, die mit z isomorph 
sind^; für den, analog wie a. a. O. erklârten algebraischen Komplex Z {2 q) 
gilt (vgl. S. 198, zweite Formel) : Z(2 q)‘ — Zq — Zq. Nun nehme man mit 
dem Komplex Z (| 2 1 ) = | Z (2^) | eine solche Unterteilung vor, daB aus 
I Zq I ein mit | z' | isomorpher Komplex wird und daB | Zq \ keine Unter- 
teilung erleidet (die Ausführung dieser Unterteilung überlassen wir dem 
Leser) ; der bei dieser Unterteilung aus Z {20) entstehende Komplex C hat, 
wie man sich leicht überzeugt, die gewünschten Eigenschaften. 

H il fs sa tz 2. Es sei [99(2)] ein simplizialer stetiger Zyklus (Nr. 2) 
in R und es sei 99 (2) == y . Dann ist 

( 7 ) 

(dabei ist co wie in Nr. 2 die identische Abbildung). 

Beweis. Es seien Z und Y zwei mit 2 bzw. y isomorphe Zyklen^, 
und es seien Z und Y fremd zueinander. Der simplizialen Abbildung 99 
entspricht eine simpliziale Abbildung 0 von \Z\ auf |y|; wir kon- 
struieren gemâB Kap. IV, §6, Nr. 4 das Prisma n^{Z). Dann bilden 
wir dieses Prisma durch die folgende simpliziale Abbildung T in den 
Komplex X ab: auf \Y\ ist T die zugrunde liegende isomorphe Abbil- 
dung von Y auf y ; ist a ein Eckpunkt von | Z ] , so sei T {a) == T 0 (a ) . 
Man überzeugt sich leicht davon, daB 1) die Eckpunktzuordnung 7 ' 
eine simpliziale Abbildung bestimmt, und daB 2) [P (Z)], [P (Y)] Para- 
meterdarstellungen von [95(2)], [co(y)] sind. Da Z und Y in n^{z) ein- 
ander homolog sind (Kap. IV, a. a. O.), gilt daher die Behauptung (7). 

Beweis des Satzes Ib. Es sei 

(8) _ ~ [Ç’2(«8)]J 

ZU zeigen ist: 

(9) [Ç’i (^i)] [<Pi (^ 2 )] • 

^ Zwei algebraische Komplexe z und z' heiBen isomorph, wenn es eine solche 
isomorphe Abbildung / des absoluten Komplexes | z | auf den absoluten Kom- 
plex \z'\ gibt (Kap. III, § 1 , Nr. 3), daB f(z) = 2' ist. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Die Homologie (8) bedeutet (Nr. )) ; Es gibt simpliziale Approxima- 
tionen (p'i, ç>2 von q>2, denen Unterteilungen zj, Z2 von z^, zu- 
grunde liegen, so daB q>\ mit q>i , (p '^ mit çpg homotop ist, und daB, wenn man 


setzt, die Homologie 
(8') 

gilt. Nach Hilfssatz 1 ist: 
und nach Hilfssatz 2: 


Vi'^yz 






i=i. 2 , 


also ist nach dem transitiven Gesetz ( 5 ) : 

[Ç’i (2.)] * = ^ 

Für den Beweis der Behauptung (9) genügt es daher, zu zeigen: 


( 9 ') [ft>(yi)]'>'[w(y2)]. 

Nach (8') gibt es einen Komplex C in A mit G = yi — ya; wendet man 
die identische Abbildung <0 auf C an, so ergibt sich aus der Définition 
der stetigen Homologie unmittelbar die Gültigkeit von ( 9 ')- ~ 

Korollar des Satzes I. Ein Zyklus z von K ist dann und nur 
dann 00 0 in K, wenn er, als stetiger Zyklus g = [ft> (2)] fw R ietracktet 
(Nr. 2), in R stetig berandet. 

6. Addition stetiger Zyklen. Für die Homologieklassen ist gemâB 
Nr. 3 Addition und Subtraktion erklârt ; für die einzelnen stetigen Zyklen 
aber bisher nicht. Wir holen dies hiermit nach: Sind gj = [?’i(2i)]. 
^2 = [9^2 (22)] stetige Zyklen in Q, so konnen wir, wie in Nr. 2 fest- 
gestellt wurde, nach etwaiger Vornahme einer Parametertransformation 
Zj, Z2 als zueinander fremd annehmen; dann verstehen wir unter 95 
diejenige Abbildung von Zj + Zj , die auf Zj mit (p ^ , auf Zj mit 9^2 
überein.stimmt und definieren : 


+ gz = [9 (^1 + ^2) J ’ gi ~ gz (^1 ~ ^2)] • 

DaB weitere Parametertransformationen von gj und gg nur Parameter- 
transformationen von [ç>(z, Zj)] bewirkcn, daB also die Zyklen gj + g2 
und gi — g2 durch gj und gj eindeutig bestimmt sind, ist klar^. 

Aus der Homomorphie-Eigenschaft der Abbildung die den 
Homologieklassen von | Zj | + | Zj | die Homologieklassen von Q zuordnet, 
ergibt sich: Sind Cj, die Homologieklassen von Q, die gj bzw. ga ent- 
halten, so ist gi + g2c: Ci + C2 und gi — g2 c: Ci — C2- Die Addition 
und Subtraktion der Homologieklassen lâBt sich also durch die Addition 
und Subtraktion der in ihnen enthaltenen stetigen Zyklen kennzeichnen. 

Der Leser mâche sich aber klar, daB — bei Beibehaltung unserer 
Begriffe der Gleichheit und der Summe für stetige Zyklen — die stetigen 


1 Diese .Additions- und Subtraktionsvorschrift ist sinnvoll auch für beliebige 
stetige Komplexe, nicht nur für Zyklen. 
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Zyklen selbst keine Gruppe bilden ; denn zu zwei Zyklen gi , gj gibt es 
keinen Zyklus % derart, dafî h + ï = h ist. 

7. Eine invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen. 
Auf Grund des Satzes I lassen sich die Homologieklassen von Q 
folgendermaüen charakterisieren : Sie bilden eine Klasseneinteilung der 
Menge aller stetigen Zyklen in Q, und zwar gehôren zwei Zyklen , gg 
dann und nur dann derselben Klasse an, wenn gj gj gemâÛ der 
Définition in Nr. 4 ist. Die Addition der Homologieklassen, also die 
Struktur der Gruppen B^Q) , ist durch Übertragung der Addition 
der in den Klassen enthaltenen stetigen Zyklen festgelegt (s. oben 
Nr. 6). Weder bei der Définition der „stetigen Berandung" noch bei 
der Définition der Addition und Subtraktion der stetigen Zyklen wird 
auf eine Simplizialzerlegung von Q Bezug genommen. Also haben wir 
hiermit eine iopologisch invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen 
eines Polyeders gewonnen, — im Gegensatz zu unserer früheren Dé- 
finition der Gruppen B'{Q) in § 4; denn dort wurden die Gruppen 
mit Hilfe von Simplizialzerlegungen von Q definiert, und ihre Unab- 
hângigkeit von den Zerlegungen wurde erst nachtrâglich bewiesen. 
(Eine andere invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen wird 
im Kap. IX, § 2, Nr. 4 gegeben.) 

Man kônnte die soeben gegebene invariante Charakterisierung der 
Gruppen B'{Q) geradezu zu ihrer Définition benutzen. Das hâtte den 
Vorteil der von vornherein feststehenden topologischen Invarianz. Es 
hâtte den Nachteil, dab dann der Isomorphismus von B'{Q) mit der 
Gruppe B' {K) für eine Simplizialzerlegung K von Q, und — im Fall 
eines endlichen K — sogar die Erzeugbarkeit von B'{Q) durch endlich- 
viele Elemente erst bewiesen werden müBte. Ein solcher Beweis kann 
mit denselben Methoden der simplizialen Approximation geschehen, 
die wir in diesem Kapitel entwickelt und angewandt haben Eswürde 
sich also, wenn man diesen Weg einschlâgt, nicht um eine Vermeidung 
der Schwierigkeiten handeln, die in den Beweisen der Approximations- 
und Invarianzsâtze enthalten sind, sondern um ihre Verschiebung an 
eine andere Stelle. 

8. Homotopie. Die stetigen Zyklen g„, gj in Q soUen einander 

homotop heiben, wenn erstens ihre Parameterkomplexe isomorph sind 
und sie daher Parameterdarstellungen g, = [q)^ (z)] , g^ = (z)] mit 

demselben z besitzen, und wenn zweitens die hierin auftretenden Ab- 
bildungen cp^, (p^ einander homotop sind (§ 3 , Nr. 1). Die Unabhângig- 
keit von den Parameterdarstellungen sowie die Reflexivitât, Symmetrie 
und Transitivitât des Homotopiebegriffes liegen auf der Hand. Somit wird 
eine Einteilung aller stetigen Zyklen von Q in „Homotopieklassen“ bewirkt. 

1 Man vgl. Seifert-Thrklfall, Kap. IV. Der dort benutzte Begriff der 
,,singulkTen Kette“ ist unserem Begriff des ,, stetigen Komplexes" verwandt, 
wenn auch nicht mit ihm identisch. 
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Das Verhâltnis dieser Klassen zu den Homologieklassen ist durch 
den folgenden, im Satz IV (§3) enthaltenen Satz gekennzeichnet: 

Satz II. Homotope stetige Zyklen sind einander hotnolog. 

Die hierdurch ausgedrückte Tatsache, daB der Homotopiebegriff eine 
Verfeinerung des Homologiebegriffes ist, lâBt sich auch erkenneh, wenn 
wir die Homologie durch die stetige Berandung charakterisieren : DaB 
3o ~ il ist, bedeutet, daB Jo und zusammen einen stetigen Komplex 6 
beranden (Nr. 4) ; die Struktur von (£ ist dabei gleichgültig, es kann also, 
wenn 6 = [9>(C)] ist, C ein beliebiger Komplex sein. Aber dann und 
nur dann sind und einander homotop, wenn go und g^ zusammen 
einen Komplex © = [ç> (C)] beranden, für welchen C — Z(z) der Zylin- 
der üher z ist, und wenn go = [tp (zo)] . 8i == [Ç’ (■^^i)] u^obei Zq und z^ 
die beiden zu z isomorphen Randzyklen des Zylinders sind. Denn wenn 
diese Bedingung erfüUt ist, so wird — in analoger Bezeichnungsweise 
wie im Beweis des Satzes IV (§ 3) — durch die Festsetzung (Pt(P) 
= (p{p, t) für die Punkte pcZ [z) und 0ë=t^1 die Homotopie zwi- 
schen go und g^ hergestellt. Umgekehrt folgt aus der Homotopie der 
stetigen Zyklen [ç’oi’^^)] [?>i(2)] mittels derselben Festsetzung, daB 

sie in der angegebenen Weise einen Komplex 6 mit dem Parameter- 
gebilde Z(z) beranden. 

Der stetige Zyklus g .soll ,,homotop 0“ heiBen, wenn man ihn stetig 
in einen Punkt zusammenziehen kann, d. h. wenn es in seiner Homo- 
topieklasse einen „einpunktigen“ Zyklus go gibt, d. h. einen solchen, 
für den, in unserer üblichen Bezeichnungsweise, die durch (p gelieferte 
Bildmenge von z nur aus einem Punkt besteht. Ist g homotop 0, so 
sind aile Zyklen derselben Homotopieklasse homotop 0; offenbar ist 
die Anzahl der Homotopieklassen, für die dies eintritt, gleich der 
Anzahl der Komponenten von P. 

Satz III. Ein berandungsfàhiger Zyklus g, der homotop 0 ist, ist 
erst recht cv>0. 

Denn in seiner Homotopie- und daher erst recht in seiner Homolo- 
gieklasse gibt es einen stetigen Zyklus [cp' {z)] , der aus einem Eckpunkt 
einer Simphzialzerlegung von P besteht; dann ist tp' die simpliziale 
Abbildung von |2| auf einen einzigen Punkt; es ist tp' {z) — 0; dies ist 
selbstverstàndhch, wenn z wenigstens eindimensional ist, und wenn z 
nuildimensional ist, so folgt es daraus, daB infolge der Berandungs- 
fâhigkeit die Koeffizientensumme der Simplexe von 2 = 0 ist; mit 
(p' {z) = 0 ist g c>3 0 bgwiesen. 

Auch für die Eigenschaft, homotop 0 zu sein, lâBt sich die Tat- 
sache, daB die Homotopie eine verfeinerte Homologie ist, mittels des 
Begriffes der stetigen Berandung deuten: g cv; o bedeutet, daB g = [95(2)] 
einen stetigen Komplex ® = [Ç’{C)] , C = z, mit beliebigem C berandet; 
aber dann und nur dann ist g homotop 0, wenn g einen Komplex ® 
= [ 9 !’(C)] berandet, für welchen C der „Kegel“ über 2 ist (Kap, IV, § 4, 
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Nr. 7 ); der Beweis ist dem obigen analog und ebenso naheliegend. 
(Ist speziell g ein geschlossener Weg, also z eine Kreislinie, so ist der 
Kegel C eine Kreisscheibe.) 

9. Bemerkung. Ein nahezu triviales Beispiel eines stetigen Zy- 
klus g, der zwar homolog 0, aber nicht homotop 0 ist, ist das folgende: 
Es seien Zi, z^ zwei orientierte, einfach geschlossene Streckenzüge, Zi 
und ^2 seien zueinander fremd; Q sei eine Kreislinie, <p eine solche 
Abbildung von z = Zj^ + z^ auf Q, daB einmaligen positiven Durch- 
laufungen von z^ und z^ einmalige Durchlaufungen von Q in entgegen- 
gesetzten Richtungen entsprechen. Dann ist g = [9’(^)] =^0, aber nicht 
homotop 0 in Q. 

Intéressant wird die Frage, ob die Homotopie nur begrifflich oder 
auch tatsachlich eine ,,Verfeinerung“ der Homologie ist, erst dann, wenn 
man sich auf irreduzible Zyklen beschrânkt (Kap. VII, § 1). Wir wer- 
den im Anhang zum Kap. XIII zeigen, daB es auch irreduzible stetige 
Zyklen gibt, die zwar homolog 0, aber nicht homotop 0 sind. 

10. Simpliziale Approximationen und Homologieklassen stetiger 
Zyklen im R". Bisher war in diesem Kapitel bei allen simplizialen 
Approximationen der Eckpunktbereich, in welchen hinein abgebildet 
wird, der von einem (Euklidischen) Komplex erzeugte. Besonders ein- 
fach und für Anwendungen wichtig ist aber der Fall, in dem der be- 
treffende Eckpunktbereich der des JR" oder einer offenen Menge G cz R” 
ist (Kap. IV, § 1, Nr. 9 ). 

/ sei eine stetige Abbildung eines Euklidischen Polyeders P in den R”. 
Unter einer ,, simplizialen e- Approximation" von / verstehen wir eine 
solche simpliziale Abbildung /j einer simplizialen Zerlegung K von P 
in den Eckpunktbereich des P", daB für die dadurch erzeugte Abbil- 
dung von P in den R” (Kap. IV, § 3, Nr. 5 ), die wir ebenfalls mit /j 
bezeichnen, ç(f,fi) < e gilt. Es gibt — unter der Voraussetzung, daB R 
endlich ist — immer e-Approximationen von /: man wâhle die Simplex- 
durchmesser von K so klein, daB die durch / gelieferten Bilder dieser 

Simplexe Durchmesser <; — haben, und setze /^(e) =f{e) für jeden 

Eckpunkt e von K\ die dadurch bestimmte simpliziale Abbildung 
ist eine ^-Approximation von /. 

Unter einer e- Approximation eines stetigen (algebraischen) Komplexes 
Ê = [9^(C)] im verstehen wir einen algebraischen Komplex C' 
= (pi (C^) des wobei (p^ eine e- Approximation von cp und | [ die 

ihr zugrunde licgende Unterteilung von | C | ist. Ist 6 stetiger Zyklus, 
so sind auch die Approximationen C' Zyklen. Über stetige Zyklen 
und ihre Approximationen gilt der naheliegende 

Satz IV. 3 sei stetiger Zyklus in der offenen Menge Gcz R^. Dann 
gibt es ein solches positives e, dafi aile e- A pproximationen von j in G 
liegen und in G untereinander homolog sind (Kap. IV, § 4 , Nr. 12). 
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Beweis. Es sei « < iî” — G); z' = (pi{z-^ und z'' = (p^{z^ 

seien e-Approximationen von g = [ç’ (z)] ; daB sic in G liegen, ist klar. 
I^al sei eine gemeinsame Unterteilung der Unterteilungen und 
von 1^1 (Kap. III, § 2, Nr. 8). Dann dürfen wir (p^ und (p^ zugleich als 
simpliziale Abbildungen von in G auffassen. Nach Kap. IV, §6, 
Satz II, ist dann ro in G. 

Auf Grand des damit bewiesenen Satzes dürfen wir von der „Homo- 
logieklasse eines stetigen Zyklus in G“ sprechen: wir meinen damit die 
Homologieklasse seiner hinreichend guten simplizialen Approximationen. 

Wir stellen noch zwei Tatsachen fest: 

f) Wenn j und j' einander stetig homolog in G sind (Nr. 4), so ge- 
hôren sie zu derselben Homologieklasse; denn ist 6 = [9?(C)], C = z — z' , 
è — è' = [9^(2')]» so wird jede £- Approximation von © von zwei 

Zyklen des Eckpunktbereiches von G berandet, die e-Approximationen 
von g und j' sind^. 

2) H ai E fur den stetigen Zyklus J = [95 (z)] c: G dieselbe Bedeutung 
wie im Satz IV, und ist 3' = mit Q(<P> <p') < so gehôren 3 

und g' zu derselben Homologieklasse-, denn jede hinreichend gute sim- 
pliziale Approximation von g' ist zugleich eine e-Approximation von g. 

§ 6. Die Retrakteigenschaft krummer Polyeder ; 
Anwendungen auf Homologien stetiger Zyklen. 

1. Retrakte. Définition. Das Kompaktum F c: R" heiBt ein 
,,Retrakt'‘ , wenn es eine Umgebung U (F) cz R” gibt, die sich so auf F 
abbilden lâBt, daB dabei jeder Punkt von F sich selbst entspricht. 
Eine solche Abbildung heiBt eine ,,retrahierende‘‘ Abbildung oder ,,Re- 
traktion", U{F) heiBt eine „retrahierbare Umgebung" von F. * 

Bemerkung. Ist U(F) eine retrahierbare Umgebung und Ui{F) 
czU{F), so ist auch Ui{F) eine retrahierbare Umgebung. 

Beispiel einer Menge F, die kein Retrakt ist: Die Menge der Punkte Xq = O, 

i 

Xi — {i — 1 , 2 , . . .) auf der ;v-Achse R^. — - Anderes Beispiel (in dem F zu- 

^ 1 
sammenhângend ist) : F besteht aus den Punkten der Kurve y = sin — mit 

O < X ^ i und den Punkten der Grenzstrecke x = O, —1 y 1 , in der {Xyy)~ 
Ebene R^. — In beiden Fàllen ist der Beweis, daÛF kein Retrakt ist, leicht zu führen. 

Invarianzsatz. Sind die abgeschlossenen Mengen F a R”^ und 
F' c. R”' homôomorph, und ist F' ein Retrakt, so ist auch F ein Retrakt. 

Beweis. /' sei eine retrahierende Abbildung von U' {F') auf F', 
t eine topologische Abbildung von F auf F'; nach dem Erweiterungs- 
satz (Kap. I, § 6, Nr. 10, Zusatz) lâBt sich t zu einer stetigen — nicht 

1 Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig; sie ist âhnlich zu beweisen 
wie der Satz Ib. 

* Nach K. Borsuk, von dem der Begriff des Retraktes stammt, hktte man 
Bkcâbr obigen Définition statt ,, Retrakt" zu sagen: ,,Umgebungsretrakt des R““. 
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notwendig topologischen — Abbildung T des in den 2?"' erweitern. 
Wir wâhlen eine solche Umgebung U {F), daB TU [F) <z U' [F') ist. 
Dann ist f = eine retrahierende Abbildung von U {F) auf F. 

2. Satz I. Der Retrakt Q sei Teilmenge des Retraktes P. Dann gibt 
es eine Umgebung W{Q) [in bezug auf P), die sich innerhalb von P unter 
FesthaÜung aller Punkte von Q auf die Menge Q deformieren lâpt. 

Unter einer Deformation mit den genannten Eigenschaften ist dabei 
eine stetige Abbildungsschar , von W (Q) mit folgenden Eigen- 

schaften zu verstehen: fi{p) c: P für aile pc:W[Q) und aile t] f^[q) — q 
für aile qc:Q und aile t) f^ip) ~p und fi{p)cQ für aile pc:W{Q). 

BeweisdesSatzesI. Es sei « eine so kleine positive Zabi, daB die 
Umgebung U [P, x) c: R” in einer auf P retrahierbaren Umgebung 
von P enthalten, also selbst auf P retrahierbar ist; die zugehôrige 
retrahierende Abbildung heiBe /. Ferner sei g eine retrahierende Ab- 
bildung einer Umgebung V{Q) (in bezug auf /?") auf Ç. Du g [p, g(p)) 
eine für die Punkte p<=^V[Q) stetige Funktion ist, die auf Q verschwin- 
det, dürfen wir, indem wir F(Ç) hinreichend klein wâhlen, voraussetzen, 
daB Q{p, g(p)) < X ist. Wir setzen P ■ V{Q) = W(Ç) . 

Ist nun P irgendein Punkt von W[Q) und p’ = g {p) sein Bild auf Q, 
so liegt die Strecke pp ganz in U [P, x) ; verstehen wir unter p^ für 

O ^ t ^ f den Punkt, der die Strecke pp' im Verhàltnis t ; (f — t) teilt, 
und setzen wir /,{/>) =f[p^, so leistet die Schar /, die behauptete 
Deformation von IF(Ç). 

Damit ist der Satz I bewiesen. 

Satz II. Zu jedem Retrakt P gibt es eine positive Zahl x mit folgen- 
der Eigenschaft: je zwei stetige Abbildungen /, g irgendeines topologischen 
Raumes R in den Retrakt P mit gif , g) x sind einander homotop. 

Beweis. x sei so gewàhlt, daB U(P,x) eine retrahierbare Um- 
gebung von P im /?” ist ; die zugehôrige retrahierende Abbildung sei h . 
Für jeden Punkt xc R verstehen wir unter Xt den Punkt, der die 

Strecke / [x) g{x) im Verhàltnis < : (i — t) teilt (0 ^ < 1) ; er liegt in 
U (P, x) . Die durch [x) — h [xj) definierte Abbildungsschar leistet die 
stetige Überführung von / = /o in g — f^. [Die stetige Abhângigkeit 
von dem Parameter t (vgl. Kap. I, § }, Nr. 4) ergibt sich leicht aus der 
Kompaktheit von P.] 

Der damit bewiesene Satz làBt sich verfeinern zu 

Satz II'. Zu jedem Retrakt P und jeder positiven Zahl e gibt es 
eine positive Zahl x^ mit der Eigenschaft: je zwei Abbildungen f, g irgend- 
eines topologischen Raumes R in den Retrakt P mit Q(f, g) < ex,, sind 
einander e-homotop. [Dabei heiBen f — fa und g = fi e-homotop, wenn 
es eine Schar /, [O^ t^i) mit ?(/(,,/<,) <e für beliebige<j, <2 gibt.] 

Beweis. « sei so klein, daB U [P, «) in einer retrahierbaren Um- 
gebung von P liegt ; die zugehôrige retrahierende Abbildung sei h. Dann 
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gibt es ein solches a* > 0, dafi Q{h(p), h(q)) < e für je zwei Punkte />, q 
von U (P, <x) mit Q(p,q) < a* ist. Dann hat <x, die behauptete Eigen- 
schaft; dies ergibt sich durch dieselbe Konstruktion von f( wie im Be- 
weis des Satzes II. 

Bemerkung. Für jeden Retrakt P besteht die Frage nach einer môg- 
lichst groBen Zabi <x , für die Satz II gilt ; z. B. ist für die «-dimensionale 
Sphâre, wie man leicht sieht, <x gleich dem Durchmesser der Sphâre. 

8. Polyeder als Retrakte. Der Wert des Retraktbegriffes und der 
vorstehenden Sâtze für die Topologie der Polyeder ergibt sich ans 

Satz III. Jedes (krumme) endliche Polyeder F cz R'* ist ein Retrakt. 

Beweis. Es sei AT -f 1 die Anzahl der Eckpunkte einer Simplizial- 
zerlegung K von F ; dann lâBt sich K isomorph auf einen Komplex ab- 
bilden, der ans Seiten eines iV-dimensionalen Simplexes besteht. F 
ist also einem Polyeder P homôomorph, das ans Seiten eines iV-dimen- 
sionalen Euklidischen Simplexes X a R^ gebildet wird. Auf Grund des 
Invarianzsatzes haben wir nur zu zeigen, daB P ein Retrakt ist. 

Es sei Uq = R^ ] aile Punkte des R^ , die im ÀuBeren von X liegen, 
projizieren wir von einem inneren Punkt von X aus auf den Rand 
von X\ aile Punkte von X halten wir fest; so entsteht eine Abbildung gç, 
von Uq in das Polyeder Pq = X, die jeden Punkt von Pg, also erst 
recht jeden Punkt von P festhâlt. Wir nehmen jetzt an: Es seien 
1) eine Umgebung 17* von P, 2) ein Polyeder P*, das P als echten 
Teil enthâlt und aus (nicht notwendig eigentlichen) Seiten von X gebil- 
det ist, und 3) eine Abbildung g* von f/* in P*, die aile Punkte von P 
festhâlt, konstruiert. Dann sei Y unter den nicht zu P, jedoch zu P* 
gehôrenden Seiten von X eine der hôchsten Dimensionszahl, und sei 
innerer Punkt von Y. Es sei g' die Abbildung von P* , die Y — Pf^ von 
/>* aus auf den Rand von Y projiziert, aile anderen Punkte von P* 
festhâlt. Dann ist = g' g* eine Abbildung von 


in das Polyeder 


= Pk-^- 


Ujc+i ist eine Umgebung von P, und aile Punkte von P bleiben bei 
der Abbildung g*^i fest. 

Da jedes P* aus Seiten von X zusammengesetzt ist und bei dem 
Übergang von P* zu Pk+l eine unter diesen Seiten verlorengeht, bricht 
unser Verfahren nach endlich-vielen Schritten ab. Das Résultat ist 
das Polyeder P^ — P; gy = g ist eine retrahierende Abbildung der 
Umgebung U y = U (P) auf P y = P. 

Damit ist der Satz III bewiesen. Er gestattet die unmittelbare 
Anwendung der Sâtze I, II, IF auf endliche Polyeder P und Q. 

4. Die Einbettung von Homologieklassen und Bettischen Gruppen. 
Den Anwendungen des Satzes I auf Homologien stetiger Zyklen schicken 
wir éinige allgemeinere Überlegungen voraus. 
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Das (knimme) Polyeder Q liege in dem Polyeder P. Dann ist jeder 
stetige Zyklus in Q zugleich stetiger Zyklus in P; stetige Zyklen in Q, 
die einander homolog in Q sind, sind einander auch homolog in P (dies 
ist bei Benutzung des Begriffes der „stetigen Homologie", § 5, Nr. 4, 
trivial). Somit ist jede Homologieklasse Z von Ç in eine Homologie- 
klasse Z' von P eingebettet. 

Diejenigen f-dimensionalen Homologieklassen Z' von P, in welche 
gewisse Homologieklassen von Z eingebettet sind — mit anderen Worten : 
diejenigen Z', in welchen es Zyklen j' gibt, die in Q liegen —, bilden 
offenbar eine Untergruppe B^{P,Q) der Bettischen Grappe B^P)^. 
Die Grappe B’'{Q) wird dadurch, daB man jeder Homologieklasse von Q 
die sie enthaltende Homologieklasse von P zuordnet, homomorph auf 
B^{P, Q) abgebildet. Der Kern dieses Homomorphismus ist die fol- 
gendermaBen erklârte Untergruppe H’'{Q,P) von sie besteht 

ans denjenigen Homologieklassen von Q, deren Zyklen csa 0 in P sind. 
Es ist 

(1) B'{Q)~H^(Q,P)f^B^(P,Q). 

Im allgemeinen ist H^{Q,P)^0, der eben besprochene Homo- 
morphismus also kein Isomorphismus; dann sind verschiedene Homo- 
logieklassen von Q in dieselbe Homologieklasse von P eingebettet. 
(Beispiel : Q ist eine Kreislinie in der Ebene P.) Wenn jedoch iP (Q, P) = 0 
ist, wenn also jeder Zyklus von Q, der in P berandet, auch in Q berandet, 
so sagen wir; ,,die Bettische Grappe B’’{Ç) ist isomorph in die Bettische 
Gruppe B' (P) eingebettet"; dann ist 

(2) B^Q)^B'{P.Q). 

Eine spezielle Art der isomorphen Einbettung ist besonders einfach 
und für Anwendungen nützlich (Kap. XI, § 3): die isomorphe Ein- 
bettung von B^ (Q) in B'^{P) heifit eine „direkte" isomorphe Einbettung, 
wenn B^{P) die direkte Summe von B^{P,Q) und einer Untergruppe U 
von B' (P) ist, wenn also neben (2) noch 

(3) B’-(P) = B^(P,Ç)-i-U 

gilt. Beispiel einer isomorphen, aber nicht direkten Einbettung: P ist 
das von einer gewôhnlichen Torusflâche im iî® begrenzte krumme Poly- 
eder (ein „Vollring"), 2 Basiselement der (freien zyklischen) Gruppe 
B^(P), 2' eine einfach geschlossene Linie in P mit z'o^2z, Q = Ÿ. 
Die Einbettung von B)^{Q) in B]ÿ{P) ist isomorph, aber nicht direkt. 

SchlieBlich heben wir noch eine Tatsache hervor, die sich unmittel- 
bar aus der Définition von B’' (P, Q) ergibt : Liegt das Polyeder Q in 
dem Polyeder Q', das Polyeder Q' in dem Polyeder P, so ist B'(P,Q) 
Untergruppe von B*’{P,Q'). 


^ Koeffizientenbereiche 3 . 3^ willkürlich. 
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6. Euklidische Hüllen krummer Polyeder. Wir kommen zu An- 
wendungen dieser Begriffe und des Satzes I. P und Q seien endliche 
Polyeder ; P sei Euklidisch, Q im allgemeinen krumm ; im übrigen sollen 
P, Q, W{Q) dieselben Eigenschaften haben wie im SatzI. Ein endliches 
Euklidisches Polyeder P' , das in W{Q) enthalten ist und Q enthâlt, 
nennen wir eine ,, Euklidische Hülle von Q inP“. Ein solches Polyeder P' 
wird Z. B. von denjenigen Simplexen einer hinreichend feinen Unter- 
teilung einer Zerlegung von P gebildet, welche Punkte mit Q ge- 
meinsam haben. 

Satz IV. Ist das Polyeder P' Euklidische Hülle des {krummen) 
Polyeder s Q (in dem Euklidischen Polyeder P), so ist — bei beliebigem r 
und beliebigen Koeffizientenbereichen — die Einbettung von B^(Q) in 
H (P') eine direkte isomorphe Einbettung. 

Satz V. Ist P' Euklidische Hülle von Q (in P), so gibt es zu jedem 
Zyklus i' von P' einen solchen Zyklus g von Q, dafi 


3 ' ~ 3 in P 

ist; mit anderen Worten: es ist B^(P,Q) ~ B’' (P, P')^. 

Beweis des Satzes IV. Ist 3 stetiger Zyklus in Q, der in P' einen 
stetigen Komplex 6 berandet, und g die Abbildung, die W(Q) auf Q 

retrahiert, so ist , , 

â = g(â) = ?(®) = (g(e)) . 

also 

3 cv,o m Q, 


da g((£) ein stetiger Komplex in Q ist. Damit ist (nach Nr. 4) gezeigt: 
B' (Q) ist in B’’ (P') isomorph eingebettet. 

Für den Beweis, daB die Einbettung direkt ist, verstehen wir unter U 
die Gruppe derjenigen Homologieklassen von P', deren Zyklen 3 o 
durch g so abgebildct werden, daB 

(4) g( 8 o )~0 in Q 

ist. Wir behaupten: 

(3') B^(P') = B^F\Q) + t/. 


Erstens haben B^{P\Q) und U nur das Nullelement gemeinsam; 
denn ist Z eine Homologieklasse, die in beiden Gruppen enthalten ist, 
und Jo Zyklus von Z , so folgt aus Z c Î7, daB (4) gilt ; da aber 
Z c: B^{P', Q) ist, dürfen wir annehmen, daB gg Zyklus in Q, daB also 
S(So) = So ist; folglich ist gg cnd o in Ç, und erst recht in P', also Z = 0. 

Zweitens ist zu zeigen (Anhang .I, Nr. 14): Jede Homologieklasse in 
P' ist Summe einer Klasse in B^(P',Ç) und einer Klasse in Î7, mit 
anderen Worten: jeder Zyklus j in P' erfüUt eine Homologie 


■ S^5q + So in P', 

^ Die Sàtze IV und V lassen sich — bei geeigneter Définition von P' — auch 
ohne den Retraktbegriff beweisen; vgl. die kleingedruckten Teile der Nummern 5 
und 7 in Kap. XI, § 3. 
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wobei Jq in Q liegt und go die Bedingung (4) erfüllt. Diese und go 
erhàlt man bei gegebenem g durch 

8Q = g(5)> 80 = 8-^(5) • 

DaB go in der Tat (4) erfüllt, ergibt sich daraus, daB für die Retrak- 
tion g die Funktionalgleichung gg = g gilt. 

Damit ist der Satz IV bewiesen. 

Beweis des Satzes V. Bezeichnen wir mit diesel be Abbildung 
wie im Beweis des Satzes I, und ist g' ein Zyklus in P', so sind g' und 
8 = /i (g') einander homotop in P. Sie sind daher erst recht einander 
homolog (§ S, Nr. 8). — Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir heben noch zwei Korollare des Satzes IV hervor: 

1) Ein Zyklus g ci Ç , der in Q nicht herandet, berandet auch in P' nicht. 

2) Ist g ein Zyklus in Q, so ist seine Ordnung in P' dieselhe wie seine 
Ordnung in Q. (Die ,, Ordnung'' von g ist die kleinste positive Zabi m 
mit mgcN^o, oder, falls ein solches m nicht existiert, gleich Null.) 

Die Gültigkeit von 1) und 2) ergibt sich unmittelbar bereits daraus, 
daB B^{Q) in B^{P') isomorph eingebettet ist. 

Zum SchluB sei noch bemerkt: Der Satz IV und seine Korollare 
sind besonders dann wichtig, wenn P ein homogen-w-dimensionales Eu- 
klidisches Polyeder des ist; man beachte dabei, daB jede hinreichend 
kleine Polyederumgebung von Q eine Euklidische Hülle ist. 


Neuntes KapiteH. 

Kanonische Verschiebungen. Nochmals 
Invarianz der Dimensionszahl und der 
Bettischen Gruppen. Allgemeiner 
Dimensionsbegrifî. 

g 1. Erhaltungs- und Überführungssàtze für Polyeder. 

1. Zweiter und dritter Erhaltungssatz. — 2. Spezialfall der Unterteilungen. 

— 3. Natürliche und kanonische Eckpunktzuordnungen bzw. Verschiebun- 
gen. — 4. Wann definiert eine Eckpunktzuordnung eine Verschiebung? — 
5. Die Zahl o(K). — 6. Bettische Gruppen und natürliche Verschiebungen. 

g 2. Allgemeine kanonische Verschiebungen. Der Pflastetsatz. Invarianz der Di- 
mensionszahl und der Bettischen Gruppen. 

1 . Kanonische Abbildungen und kanonische Verschiebungen für metrische 
Râume. — 2 . Pflastersatz und ein Satz über die Bettischen Zahlen. — 3. Der 
Invarianzsatz für die Dimensionszahl und die Bettischen Zahlen. Die 
Bettischen iV-Zahlen eines Kompaktums. — ■ 4. Beweis der Invarianz der 
Bettischen Gruppen (invariante Charakterisierung der Bettischen Gruppen). 

— 5. Durchführung des Beweises. — 6 . Eine Berner kung. — 7. Die 
Bettischen Gruppen des w-dimensionalen Elementes und der w-dimensionalen 


1 Für die Lektüre dieses Kapitels ist die Kenntnis des Kap. VIII nicht notwendig. 
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IX. Kanonische Verschiebungen. 


Sphâre. Die Euler-Poincarésche Formel. — 8. Der Invarianzbeweis ftir 
Bettische Gruppen unendlicher Polyeder. — 9. Durchführung des Beweises. 
— 10. Anwendung auf offene Mengen des ü?". — 11. Kanonische Verschie- 
bungen in einer offenen Menge des i?". — 12. Das Verschwinden der f-dimen- 
sionalen Bettischen Gruppen, im R^. 

§ 8. Allgemeiner Dimensionsbegriff. 

1. Définition. — 2. Brouwersches Invarianzprinzip. — 3. Ausfegungsver- 
fahren; (n — 1)-dimensionale Kompakten des i?”. — 4. Das Abbildungsver- 
fahren von Kuratowski. — 5. Approximation von stetigen Abbildungen ; 
e- Verschiebungen. — 6. Fall einer Euklidischen Réalisation des Nerven. — 
7. Der Abbildungssatz von Hurewicz. Der Menger-Nôbelingsche Einbet- 
tungssatz. — 8. Dimensionstheoretischer Überftihrungssatz. — 9. Zweiter 
Beweis desÜberführungssatzes. — 10. Dimension und wesentliche Abbildungen. 

Anhang zum neunten Kapitel. 

Elementare Beweise des Fixpunktsatzes ftir das Simplex und des Pflaster- 
satzes. 

§ 1. Erhaltungs- und Uberführungssâtze für Polyeder. 

1. Den eigentlichen Kern der hier gewâhlten Darstellung der In- 
varianzbeweise für die Dimensionszahl und die Bettischen Gruppen 
bildet folgender Satz, der ein gewisses Gegenstück zum 1 . Erhaltungs- 
satz (Kap. IV, § 3 , Nr. 7) bildet und deshalb als 2 . Erhaltungssatz be- 
zeichnet werden soll: 

Satz I ( 2 . Erhaltungssatz). Der homogen n-dimensionale algebra- 
ische Komplex C", sei in die Simple xhülle^ |y"| simpiizial abgebildet 

und es sei dabei fiC”) = y". Dann ist f{C^) = y". 

Beweis. Nach der Bemerkung von Kap. IV, § 3 , Nr. 3 , ist /(C") 
= /y", also nach dem t. Erhaltungssatz /(C") — ty^\ da nach Voraus- 
setzung / (C“) = ÿ" ist, muB, da ÿ” 0 für m â i ist, t — \ sein, w. z. b. w. 

Satz II ( 3 . Erhaltungssatz). Es sei C = eine Fort- 

setzung^ von C = ^t^Xf', jedem Eckpunkt a' von C sei ein Eckpunkt 
f {a') von C zu geordnet, und zwar folgendermafien : wenn | y | ein {Grund- 
oder Neben-) Simplex von | C | , ] Y | der | y | entsprechende Komplex von 
I C' I und a' ein Eckpunkt von Y ist, so ist f (a') Eckpunkt von y. Dann 
ergibt die Eckpunktzuordnung f eine simpliziale Abbildung von C in |C| 
und es gilt f(C') = C. 

Beweis. Wenn C nuUdimensional ist, ist der Satz trivial, denn 
dann ist jedes Elément x^ von C sowie das ihm entsprechende ein 
Eckpunkt, und die Abbildung / besteht lediglich in einer Umnennung 
der Xi in die Xi. 

Wir nehmen an, daB der Satz für aile hôchstens (« — 1 )-dimensio- 
nalen Komplexe bewiesen ist und beweisen ihn für die Dimensions- 
zahl n, n^i. 

* D. h. in den ans dem Simplex |y*j und seinen Seiten bestehenden Kom- 
plex (vgl. Kap. III, § 1, Nr. 2). 

* Kap. 6, § 2, Nr. 8. 
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Da mittels / jedes Eckpunktgerüst des Komplexes { in das Eck- 
punktgerüst von \xi\ abgebildet wird, ist klar, daB / eine simpliziale 
Abbildung von C' in | C j ist. Mittels der Abbildung / wird | in | | ab- 

gebildet, und zwar so, daû dabei die Voraussetzungen unseres Satzes 
erfüllt sind, folglich [da Xi und ^i hôchstens (« — l)-dimensional sind] 
f{Xi) = Xi ist; nach dem 2. Erhaltungssatz ergibt sich daraus f{Xi) =Xi. 
Summiert man über aile Simplexe Xi, so ergibt sich 

, /(C')=/(Z^%) = Z<'^i = c. 

w. Z. b. w. 

2 . Im Falle, wenn die Fortsetzung C' eine Unterteilung von C ist, 
erhalten wir als Spezialfall des 3 * Erhaltungssatzes folgenden 

Satz IIL^ C' sei eine Unterteilung von C; jedem Eckpunkt a' von C 
sei ein Eckpunkt seines Tràgers zugeordnet, d. h. desjenigen Simplexes 
von \C\, welches a' als inneren Punkt enthàlt. Diese Eckpunktzuordnung 
bestimmt eine simpliziale Abbildung von C' in \C\ und es ist t{C') — C , 

Bemerkung. Diese Sàtze gelten natürlich für jeden Koeffizienten- 
bereich; insbesondere zeichnet sich der Fall modulo 2 durch seine Ein- 
fachheit ans, die durch den Fortfall aller Orientierungsbetrachtungen 
bedingt ist. Der i. Erhaltungssatz lâBt sich dann in ganz wenigen 
Worten beweisen, die Unterteilungen algebraischer Komplexe stimmen 
mit den Unterteilungen absoluter Komplexe überein, so daB insbeson- 
dere unser letzter Satz (unter Berücksichtigung von Kap. IV, § 3, Nr. 6, 
und der SchluBbemerkung von Kap. IV, § 2, Nr. 12) auch für absolute 
Komplexe gilt. 

3. Natürliche und kanonische Eckpunktzuordnungen bzw. Ver- 
schiebungen. Es sei jetzt K ein Euklidischer Komplex; Ç sei ein 
Komplex in R, im Sinne von Kap. IV, § 1, Nr. 7 , c. Wir lassen jedem 
Eckpunkt a' von Q einen Eckpunkt des Tràgers von a! in K ent- 
sprechen. Eine solche Eckpunktzuordnung heiBt eine natürliche Eck- 
punktzuordnung. Bestimmt sie eine simpliziale Abbildung von Q in iv , 
so heiBt diese eine natürliche V erschiebung von Q in K oder in bezug 
auf K, Einen Spezialfall der natürlichen Eckpunktzuordnungen bzw. 
Verschiebungen bilden die kanonischen. Man erhàlt sie, wenn man dem 
Punkt a' den Mittelpunkt eines beliebigen ihn enthaltenden baryzentri- 
schen Sternes ^ von K entsprechen lâBt: 

a = f{a'). 

Aile natürlichen Eckpunktzuordnungen, und nur diese, kônnen auf fol- 
gende Weise erhalten werden: Wir lassen jedem Eckpunkt a' von Q 
einen Punkt a" von R entsprechen, und zwar unter der einzigen Bedin- 
gung: Ist\x \ a K der Tràger von a', so darf a" nur zu solchen baryzentri- 

^ Der Satz ist dem „Modifikationssatz‘‘, Kap. VIII, § 1, Nr. 4, offenbar 
nahe verwandt. 

» Kap. III, § 4, Nr. 1. 
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schen Sternen von K gehôren, welche ihre Mittelpunkte in den Eckpunkten 
von \x\ haben. 

Nachdent jedem Eckpunkt a' von Q auf diese Weise ein hestimmter 
Punkt a" von R zugeordnet ist, definieren wir als a ~ / (a') den Mittel- 
punkt eines derjenigen baryzentrischen Sterne von K y welche den Punkt 
a" enthalten. Diese Eckpunktzuordnung ist eine natürliche, denn der 
Mittelpunkt a — f(a') eines den Punkt a" enthaltenden baryzentrischen 
Sternes ist ein Eckpunkt des Trâgers | x | von a'. Jede natürliche Eck- 
punktzuordnung a — j (a') kann umgekehrt auf diese Weise erhalten 
werden: es genügt als a" den Schwerpunkt von |a:| zu wâhlen (der 
ja in jedem baryzentrischen Stern enthalten ist, dessen Mittelpunkt ein 
Eckpunkt von | x | ist)^. 

Bemerkung. Insbesondere kann man als a" jeden Punkt von K 
wâhlen, welcher von a' weniger als um e — e[x) entfernt ist 2. 

4 . Wann definiert eine natürliche bzw. eine kanonische 
Eckpunktzuordnung eine simpliziale Abbildung, d. h. eine 
natürliche bzw. kanonische Verschiebung ? 

Jedenfalls dann, wenn Q eine Unterteilung von K ist (Satz III und ,, Be- 
merkung'' in Nr. 2); eine kanonische Eckpunktzuordnung definiert ferner 
eine kanonische Verschiebung, wenn bei jeder Wahl des Simplexes \ x'\ 

von Q aile baryzentrischen Sterne, 
welche Eckpunkte von | x' | ent- 
halten, ihre Mittelpunkte in den 
Eckpunkten eines und desselben 
Simplexes von K haben, oder — 
was dasselbe ist — wenn die ge- 
nannten baryzentrischen Sterne 
mindestens einen gemeinsamen 
Punkt haben. 

Die beigefügte Abbildung 24 
soU den Begriff einer kanonischen 
Verschiebung /(a') — i == 0, 1, 
2, 3 veranschaulichen. LieBe man 
jedem der drei Eckpunkte 
(t = 0, 1 , 2) anstatt den Eckpunkt entsprechen, so entstânde zwar 
eine natürliche Eckpunktzuordnung, jedoch keine simpliziale Abbildung 
des Dreiecks a\ Setzt man f{a\) — àfy /(ao) f{a'^-=-a 2 y 

1 Kap. III, § 1, Nr. 7. 

2 Die in Kap. III, §4, Nr. 1, eingeftihrte Zabi e{x) ist eine so kleine posi- 
tive Zabi, dafi die e (J)-Umgebung (in bezug auf K) von x in der Vereinigungs- 
menge derjenigen baryzentriscben Sterne entbalten ist, welche ihre Mittelpunkte 
in den Eckpunkten von le haben, und zu jedem andern baryzentrischen Stern 
fremd ist. Ist K ein endlicher Komplex, so bezeichnen wir mit e (K) die kleinste 
unter den Zahlen e(^)y \x\ (Z K . 
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so entsteht zwar eine kanonische Eckpunktzuordnung, aber keine ka- 
nonische Verschiebung. 

5. Die Zabi a (K) . Einen weiteren Fall, in dem eine kanonische Eck- 
punktzuordnung stets eine kanonische Verschiebung erzeugt, formulieren 
wir von vornherein für endliche Komplexe. Es ist der Fall, in demÇ aus 
hinreichend kleinen — und sonst beliebigen — Simplexen aufgebaut ist. 
Genauer ausgedrückt : Q soll ein beliebiger a'-Komplex in K sein^, wobei 

= die Lebesguesche ZahP der zur Simplizialzerlegung K ge- 

hôrenden baryzentrischen Überdeckung des Polyeders K ist. Aus der 
Définition der Lebesgueschen Zahl folgt in der Tat, daB in diesem 
Falle aile baryzentrischen Sterne, die Eckpunkte eines Simplexes x' 
von Q enthalten, einen nicht leeren Durchschnitt haben. 

Définition. Die kleinere unter den Zahlen o' [K) und £(A')* soll 
O {K) heifien, 

6. Bettische Gruppen und natürliche Verschiebungen. Es seien 
ein Euklidischer Komplex K und eine Unterteilung K' von K gegeben ; 
wir wissen aus Kap. VI, § 2, daû die Bettischen Gruppen von K' den 
entsprechenden Bettischen Gruppen von K isomorph sind; wir wollen 
jetzt zeigen, daB diese Isomorphie bei einer natürlichen Verschiebung 
von K' in K realisiert wird. Es gilt mit anderen Worten folgender 

Satz IV. Der durch eine natürliche Verschiebung f von K' in K er^ 
zeugte Homomorphismus von [K') in (K)"^ ist eine isomorphe Ab- 
bildung von Bÿ^K') auf B^(K}. 

Vorbemerkung. Satz und Beweis gelten auch für bzw. 

Da keine MiBverstândnisse môglich sind, schreiben wir in 
dem folgenden Beweis kurz B^{K) bzw. B^{K'). 

Beweis. GemâB Anhang I, Nr. 8 haben wir zweierlei zu beweisen: 
Behauptung 1 : die durch h^ gelieferte Bildgruppe von B^ {K) ist B^{K') ; 
Behauptung 2 : der Kern des Homomorphismus hf ist 0. 

Beweis der Behauptung 2. Es sei C ein Elément des Kernes, also 
Ayr(C') ^0; in der Klasse C gibt es nach Kap. VI, § 2, Satz V einen 
Zyklus z\ der die Unterteilung eines Zyklus z von K ist; nach Satz III 
ist f{z') =z, also ist z in der Klasse =0 enthalten, d. h.: zooO 

in K] dann ist nach Kap. VI, § 2, Satz VI auch 2 :'cn 3 o in K', also 
C'-=0. 

Beweis der Behauptung 1 . Wenn C ein beliebiges Elément von B^ (K ) , 
Z ein beliebiger Zyklus aus der Homologieklasse C und z' die Unterteilung 
von Z (in K') ist, so ist nach dem Satz III f{z') = z, also auch C , 

wobei C' die Homologieklasse von z' in K' bezeichnet. Unser Satz ist 
hiermit bewiesen. 

Bemerkung. Es liegt nahe, die beiden isomorphen Gruppen B'^{K) 
und B^{K') als identisch zu betrachten, und zwar das Elément C von 

1 Kap. IV, § 1, Nr. 7, c. 2 Kap. II, § 3, Nr. 3. 

3 Vgl. die Fuûnote 2 auf S. 350. * Kap. V, § 1, Nr. 8. 
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JS’’ {K) mit demjenigen Elément C' von {K') zu identifizieren, welches 
man erhàlt, wenn man in der Homologieklasse f einen beliebigen Zyklus z 
wâhlt, seine Unterteilung z’ betrachtet und die Homologieklasse von z' 
als C' erklârt. Sodann kann man das soeben Bewiesene wie folgt aus- 
sprechen: 

Eine natürliche Verschiebung von K' in K erzeugt den identischen 
Autotnorphismus der Beüischen Gruppen von K. 

§2. Allgemeine kanonische Verschiebungen. DerPflastersatz. 
Invarianz der Dimensionszahl und der Bettischen Gruppen. 

1. Kanonische Abbildungen und kanonische Verschiebungen für 
metrische Râume. In den Betrachtungen der vorigen Nummer (ins- 
besondere Nr. 5 und 6) tritt der Komplex K, wie der Leser leicht be- 
stâtigt, lediglich als der Nerv^ der zugehôrigen baryzentrischen Über- 
deckung von R aui. Das führt uns zwangsmâBig zu einer Verallge- 
meinerung der kanonischen Eckpunktzuordnungen bzw. Verschiebungen 
auf den Fall beliebiger Kompakten. 

Vorbemerkung. Unter einer Überdeckung wird in diesem Kapitel 
immer eine endliche abgeschlossene bzw. offene Überdeckung*, und zwar 
im ganzen § 2 und in den Nr. 1— 3 des § 3 immer eine endliche ab- 
geschlossene Überdeckung verstanden. 

Définition. U = (^1, A^, . . Aj sei eine abgeschlossene Über- 
deckung des metrischen Raumes R; iV sei der Nerv von U; die Eck- 
punkte von N seien Ui, a^, a,, wobei und Ai einander entspre- 

chen. Es sei ferner Q ein endlicher (absoluter oder algebraischer) Kom- 
plex in R ; * jedem Eckpunkt bj von Q soll ein Eckpunkt «j von N ent- 
sprechen, unter der einzigen Bedingung, daB bj in Ai enthalten ist. 
Eine solche Eckpunktzuordnung soll kanonisch (in bezug auf N) heiBen. 
Wenn sie eine simpliziale Abbildung (von Q in N) definiert, soU diese 
eine kanonische Abbildung von Ç in V heiBen; ist R eine Punktmenge 
eines R" und N in* bzw. in der Nâhe von* U realisiert, so sagt man 
statt kanonische Abbildung kanonische Verschiebung von Q in bezug 
auf N. 

Offenbar enthâlt diese Définition unsere frühere Définition der 
kanonischen Verschiebungen (§ 1, Nr. 3) als Spezialfall (indem für 
U die zu iC — N gehôrende baryzentrische Überdeckung gewahlt wird). 

Aus der obigen Définition und der Définition der Lebesgueschen 
Zahl einer Überdeckung folgt unmittelbar folgender 

Satz I. Wenn R = F kompakt*, a’ = o'(U) die Lebesguesche Zahl 
der Überdeckung U von F und Q ein a' -Komplex in F ist, so definiert 

* Kap. III, § 4, Nr. 3 u. Kap. IV, § 1, Nr. 10. * Kap. I, § 2, Nr. 13. 

» Kap. IV, § 1, Nr. 7, c. * Kap. IV, § 1, Nr. il. 

* F bezeichnet hier und überall im folgenden immer ein Kompaktum. 
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jede kanonische Eckpunktzuordnung eine kanonische Abbildung bzw. Ver- 
schiebung von Q in bezug auf den Nerv N von U. Falls U eine e-Über- 
deckung ist und N in hinreichender Nàhe von U realisiert ist, so ist jede 
kanonische V erschiebung in bezug auf N eine e-Ver schiebung^. 

2. Pflastersatz und ein Satz über die Bettischen Zahlen. sei 


eine beliebige Simplizialzerlegung des endlichen Polyeders P, Wir be- 
weisen die folgenden beiden Sâtze: 

Satz II (der ,,Pflastersatz“). Bei hinreichend kleinem e ist der Nerv 
einer abgeschlossenen e-Ü ber deckung von P mindestens n-dimensionaL 
Satz III. P sei irgendeine Bettische Zahl von K^; die entsprechende 
BettischeZahl des N erven N einer hinreichend feinen abgeschlossenen Über- 
deckung von P ist mindestens gleich p . 

Beweis der Sâtze II und III. Es sei a = \a{K^)^ Wir be- 
trachten : 

eine <T-Überdeckung U von P sowie den in U realisierten Nerv N 
derselben; die Durchmesser der Simplexe von N sind < 20 * = a[K^)\ 
die Lebesguesche Zahl von U sei cr'; 

eine cr'-Unterteilung^ K' von und eine kanonische Verschiebung 
K" = /' {K') von K' in bezug auf N {K" ist also ein Teilkomplex von N), 
Da if" eine o*-Verschiebung von if' ist, ergibt eine beliebige kano- 
nische Verschiebung /" von if" in bezug auf if^ eine natürliche Ver- 
schiebung /(if') = /"(/'(if')) von if' in bezug auf K^. Dabei ist nach 


§ 1, Satz III 


/(if') = if^ 


das heiBt 


/"(if") = if". 


Der Satz II ist hierin bereits enthalten : Da der w-dimensionale Kom- 
plex if" simpliziales Bild von if" ist, muB if", folglich auch N (der 
ja if" als einen Teilkomplex enthâlt) mindestens w-dimensional sein. 

Um den Satz III zu beweisen, genügt es zu zeigen, daB es in N 
mindestens so viele im Sinne der Homologie linear-unabhàngigeZyklen^ 
gibt, wie in if". 

Es seien nun die Zyklen 


in if" unabhângig; ihre Unterteilungen z\y . . ., z^ sind in if' unab- 
hângig (nach Kap. VI, § 2, Satz VI). Durch die kanonische Verschie- 
bung /' gehen die z' in gewisse über; diese sind aber in N un- 


1 D. h. : jeder Punkt wird um weniger als e verschoben. 

2 § 1 , Nr. 5, Définition. 

3 D. h. : der Durchmesser jedes Simplexes ist <or'. 

* ,,Lineare Unabhângigkeit von Zyklen im Sinne der Homologie** bedeutet: 
lineare Unabhângigkeit der diese Zyklen enthaltenden Homologieklassen in der 
Bettischen Gruppe. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 


23 
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abhângig, denn aus ^ _ 

= (iniV) 

folgt 

(/"(Q)-=Z^/"«)==i:^‘7(-^i) (in if"), 

•d. h. — da / (Zf) = Zi ist — 

{r(C))- = 27‘^,- (in if"), 

also 0 für aile i. Die Unabhângigkeit der zj' in N, also auch der 
Satz III, sind hiermit bewiesen. 

8. Der Invarianzsatz für die Dimensionszahl und die Bettischen 
Zahlen. Die Bettischen iV-Zahlen eines Kompaktums. Für jedes e 
^bt es e-Überdeckungen von P — if", deren Nerv dieselbe Dimensions- 
zahl n und die gleichen Bettischen Zahlen wie if" hat : es genügt, die 
baryzentrischen Überdeckungen zu betrachten, die zu hinreichend feinen 
Unterteilungen von if" gehôren. 

Diese Bemerkung gestattet die Sâtze II und III in folgender Form 
auszusprechen : 

Die Dimensionszahl bzw. eine Bettische Zahl der Simplizialzerlegung 

eines Polyeders P ist die kleinste Zahl n bzw. p, die bei jedem e als Di- 
mensionszahl bzw. als die entsprechende Bettische Zahl des Nerven einer 
e-Überdeckung von P auftritt. 

Die so definierte Zahl n bzw. p ist eine topologische Invariante des 
Polyeders P; diese nahezu triviale Behauptung beweisen wir im Rah- 
men des folgenden allgemeinen Satzes: 

Satz IV (Allgemeiner Invarianzsatz). Es sei J irgendeine nicht 
négative ganze Zahl, deren Wert für jeden Komplex K erklârt ist [J (if) 
kann also z. B. die Dimensionszahl oder eine Bettische Zahl usw. von if 
sein]. . Für ein Kompaktum F definiere man sodann J (F) als die kleinste 
Zahl q von der Eigenschaft, dafi es zu jedem e eine abgeschlossene e-Über- 
deckung gibt, für deren Nerv N 

JiN) = q 

ist; wenn eine solche kleinste Zahl q nicht existiert [d. h. wenn J {N) bei 
hinreichend kleinem e für eine beliebige abgeschlossene e-Überdeckung 
notwendig beliebig groB wird], setzt man J (F) = oc. Die so definierte 
Zahl J {F) ist eine topologische Invariante von F. 

Beweis. Es seien zwei homôomorphe Râume F und F' mit J {F) =q 
und ein e > 0 gegeben. Es ist zu zeigen, daB eine e-Überdeckung von F' 
existiert, für deren Nerv N', die Zahl J {N’) = q ist. Man betrachte zu 
diesem Zweck eine topologische Abbildung g von F auf F'; sie ist gleich- 
maBig stetig, folglich gibt es zu ihr ein ô von der Eigenschaft, daB 
eine Teilmenge von F mit einem Durchmesser <d in eine Teilmenge 
von F' übergeht, deren Durchmesser < e ist. Man wâhle eine ^-Über- 
deckung von F, so daB für ihren Nèrv V 

jm = q 
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ist; die Elemente dieser Überdeckung werden mittels g auf Mengen 
abgebildet, die eine e-Überdeckung von F' bilden; der Nerv N' dieser 
Überdeckung ist offenbar mit N isomorph, so daB auch J {N') = 9 ist, 
w. Z. b. w. 

Somit ist bewiesen: 

Die Dimensionszahl und sàmtliche Bettischen Zahlen der Simplizial- 
zerlegungen eines Polyeders P sind topologische Invarianten von P; sie 
hdben für aile Simplizialzerlegungen , folglich^ auch für aile Zellenzer- 
legungen, aller mit P homôomorphen Polyeder dieselben Werte. 

Hierin ist sowohl der Satz von der Invarianz der Dimensionszahl 
(Brouwer) als auch der Invarianzsatz für Bettische Zahlen (Alexander) 
enthalten. 

Die nach der Vorschrift des Satzes IV definierten Bettischen Zahlen 
eines Kompaktums F nennen wir die Bettischen N-Zahlen von F.^ 

4. Beweis der Invarianz der Bettischen Gruppen (invariante Cha- 
rakterisierung der Bettischen Gruppen). Der obige Beweis der Invarianz 
der Dimensionszahl und der Bettischen Zahlen bestand darin, daB wir 
für die beiden Begriffe, die sich ursprünglich auf simpliziale Zerlegungen 
eines Polyeders bezogen, als Eigenschaften des Polyeders selbst (als 
eines topologischen Raumes) gedeutet und sie somit invariant charakteri- 
siert (vgL S. 31'1) haben. Denselben Weg wollen wir auch jetzt beim 
Invarianzbeweis für die Bettischen Gruppen gehen und eine invariante 
Définition derselben aufstellen. 

Vorbemerkung. Den Betrachtungen dieser und der folgenden 
Nummer liegt eine der Gruppen & , als festgewâhlter Koeffizienten- 
bereich zugrunde. Da dieser Koeffizientenbereich in diesen Nummern 
festbleibt, wird auf seine explizite Angabe (durch den Index Q) ver- 
zichtet. Da die Bettischen Gruppen ^.(A) eines endlichen Kom- 
plexes K bei jeder Wahl der Koeffizientenbereiche durch die 

ganzzahligen Bettischen Gruppen B^{K), r = 0 , 1 , . . . , eindeutig 
bestimmt sind®, genügt es übrigens den nachfolgenden Invarianz- 
beweis nur für die letztgenannten Gruppen (also für S = 3’ = ®) zu 
führen. 

Algebraischer Hilfssatz. Sind 21 und 93 Abelsche Gruppen mit 
endlich-vielen Erzeugenden, ist 21 einer Untergruppe 93' von 93 , 93 eîner 
Untergruppe 21' von 21 isomorph, so sind 21 und 93 isomorph. 

Beweis. Anhang I, Nr. 45- 

Définition. F sei ein kompakter metrischer Raum. Man be- 
trachte die Menge {935, i^)} Gruppen 93^, {F) , welche die folgende 


‘ Nach Kap. VI, § 1, Nr. 12. 

* Die Définition und die vorangehenden Betrachtungen gelten nicht nur für 
die gewôhnlichen Bettischen Zahlen, sondem ebenso auch für die Bettischen Zahlen 
modulo einer Primzahl m (Kap. V, § 3, Nr. 9). 

* Kap. V, § 4. 

23 * 
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Eigenschaft haben : (F) tritt für jedes e > O als r-te Bettische Gruppe 

des Nerven einer gewissen e-Uberdeckung von F auf 

Nach dem Hilfssatz gibt es (bis auf Isomorphie) hôchstens eine unter 
den Gruppen 33^ (JF) , die einer Untergruppe von allen anderen Gruppen 
93i(-F) isomorph ist. Falls sie existiert^, nennen wir sie die r-te Bettische 
N -Gruppe von F und bezeichnen sie mit 33'’ (B). 

Da die Menge {S 3 îj 5 (B)} mit F offenbar topologisch invariant ver- 
knüpft ist, stellt auch 33'’ (F) eine topologische Invariante von F dar. 

Bemerkung. In Fàllen, wo dennoch die Angabe eines Koeffizien- 
tenbereiches erwünscht ist, schreibt man S35„c (F), oder auch 
bzw. %{F) und S 3 S, 3 <(F). 

5. Die in Aussicht gestellte invariante Charakterisierung und mit 
ihr der Invarianzbeweis für die Bettischen Gruppen der endlichen Eu- 
klidischen Komplexe ist geliefert durch folgenden 

Satz V. Wenn P ein endliches Polyeder und K eine Simplizial- 
zerlegung desselben ist, so existieren die Bettischen N-Gruppen von P und 
sind den entsprechenden Bettischen Gruppen des Komplexes K isomorph. 

Beweis. Die baryzentrischen Sterne einer Unterteilung K' von K 
bilden — wenn K' hinreichend fein ist — bei beliebigem e eine e-Über- 
deckung, deren Nerv der Komplex K' ist (Kap. III, §4, Nr. 3 ). Da 
B^{K') mit B^{K) isomorph ist, folgt daraus, daB B^{K) eine Gruppe 
83^ (F) ist; die Menge {83^ (F)} ist also nicht leer. Übrig bleibt somit 
nur zu zeigen, daB B^(K) einer Untergruppe jeder Gruppe 83i (F) iso- 
morph ist. 

Es sei <t = |(t(F), 83 sei irgendeine Gruppe 835* (F); kann die 
(T-Überdeckung U mit dem in U realisierten Nerven N so wâhlen, daB 
83 der Gruppe B^{N) isomorph ist (und also mit letzterer identifiziert 
werden kann). Man wâhle jetzt (wie in Nr. 2) die Unterteilung K' 
von K so fein, daB ihre Simplexe kleiner als a und als die Lebesgue- 
sche Zahl a' von U sind und bezeichne mit /' eine kanonische Ver- 
schiebung von K' in bezug auf N. Ihr Résultat K" = f [K') ist ein 
Teilkomplex von N, der als eine o'-Verschiebung von K' anzusprechen 
ist; daher ergibt eine beliebige kanonische Verschiebung /" von N in 

1 Die Menge {335, (F)} sein: wenn r = 0 und F aus dem Nullpunkt 

\ 

und den Punkten — , n — \ , 2, der Zahlengerade besteht, so wàchst bei 

n 

abnehmenden e die Anzahl der Komponenten (der Erzeugenden der nullten Betti- 
schen Gruppe) des Nerven einer e-Überdeckung von F notwendig über aile Grenzen, 
es gibt also keine einzige Gruppe 33# (E). Um ein analoges Beispiel für die Dimen- 
sionszahl r — \ z\x haben, gentigt es, F als die aus dem Nullpunkt und den Punkten 
der Kreislinien 

{*-?)’+>*-(?)“■ «-1,2... 

bestehende Menge zu definieren. 

2 Was natürlich (schon nach FuÛnote 1) nicht der Fall zu sein braucht. 
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bezug auf K eine natürliche 
für die 


Verschiebung f{K') — f"(f'{K')) von K’, 
f{K') = K. 


folglich 

f r{K") = K 

gütl. 

Die Abbildung /' erzeugt einen Homomorphismus von B’' [K) in 
B' (N): dieser Homomorphismus (den wir ebenfalls mit /' bezeichnen) 
entsteht dadurch, daB man jedem Zyklus z' von K den Zyklus f'(z') 
von N zuordnet, wobei z' die Unterteilung von z^ in K' ist. Der Homo- 
morphismus /' ist eineindeutig, denn ist /' (z') -^0 in N, so ist, da 
f (z') — f" f {z') — z'' ist, / cv. 0 in K. Somit ist /' eine isomorphe 
Abbildung von B'' (K) auf eine Untergruppe von B' {N) , w. z. b. w. 


6. Bemerkung I. Es sei F ein kompakter metrischer Raum. Die Gruppe 
S5o(E) existieyt dann und nur dann, wenn die ,,Betiische N-Zahl von F*‘ , p^{F), 
endlich ist; p’^(F) ist dann immer gleich dem Rang der Gruppe S3o(F).2 

Beweis. Wenn p'" (F) — p ist, so gibt es bei jedem e eine e-Überdeckung, 
deren Nerv N als Gruppe B'^{N) die freie Abelsche Gruppe mit p unabhângigen 
Erzeugenden bat; eine solche Abelsche Gruppe (wir bezeichnen sie mit ist 
also eine Gruppe SSf, {F) . Da ferner nach der Définition der Zahl p"" (F) jede Gruppe 
Ginen Rang ^p hat und folglich eine mit isomorphe Untergruppe 
besitzt. stimmt die Gruppe %{p mit So(F) überein. 

Daû bei p^(F) = oo keine Gruppe 93o*(F) existiert, ist klar. 

Da, wenn P ein Polyeder, P — K, ist, mit S3J(F) isomorph ist, folgt 

aus der soeben gemachten Überlegung, daü p" (K) — p^ (F) ist, also ein zweiter 
Beweis des Satzes III. 

Bemerkung II. Aus der ExLstenz der Gruppe 8J(F) braucht noch nicht 
die Existenz von S® (F) zu folgen: es genügt F (etwa als Teilmenge des fünf- 
[oder sogar vier-] dimensionalen Euklidischen Raumes) als Vereinigungsmenge einer 
Kugelflâche S, eines Punktes a und einer Folge von gegen den Punkt a konver- 
gierender, untereinander und zu S fremder h'iàchen Pj , Pg , . . . , P„, , . . . zu kon- 
struieren, wobei Pf^ ein Modell der ,,pseudoprojektiven Ebene“ (im Sinne des 

Anhanges zu Kap. IV, V, VI; Nr. 8) mod m ist und einen Durchmesser hat. 


Dagegen folgt aus der Existenz von %(F) auch die von ®J(F), denn die freien 
direkten Summanden von %(F) kônnen als die 33»* (P) aufgefaBt werden ; es gilt 

d.b,i dl. Ungleichung ,)£ , 


(dabei bedeutet q den Rang der betreffenden Gruppe). 

Nachdem auf die eine oder andere Weise der Invarianzbeweis für 
die Bettischen Gruppen (endlicher) Komplexe erbracht ist, kann man 
von Bettischen Gruppen eines {endlichen) Polyeders P als von den bis 
auf Isomorphie eindeutig bestimmten Bettischen Gruppen einer be- 
liebigen Zellenzerlegung von P sprechen. Man kann sie natürlich auch 


^ Bis hierher ist unser Beweis eine wôrtliche Wiedergabe des Beweiscs des 
Pflastersatzes. 

* ®J(F) bedeutet die der allgemeinen Vorschrift von Nr. 4 entsprechend defi- 
nierte ,,Bettische Gruppe modulo Null von F“, d. h. % Analoges gilt 

für S9S^(F). 
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dîrekt als die Bettischen iV-Gruppen von P definieren. Analoges gilt 
auch für Bettische Zahlen. 

7. Die Bettischen Gruppen des n>dimensionalen Elementes und 
der n-dimensionalen Sphàre. Die Euler-Poincarésche Formel. Be- 

kanntlich versteht man unter einem «-dimensionalen Elément einen 
topologischen RaumE”, welcher einem «-dimensionalen Simplex homôo- 
morph ist, wahrend eine «-dimensionale Sphâre ein topologischer 
Raum S" ist, welcher dem Rande eines (w-f- 1) -dimensionalen Simplexes 
homoomorph ist. 

Ans Kap. V, § 1, Nr. 4 und Kap. IV, § 6, Nr. 1 und Nr. 7 folgt 
sodann auf Grand des Invarianzsatzes folgender 

Satz VI. Die nullte ganzzahlige Bettische Gruppe von sowie 
die nullte und n-te ganzzahlige Bettische Gruppe von S”, w > 0, sind un- 
endliche zyklische Gruppen. Für aile anderen Dimensionszahlen enthalten 
die Bettischen Gruppen von £“ und S" nur das Nullelement. 

Aus der Invarianz der Bettischen Zahlen ergibt sich ferner die 
Euler-Poincarésche Formel nicht nur für Komplexe, sondera für Poly- 
eder, d. h. die Gleichung 

wobei xiK) die Eulersche Charakteristik einer beliebigen Zellenzer- 
legung des Polyeders P und die p' die Bettischen Zahlen des Poly- 
eders P sind. 

Man kann somit auch von der Eulerschen Charakteristik eines Poly- 
eders sprechen. Insbesondere folgt aus dem soeben Bewiesenen, daB 
die Eulersche Charakteristik eines Elementes gleich i, die einer n-dimen- 
sionalen Sphâre gleich 2 oder gleich 0 ist, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist. 

8. Der Invarianzsatz für Bettische Gruppen unendlicher Polyeder^. 
Satz VII. Wenn P und Q zwei homôomorphe (im allgemeinen un- 

endliche) Euklidische Polyeder, K und L zwei beliebige simpliziale Zer- 
legungen derselben sind, so sind die Bettischen Gruppen von K den ent- 
sprechenden Bettischen Gruppen von L isomorph. 

Den Beweis dieses Satzes (der zugleich einen zweiten Beweis für 
die Invarianz der Bettischen Gruppen endlicher Polyeder liefert) *, be- 
ginnen wir mit folgender 

Vorbemerkung. Es sei / eine topologische Abbildung von P = R 

auf Q = L. Es seien » x> x. 

^ ^ • • • » • • • 

sâmtliche Grundsimplexe von K; wir bezeichnen mit Li den kombi- 
natorischen Stem® Sj^{f(Xj)). Vi^egen der lokalen Endlichkeit von L ist 
Li ein endlicher Komplex (vgl. Kap. III, § i, Nr. 7). 

1 Die Nummern 8—12 kônnen bei erster Lekttire tiberschlagen werden. 

2 Der folgende Beweis rtihrt im wesentlichen von Pontrjagin her. 

3 Kap. III, § i, Nr. 7 . 
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Hilfssatz^. Es sei / eine topologische Abbildung von P auf Q. Es 
existiert eine Unterteilung K' von K von der Beschaffenheit, dafi für 
jedes auf liegende Simplex des Komplexes K' gilt® 

ôf{X^<a{Q. 

Beweis des Hilfssatzes. Wir zerlegen jedes Simplex mittels 
endlich-vieler sukzessiver baryzentrischer Unterteilungen in so feine 
Simplexe •••, daB die sâmtlich kleiner als or(L^) 

sind^. Es kommt nur darauf an, zu zeigen, daB man die x^^ so unter- 
teilen kann, daB diese Unterteilungen zusammen einen Komplex — 
und zwar eine Unterteilung von K — ergeben. 

Diese letzte Behauptung bildet aber gerade den Inhalt des Satzes III 
von Kap. III, § 3 . Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Aus der Définition von o{L^ folgt unmittelbar: 

Zusatz I zum Hilfssatz. Ist \x'\ — \aQ..,a'^\ ein Simplex von K' 
und lâBt man jedem Eckpunkt a\ von \x'\ den Mittelpunkt eines 
den Punkt / (a^) enthaltenden baryzentrischen Sternes von L entspre- 
chen, so sind die Punkte Eckpunkte eines und desselben 

Simplexes von L, welches auf diese Weise dem Simplex x* zugeordnet 
wird. 

Hieraus folgt weiter: 

Zusatz II zum Hilfssatz. Jede kanonische Eckpunktzuordnung 
von / [K') in bezug auf L erzeugt eine kanonische Verschiebung. [Dabei 
ist t{K.*) als ein Komplex in Ç = L im Sinne von Kap. IV, § 1 , Nr. 8, c, 
d. h. als Menge der Eckpunktgerüste seiner (krummen) Elemente zu 
verstehen.] 

Bemerkung. Eine Unterteilung von K, die die Behauptung unseres 
Hilfssatzes erfüUt, nennen wir für einen Augenbhck eine (L, /)**Unter- 
teilung von K, 

9. Wir gehen jetzt zum eigentlichen Beweis des Invarianzsatzes über. 

Es seien: 

eine (L, /) -Unterteilung von K) 

U eine /"^)-Unterteilung von L\ 

K' eine (L', /)-Unterteilung von K^, 

Wir bezeichnen ferner mit 

gl» ^2» ^3 

die kanonischen Verschiebungen von 

f{K^) in L; f-^U) in f(K') in L'. 

1 Im Falle endlicher Komplexe ist der Hilfssatz trivial, denn jede hinreichend 
feine Unterteilung von K liefert das Gewünschte. 

* Wegen Définition der Zabi a(L^) siehe § 1, Nr. 5. Es bedeutet ôf(x[) den 
Durchmesser von 

® Dies ist môglich auf Grund von Kap. III, § 2 , Satz Ha. 
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Diese kanonischen Verschiebungen erzeugen homomorphe Abbildungen 
von 

B'I,K^) in W{L)] B'iL') in B^{Ki); B' {K') in B’-(L'). 
welche wir ebenfalls mit 

S 2 > is 

bezeichnen. 

Zusatz III zum Hilfssatz. Die Abbildungen gj~^gzi der Eck- 
punktmenge von K' in die Eckpunktmenge von ist eine natürliche 
Eckpunktzuordnung in bezug auf den Komplex K-^. 

Beweis des Zusatzes III. Es sei a' ein Eckpunkt von K', 5c ^ der 
Trâger von a' in Xj, % der Trâger von /(«') in L', ÿ* der Trâger 
von yo in L. Wir setzen 

^o = 5jr.(/-^(ÿo)). K^ = SKAr^9*)- 
Es genügt nach der Bemerkung von § 1, Nr. 3, zu zeigen, daB 

(1) Q(a'. f-^gaf(a')) <s{Xi) 

ist. 

Nun ist aber gzi{a') ein Eckpunkt von also ist nicht nur a', 
sondern auch f~^gsf{a') in /"^ÿo enthalten, somit 

Q(a:,f-^gJ{a'))^ôf-Hÿo)- 

Nach Voraussetzung ist ^ da a X* , folg- 

lich c(X#)â£(Xo) ist, ist j/Q < e(X(,), also erst recht <5/“‘(5'o) 
<.e{Xi), also die Ungleichung (1) richtig, der Zusatz III bewiesen. 

Da X' eine Unterteilung von X^ ist, definiert die natürliche Eck- 
punktzuordnung g 2 f~^gzf nach §1, Nr. 4, eine natürliche Verschie- 
bung von X' in Xj. Diese Verschiebung bezeichnen wir der Kürze 
halber mit g^ga- 

In genau derselben Weise überzeugt man sich davon, daB die Ab- 
bildung gifg 2 f~^ der Eckpunkte von L' auf Eckpunkte von L eine 
natürliche Eckpunktzuordnung ist, welche eine natürhche Verschie- 
bung gjgj von L' in L erzeugt. 

Wir führen jetzt den Beweis des Invarianzsatzes in folgenden drei 
Schritten zu Ende. 

a) Die homomorphen Abbildungen g^gs (von B' (K') in B''(Ki)) bzw. 
il Sa (von B’'(L') in B'(L)) sind Isomorphismen von B' {K') auf B^[K^ 
bzw. von B^{L') auf B’'(L). 

Diese Behauptung folgt in der Tat nach § 1, Nr. 6, daraus, daB die 
genannten homomorphen Abbildungen durch die natürlichen Verschie- 
bungen g^g^ bzw. gig 2 von X' auf X^ bzw. von L' auf L erzeugt sind. 

Aus a) folgt unmittelbar: 

Die homomorphen Abbildungen g^ bzw. g^ sind Isomorphismen (von 
W(K') in B^(L') bzw. von B^(L') in B'(K^)). 
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Wir beweisen jetzt 

y) Der Isomorphismus gj ist ein Isomorphismus von B^{K') auf die 
ganze Gruppe B' {U). 

Beweis von y). Es sei V das Bild von B'' {K') bei dem Isomorphis- 
mus gj. Die Gruppe V ist eine Untergruppe von B'{L'); wir haben zu 
zeigen, daB V = B’'{L') ist, d. h. daB V von jeder echien Untergruppe 
von B'iL') verschieden ist. Da nach a) 

g^F = B^{K,) 

ist, haben wir nur zu zeigen, daB bei jeder Wahl der echten Unter- 
gruppe U von B^{L') 

(2) gaU + 

ist. Dies zeigen wir, indem wir irgendein in U nicht enthaltenes Elé- 
ment f von wâhlen und das Bild g 2 (^) dieses Elementes be- 

trachten. Da nach /3) die Abbildung g^ von B’'(L') isomorph ist, ist 
bei dieser Abbildung das Bild jedes Elementes von U von g 2 (^^) ver- 
schieden. Mit anderen Worten: g^U enthâlt nicht das Elément g^i^) 
von B^(Ki), woraus (2) und mithin die Behauptung y) folgt. 

Aus y) folgt: Die Gruppen B' {K') und B'(L') sind isomorph. Da 
B' {U) mit B^(L) und B' {K') mit B' {K) isomorph sind (Kap. VI, §2), 
ist auch B' {K) mit B'{L) isomorph, w. z. b. w. 

10. Anwendung auf offene Mengen des Jl". Nach dem Satz von 
Runge (Kap. III, § 3 ) ist jede in R" offene Menge G ein unendliches Poly- 
eder — und nach dem, was soeben bewiesen wurde, sind die Bettischen 
Gruppen verschiedener, auch krummer, simplizialer Zerlegungen dieses 
Polyeders untereinander isomorph. Wir haben aber früher (Kap. V, § 1, 
Nr. 1) die Bettischen Gruppen von G unabhângig von den durch den Satz 
von Runge gelieferten simplizialen Zerlegungen definiert, und zwar direkt 
unter Zugrundelegung des Eckpunktbereiches von G. Es handelt sich 
jetzt darum, zu zeigen, dafi die Bettischen Gruppen von G den entspre- 
chenden Bettischen Gruppen einer beliebigen simplizialen Zerlegung K 
von G isomorph sind. Daraus wird insbesondere folgen, daB, wenn die 
beiden offenen Mengen G und G' homôomorph sind, ein Isomorphismus 
zwischen den Bettischen Gruppen von G und den entsprechenden Grup- 
pen von G' vorliegt. Der Beweis dieser Behauptungen soll nun er- 
bracht werden. 

Es sei K eine Simplizialzerlegung der offenen Menge G c R". 
Eine homomorphe Abbildung g einer Bettischen Gruppe von K in 
die entsprechende Gruppe von G ist dadurch gegeben, daB jede 
Homologieklasse von K in einer Homologieklasse von G enthalten ist, 
Um zu zeigen, daB dieser Homomorphismus eine isomorphe Abbildung 
der einen Gruppe auf die andere ist, genûgt der Nachweis, daB 1) in 
der Nullklasse von G nur die Nullklasse von K und daB 2) in jeder 
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Klasse von G (mindestens) eine Klasse von K enthalten ist. Um dies 
zu beweisen, brauchen wir einige kurze Hilfsbetrachtungen. 

Es sei C ein algebraischer Komplex in G c iî". Wir definieren die 
Unterteilungen von C folgendermaBen. In einem hinreichend hoch- 
dimensionalen iî™ 3 iî" bringen wir das Eckpunktsystem von C durch 
eine beliebig kleine Verschiebung g in allgemeine Lage. Dadurch geht 
|C| in einen Euklidischen Komplex jC' | = g |C| c: i?”* und C in C 
über. Die Abbildung g~^ der Eckpunktmenge von C' auf die Eck- 
punktmenge von C erzeugt eine simpliziale Abbildung g“^ von |C'| 
auf |C| bzw. von C' auf C. Durch diese simpliziale Abbildung geht 
insbesondere jede Unterteilung von C in einen algebraischen Kom- 
plex Cl in G über; heipt eine Unterteilung von C. Offenbar besitzt C 
beliebig feine Unterteilungen (d. h. Unterteilungen, deren Simplexe 
einen beliebig kleinen Durchmesser haben). 

Hilfssatz. Ist Z ein Zyklus in G und Zi eine Unterteilung von z, 
so ist 2: in G. 

Denn in den obigen Bezeichnungen ist nach Satz III von § i der 
Zyklus z' simpliziales Bild seiner Unterteilung z'i, wobei jedes Simplex 
von z'i auf seinem Bilde liegt. Nach Kap. IV, § 6, Nr. 3 ist z' cvj z' 
in S', wobei der durch z' — z'i berandete Komplex q' so gewâhlt werden 
kann, daû seine Simplexe auf den Simplexen von z' liegen. Durch die 
simpliziale Abbildung g~^ von I' auf z c: G geht ç' in einen algebra- 
ischen Komplex ç’ in G über, wobei q = z — Zi und folglich 2: Zj in G 
ist, w. z. b. w. 

11 . Wir beschreiben jetzt eine Operation, die wir als kanonische 
Verschiebung in bezug auf K eines algebraischen Komplexes C von G — R 
bezeichnen. 

Man wâhlt zuerst einen endlichen Teilkomplex K' von K, welcher 
eine gewisse Umgebung U (C) enthâlt und ersetzt K' durch eine Unter- 
teüimg K{, deren Simplexe kleiner als g (R', R” — G) sind^. Es sei Cq 
eine Unterteilung von C , deren Simplexe kleiner als o(K{) sind. Man 
führt Cf, mittels einer kanonischen Verschiebung in bezug auf K'i in 
einen algebraischen Teilkomplex C’ von K'i über, welcher seinerseits 
durch eine kanonische Verschiebung in bezug auf K' in einen algebra- 
ischen Teilkomplex Ci von R' (also von R) übergeht. Cj ist die ge- 
wünschte kanonische Verschiebung von C. War C von vornherein ein 
Teilkomplex von R, so liefert dieses Verfahren (wegen § i, Satz III) 
das Résultat Q = C, so daB man in diesem Falle von Anfang an 
Cl = C setzen konnte. 

Jeder der Schritte, die uns von Co zu geführt haben, stellt eine 
simpliziale Abbildung dar; daher ist auch simpliziales Bild von C: 
Cl = f(Co). War C von vornherein ein Teilkomplex von R, so setzen 


1 Ist G = fi", so sei K{ = K'. 
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wir Çi = C; f ist dann die identische Abbildung. Ist C ein Zyklus, 
so ist CcvdCq in G (nach dem Hilfssatz). Der Übergang von Cq zu Cj 
vollzieht^- sich innerhalb der Homologieklasse von C (in bezug auf G) ; 
daraus folgt: Jeder Zyklus von G ist einem Zyklus von K in G 
homolog. Ans derselben Konstruktion folgt ferner, daB ein Zyklus z 
von K, der in G berandet, auch in K berandet. Denn berandet z den Kom- 
plex C von G, so ergibt unser Verfahren einen Teilkomplex = f{C) 
von K, wobei, wie oben bemerkt war, f(z) — z ist. Somit ist — z. 

Wir haben also gezeigt; Jede Homologieklasse von G enthâlt eine 
Homologieklasse von K; die Nullklasse von G enthâlt nur die NuU- 
klasse von K. Die Gruppen B’’ (G) und B' {K) sind also isomorph und 
die in Nr. 10 ausgesprochenen Behauptungen sind bewiesen. 

12 . Ans der Isomorphie der Bettischen Gruppen von G und der 
entsprechenden Gruppen einer simplizialen Zerlegung K von G ziehen 
wir eine für die Bettischen Gruppen von G wichtige Folgerung: 

Fur r^n ist die Bettische Gruppe B' (G) des Gebietes Gcz R” die 
Nullgruppe (Koeffizientenbereich gleichgültig). 

Denn erstens ist K ein «-dimensionaler Komplex, daher ist für 
r> n die Gruppe B' (K) die Nullgruppe ^ ; zweitens ist K ein Euklidischer 
Komplex des R”, enthâlt also keinen von Null verschiedenen «-dimen- 
sionalen Zyklus (Kap. IV, § 5, Nr. 12). 

§ 3. Allgemeiner Dimensionsbegriff. 

1 . Gewôhnlich wird der Pflastersatz {§ 2, Nr. 2) so formuliert: 

Die Ordnung^ jeder hinreichend feinen abgeschlossenen Überdeckung^ 
eines n-dimensionalen Simplexes ist mindestens gleich n + 1 . 

In dieser Formulierung (die der des Textes offenbar âquivalent ist) 
wurde der Satz zum erstenmal von Lebesgue I9II ausgesprochen, 
aber erst von Brouwer 1913 bewiesen. Seitdem ist er zur Grundlage 
der sog. allgemeinen Dimensionstheorie geworden imd zâhlt mit Recht 
zu den wichtigsten (andererseits auch anschaulichsten!) topologischen 
Sâtzen®. 

Der allgemeine Dimensionsbegriff wird für ein KompaktumF 
nach der Vorschrift des Satzes IV von § 2 folgendermaBen eingeführt ; 
Die kleinste nicht négative ganze Zabi n = dimF von der Eigenschaft, 
daB es zu jedem e > 0 eine abgeschlossene e-Überdeckung von F gibt, deren 
Nerv ein «-dimensionaler Komplex oder — was dasselbe ist — deren 
Ordnung gleich n + 1 ist, heiBt die Dimension von F. Wenn eine solche 

^ Kap. IV, § 6, Satz lia. * Vgl. Kap. IV, § 2, Nr. 14, Bemerkung I. 

* Wegen der Définition der Ordnung einer Überdeckung siehe Kap. I, § 2, 
Nr. 13. 

* In diesem ganzen Paragraphen wird unter einer Überdeckung immer eine 
endliche Überdeckung verstanden. 

® Im ,,Anhang“ zu diesem Kapitel ist der sehr kurze Spernersche Beweis 
des Pflastersatzes dargestellt. 



364 


IX. Kanbnische Verschiebungen. 


Zahl überhaupt nicht existiert, d. h. wenn es zu jeder noch so groBen 
Zahln ein e gibt, derart, daB die Ordnung jeder abgeschlossenen e-Über- 
deckung >n + \ ist, sagt man, daB F unendlich-dimensional ist und 
schreibt dimF = oo . Dann wachsen also bei abnehmendem e die Dimen- 
sionszahlen der Nerven der e-Überdeckungen von F notwendig über aile 
Grenzen. 

Man kann diese Définition offenbar auch so formulieren : 

Ein Kompaktum F heiBt hôchstens r-dimensional, wenn es bei 
jedem e eine abgeschlossene e-Überdeckung^ von einer Ordnung ^ r + 1 
besitzt ; es heiBt r-dimensional, wenn es hôchstens r-dimensional, jedoch 
nicht hôchstens (r — l)-diniensional ist; es heiBt unendlich-dimensional , 
wenn es bei keinem r hôchstens y-dimensional ist. 

Satz 1. Ein Kompaktum F ist dann und nur dann hôchstens r-dimen- 
sional, wenn es bei jedem £ > 0 eine offene e-Überdeckung von einer Ord- 
nung â r + 1 hesitzi. 

Mit anderen Worten: man kann in der obigen Dimensionsdefinition 
von offenen anstatt von abgeschlossenen Überdeckungen sprechen. 

Beweis -- durch unmittelbare Anwendung der Sâtze VI und VII 
von Kap. I, § 6. 

Die allgemeine Dimensionsdefinition erlaubt, den Pflastersatz wie 
folgt auszusprechen : 

Die Dimension eines Polyeders stimmt mit der Dimensionszahl jeder 
seiner Simplizialzerlegungen (d. h. mit seiner ,,elementar-geometrischen'‘ 
Dimensionszahl) über ein. 

2. Von den einfachsten Eigenschaften des allgemeinen Dimensions- 
begriffes erwàhnen wir hier — neben seiner in § 2, Nr. 3 bewiesenen 
topologischen Invarianz — in erster Linie die folgenden: 

Satz II. Ist F' a F, so ist dimF' ^ dimF. 

Der Beweis ist klar. 

Satz III. Brouwersches Invarianzprinzip. Zu jedem endlich- 
dimensionalen Kompaktum F gibt es ein solches £ > 0, dafi F mittels 
einer e-Abbildung^ in keinen Raum von kleinerer Dimension transformiert 
werden kann. 

Beweis. Wir bemerken zuerst, daB der Satz VI von Kap. II, § 3 
auch in der folgenden Form ausgesprochen werden kann: Es liege die 
£-Abbildung / des Kompaktums X in das Kompaktum Y vor. Es gibt eine 
Zahl Tj > 0 derart, daB aus e{f(x), f(x')) < rj stets Q(Xy x')<e folgt. 
Oder mit anderen Worten: Jede^ Punktmenge B von Y mit einem 
Durchmesser < rj hat eine Originalmenge von einem Durchmesser ^ e . 

1 Siehe FuBnote 4 auf Seite 363- ^ Kap. II, § 3, Nr. 5. 

3 Ist J5 abgeschlossen und von einem Durchmesser so hat einen 

Durchmesser <e [denn wàre der Durchmesser von gleich e, so würde man 

wegen der Abgeschlos-senheit von f~^(B)(zF in i~^(B) zwei voneinander genau 
um e entfemte Punkte finden kônnen]. 
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Nach dieser Vorbemerkung gehen wir zum eigentlichen Beweis 
des Brouwerschen Invarianzprinzips über. Wir wâhlen e so klein, daU 
F keine 2e-Uberdeckung von einer Ordnung zulâBt, und nehmen 
an, daBFauf ein hôchstens (r — l)-diniensionalesF'£-abgebildet werden 
kann. Die betreffende Abbildung heiBe /. Wir bestimmen zu ihr die 
Zabi rj wie soeben. Es sei U' == {Ei , . . . , F',} eine »?-Überdeckung von F'. 
Setzt man F i = (FJ) , so erhâlt man eine Überdeckung U = {Fj , . . . , F,} , 
die dieselbe Ordnung bat wie U'. Da die Durcbmesser der F^ kleiner 
als 2e sind, sind wir zu einem Widersprucb mit der Définition der 
Zabi e gekommen, und das Brouwerscbe Invarianzprinzip ist bewiesen. 

Wir erwàbnen nocb einen besonders wicbtigen Spezialfall des soeben 
bewiesenen Satzes; Zu jedem Kompaktum F c R gibt es ein e > 0 
der art, dafi F durch keine e-Verschiebung in eine Menge kleinerer Dimen- 
sion übergefilhrt werden kann. 

3. Ausfegungsverfahren ; (n — l)-dimensionale Kompakten desH". 

Jedes F cz R”' kann bei beliebigem e mittels einer e-Verscbiebung in 
ein endlicbes Polyeder «-übergefübrt werden. Wir beweisen in der Tat 
sogar den scbârferen 

SatzIV (Ausfegungssatz). Ist F eine Teilmenge des in der simpli- 
zialen Zerlegung K vorliegenden Polyeder s R, so gibt es einen Teilkomplex K ' 
von K und eine solche stetige Abbildung f von F auf R' , da/3 bei jeder Wahl 
des Punktes a von F ein Simplex von K existiert, welches a und f{a) 
enthàlt. Sind die Simplexe von K ihrem Durchmesser nach kleiner ah s, 
so ist diese Abbildung f eine e-Verschiebung. 

Da jedes F c. R^ in einem endlicben Polyeder (z. B. in einem bin- 
reicbend groBen Simplex) entbalten ist, folgt die zu Beginn dieser Num- 
mer gemacbte Bebauptung aus dem Ausfegungssatze. 

Beweis des Ausfegungssatzes. Vorbemerkung. Es seien: Fc. R 
und T ein Simplex von R. Es wird vorausgesetzt, daB kein Simplex 
von R, welcbes T zu seinen Seiten zâblt, in seinem Innem Punkte 
von F entbâlt, und daB T mindestens einen inneren Punkt o entbàlt, 
welcber nicbt zu F gebôrt. Wir definieren eine stetige Abbildung / 
von F in — die Ausfegung von T in bezug auf F — folgendermaBen : 
In den im Innern von T liegenden Punkten von F ist / als die Pro- 
jektion aus dem Punkt o auf den Rand von T erklârt, wàbrend in 
allen ûbrigen Punkten von F die Abbildung / definitionsgemâB die 
identiscbe Abbildung ist. 

Es seien jetzt Fj, . . ., F, aile Simplexe von R, welcbe Punkte 
von F entbalten, in einer solcben Reihenfolge, daB die Dimensions- 
zabl von F^+i hocbstens so groB ist wie die von F^. Wir setzen F„ = F 
und nebmen an, daB F^ bereits definiert ist. Je nacbdem F^+i in F^ 
entbalten ist oder nicbt, erklâren wir f^^i als die identiscbe Abbildung 
von Fi bzw. als die Ausfegung von F<+i in bezug auf F^ und setzen 
^i+i = fi+i{Pi)- Sodann ist F, ein Polyeder R', wobei R' ein Teil- 
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komplex von K ist ; die Abbildung / = . . . /i ist die gesuchte 

Abbüdung von F auf F, = R'. Die Abbildung / von F auf R' wird ge- 
legentlich als eine Ausfegung (der nicht in F enthaltenen Simplexe) 
von K bezeichnet. 

Korollar. Eine abgeschlossene Menge des Hilbertschen Raumes ist 
dann und nur dann kompakt, wenn sie bei jedem e mittels einer b-V er- 
schiebung in ein endliches Polyeder übergeführt werden kann. Dieses 
Korollar folgt unmittelbar ans Kap. II, § 4, Satz VII und dem Aus- 
fegungssatz. 

Als Anwendung des Ausfegungssatzes beweisen wir noch folgenden 
wichtigen Satz: 

Satz V. Im F" sind die nirgendsdichten beschrànkten abgeschlossenen 
Mengen mit den hôchstens {n — i)-dimensionalen Kompakten identisch. 
(Mit anderen Worten: F c: F" ist dann und nur dann «-dimensional, 
wenn es ein «-dimensionales Simplex enthâlt.) 

Beweis. Es sei F" ein «-dimensionales Simplex, zu dem F als Teil- 
menge gehôrt : 7^ 3 F ; ein solches existiert wegen der Beschrànktheit 
von F. Ist in F ein «-dimensionales Simplex enthalten, so ist nach 
Satz II 

dimr"ë;dimF^>dim<", 

und nach dem Pflastersatz diml^ = dimT = «, also dimF = «. 

Es enthalte F kein «-dimensionales Simplex. Man wâhle ein beliebig 
kleines e und zerlege T” in Simplexe, die kleiner als e sind; jedes dieser 
Simplexe enthâlt Punkte, die nicht zu F gehôren und kann infolge- 
dessen (in bezug auf F) ausgefegt werden ; die Gesamtheit dieser Aus- 
fegungen ergibt offenbar eine e-Überführung von F in das aus den 
(« — t)-dimensionalen Simplexen der gewâhlten Zerlegung von zu- 
sammengesetzte Polyeder; somit kann F bei jedem e in eine hôchstens 
(« — t)-dimensionale Menge c-übergeführt werden, woraus vermôge des 
Brouwerschen Invarianzprinzips folgt, daB dimF ^ « — 1 ist, w. z. b. w. 

4. Das Abbildungsverfahren von Kuratowski. Es sei 

VL = {U„...,U,} 

eine offene Überdeckung des metrischen Raumes F ; es sei N ein Kom- 
plex eines F", welcher dem Nerven von U isomorph ist {N ist eine 
„Realisation des Nerven" im F"). Wir konstruieren nach Kuratowski 
eine stetige Abbildung x{p) von F in iV folgendermaBen. Wir defi- 
nieren in allen Punkten p von F die s reellen Funktionen 

MP) = Q{p> R — Ui), î' = i,...,s,i 

und erklâren x(p) als den Schwerpunkt der in den Eckpunkten b-^^, b, 
von N réspektive angebrachten Massen p^{p), . . p,(p); dabei ent- 
spricht der Eckpunkt 6^ von N dem Elément t/^ von Û. 

1 Ist Ui = so setzen wir =?= 1 für aile p» 
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Dann und nur dann ist //<(^) 4= O, wenn c ist; daraus folgt, 
daû, wenn p etwa zuU^^, U und nur zu diesen Elementen gehôrt, 
der Punkt x[p) im Innern des Simplexes hi^V7. b^^ von iV enthalten 
ist; a{p) ist also eine Abbildung von F in iV. Da die [ii{p) offenbar 
stetig sind, ist auch n{p) stetig. 

6. Approximation von stctigen Abbildungen ; e-Verschiebungen. 

Wir wollen jetzt naher untersuchen, was die Kuratowskischen Abbil- 
dungen a{p) in verschiedenen Spezialfâllen liefern. 

Es sei F ein Kompaktum, / eine stetige Abbildung von F in einen P” ; 
es sei schlieBlich e > 0 beliebig gegeben. Wir wâhlen 6 > 0 so klein, 
daû für je zwei Punkte p und p' von F, die voneinander um weniger 
als à entfernt sind, 

e(/(^),/(^'))<e/2 

gilt. Es sei 

u = {C7„. 

eine offene 6-Überdeckung von F; ist F endlich-, und zwar r-dimen- 
sional, so soU U die Ordnung r -p t , also der Nerv von U die Dimen- 
sionszahl r haben. 

In jeder Menge Ui, 1 s, wàhlen wir einen Punkt und lassen 

jedem einen Punkt c. i?" unter der Bedingung 

e(/(«v). h) < «/2 

entsprechen. Die Punkte b^, b ^ machen wir zu den Eckpunkten 

des im realisierten Nerven N von U (d. h. wir definieren N als den 
Komplex des 2?", dessen Eckpunktgerüste diejenigen Teilmengen 

6i. der endlichen Punktmenge h^,...,b, sind, denen nicht- 

leere Durchschnittsmengen Ui^' . . .• entsprechen). N heiÛt eine 
zu / und e gehôrende Réalisation des Nerven von U. Die Kuratowskische 
Abbildung u{p) von F in N heiût eine e- A pproximation der Abbildung /. 
Der Name ist berechtigt, denn es gilt für jeden Punkt p von F 

Qif(p), «(^)) < £. 

Es sei in der Tat p ein beliebiger Punkt von i*; er gehôre unter den 
Elementen von U zu 11^^,..., und nur zu diesen; dann ist p von 

jedem der Punkte um weniger als è entfernt, also ist die 

Entfemung zwischen j{p) und jedem der Punkte f {Ui,) , . . . , f (üi^) 
kleiner als e/2. Es gehôren mit anderen Worten die Punkte /(«i,), ••.,/(«(*) 
zu UifiP), e/2) , also die Punkte 6^,, . . b^^ zu ü(f[P), e), Als Schwer- 

pimkt gewisser in 6^^ 2»^^ angebrachter positiver Massen [nàmlich 

der Massen /»», (^) . . • . , {p ) , aile übrigen fZi {p) sind gleich Null] liegt 
der Punkt x(p) ebenfalls in U[f{p),e), es ist also Q{f{p), x{p)) < e. 

Im Falle, wenn P c JR" und / die identische Abbildung von F ist, 
ist eine e- Approximation x (p) von / eine e~V erschiehung, d. h. es ist 
Q{p, x(p)] < e. In etwas verschàrfter Fassung erhalten wir: 
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Satz VL Ist F c 2?", H = {Ui, . . eine offene e-Überdeckung 
von F, N der in hinreichender Nàhe^ von U realisierte Nerv dieser Über- 
deckung, so kann man mittels einer e-V erschiebung die Menge F in N 
abbilden, 

Denn es genügt, so nahe zu zu wâhlen, dafi q ( a^, bi) < e~ ô(Ui) 
ist. Gehôrt der beliebig gewâhlte Punkt f von F zu Ui^, und 

nur zu diesen Elementen von U. so liegen folglich auch 

der Punkt «(^) in U{p, e) , also ist Q{f,x{p))<e. 

6. Fall einer Euklidischen Réalisation des Nerven. Wir kehren zu 
den allgemeinen Voraussetzungen von Nr. 4 zurück, nehmen aber an, 
daB der dortige Komplex N Euklidisch ist. Dann gilt: 

Satz VII. Ist N eine Euklidische Réalisation des Nerven von U, 
und ist das Innere eines beliebig gewâhlten Simplexes bj^ . . . 

von N, so gilt für das Urbild . . . b^^ von [6,-^ • • - 

(1) = 

i4^ij 

Beweis. Da N Euklidisch ist, so sind die [6,-^ . . . zueinander 
fremd; wenn also der Punkt q = x{p) zu . . . 6 J gehôrt, so gehôrt 
er zum Innern keines anderen Simplexes von N, d. h. es sind die Massen 
Fi,{P), • • •. und nur diese positiv, so daB p zu . . ., î/,-^ 

und nur zu diesen Elementen von U gehôrt, woraus (1) folgt. 

Zusatz I. Ist U eine e-Überdeckung (und N nach wie vor Euklidisch), 
so ist die Kuratowskische Abbildung x{p) von F in N eine e-Abbildung. 

Denn jeder Punkt q = n(p) ist in einem Simplexinnern [bi^ . . . 
nâmlich im Innern seines Trâgers®, enthalten. 

7. Der Abbildungssatz von Hurewicz. Der Menger-Nôbelingsche 
Einbettungssatz. Es sei / eine stetige Abbildung des r-dimensionalen 
Kompaktums F in einen mindestens (2r + l)-dimensionalen 2î“. Wir 
konstruieren nach der Vorschrift von Nr. 5 die Überdeckung U von F 
und eine zu f und e gehôrende Réalisation N des Nerven von U. Dabei 
wâhlen wir die Eckpunkte b^, .... b, von N in allgemeiner Lage, so 
daB N ein Euklidischer r-dimensionaler Komplex im JR* ist. Sodann 
ist X eine e-Approximation von /, die nach dem Zusatz I eine e-Ab- 
bildung ist. Hiermit ist bewiesen; 

Zusatz IL Zu jeder stetigen Abbildung } eines r-dimensionalen 
Kompaktums F in einen mindestens (2r4-1)-dimensionalen Euklidi- 
schen Raum R" und zu jedem e gibt es eine e-Approximation, die zu- 
gleich eine e-Abbildung ist. 

Es sei jetzt c R” ein Eukiidisches Simplex, welches die Bild- 
menge f{F) im Innern enthâlt. Ist e hinreichend klein, so sind auch 
aile e-Approximationen von f ebenfalls Abbildungen von F in P*. Da 
femer bei beliebigem T > 0 und e ^ T jede e-Abbildung erst recht eine 

» Kap. IV, § 1. Nr. 11. 


* Kap. III, § 1, Nr.4 (Satz III). 
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T-Abbildung ist, lâBt sich unter den Voraussetzungen des Zusatzes II 
behaupten : 

Bei beliebiger Wahl der positiven Zahlen e, r, e^r, gibt es zu / 
eine r-Abbildung /,, die der Bedingung 

für aile pcz F genügt. ^ 

In der Ausdrucksweise von Kap. II, § 4, Nr. 5, heiBt das: 

Bei jedem r > 0 bilden die r-Abbildungen von F in 7^ eine in 
C(F, 7^) dichte Menge. 

Hieraus und ans dem Satz VI von Kap. II, § 4, folgt aber, daB 
auch die topologischen Abbildungen von F in 7^ eine in C(F, 7^) 
dichte, insbesondere also eine nichtleere Menge bilden. Man hat mit 
anderen Worten die beiden folgenden Sâtze, von denen der zweite im 
ersten enthalten ist: 

Satz VIII (Abbildungssatz von Hurewicz). Zu jeder stetigen Ab- 
bildung f des r-dimensionalen Kompaktums F in einen mindestens (2^ + 1)- 
dimensionalen Euklidischen Raum und zu jedem 0 gibt es eine 
topologische Abbildung cp von F in diesen R^, welche für jeden Punkt 
pci F der Bedingung 

Q{f(p)> <P(p)) < « 

genugt, 

Satz IX (Menger-Nôbelingscher Einbettungssatz). Jedes r-dimen- 
sionale Kompaktum ist einer Punktmenge des R^^^^ homôomorph. 

Ans dem Menger-Nôbelingschen Einbettungssatz folgt, daB die end- 
lich-dimensionalen Kompakten vom topologischen Standpunkt ans nichts 
anderes sind als die beschrànkten abgeschlossenen Punktmengen der 
Euklidischen Ràume, 

8. Dimensionstheoretischer Überführungssatz. Ans dem Zusatz I 
zum Satz VII folgt, daB ein Kompaktum F bei jedem e in das Polyeder N 
e-abgebildet werden kann, wobei N eine beliebige Euklidische Réalisation 
des Nerven einer beliebigen offenen (oder abgeschlossenen) e-Über- 
deckung von F ist. Diese Behauptung wollen wir jetzt verschârfen, 
indem wir zeigen, daB nicht nur c-Abbildungen von F in N, sondern 
auch e-Abbildungen von F auf ein Polyeder N\ N' c AT, existieren. 

Zu diesem Zweck gehen wir von der Kuratowskischen Abbildung 
H (P) von F in iV aus und wenden auf x{F) das Ausfegungsverfahren 
von Nr. 3 an. Es entsteht dadurch eine Abbildung / von x(F) auf ein 
Teilpolyeder N' von N, N' c N, Sieht man sich das Ausfegungsverfahren 
nâher an, so überzeugt man sich davon, daB bei der Abbildung fx von 
F auf iV' nur solche Punkte p von F in das Innere [6^^ • . • J abgebildet 
werden kônnen, deren Bilder bei der Abbildung x in einem Simplex 
von N liegen, welches das Simplex 7 als Seite und folglich die 

• * * ' ^ih als Eckpunkte besitzt. Solche Punkte von F liegen aber not- 
wendig in . . . • ihre Menge hat also einen Durchmesser <£, 
so daB fx eine £- Abbildung ist. Wir haben somit bewiesen: 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Satz X. Jedes Kompaktum F kann auf ein Teilpolyedèr N' von N, 
N' c N, e-abgebildet werden, wobei N der Euklidisch-realisierte Nerv einer 
beliebigen offenen e-Überdeckung von F ist. Diese e-Abbüdung f kann so 
gewâhlt werden, dafi das Urbild • •&{»] des Inneren irgendeines 

Simplexes bi„ . , . 6,-, von N' in der entsprechenden Durchschniüsmenge 
Ui^‘ . . enthalten ist. 

Bemerkung. IstU = F,} eine abgeschlossene e-Überdeckung von 

F, N ihr Euklidisch realisierter Nerv und <t > 0 beliebig, so existiert eine e-Ab- 
bildung von F auf ein Teilpolyeder IP von N mit 

/-n\-..6<»]c/7C/(F,., a): 

Ossysa A 

esgenügt, o kleiner als i{s — maxâ(F,)) und als die Lebesguesche Zabi derÜber- 
deckung F^, F, zu wâhlen und den Satz X auf die offene Überdeckung 
{17 (Fj, a), . . U (F,, o)} anzuwenden. 

Im Falle dimF = r kann N als y-dimensionaler Komplex voraus- 
gesetzt werden. Dann ist auch das Polyeder N' c: N, auf welches F 
sich £-abbilden lâût, hôchstens r-dimensional. Bei hinreichend klei- 
nem e ist dieses Polyeder nach dem Brouwerschen Invarianzprinzip 
mindestens f-dimensional, es ist also genau r-dimensional. Es gilt somit : 

Satz XI. Jedes r-dimensionale Kompaktum F kann bei jedem e > 0 
auf ein r-dimensionales (endliches) Polyeder e-abgebildet werden, und 
bei hinreichend kleinem e auf kein Polyeder kleinerer Dimensionszahl. 

Wir beweisen noch; 

Satz XI'. Jedes im Hilbertschen Raume oder in einem Euklidi- 
schen Raume R” liegende r-dimensionale Kompaktum F kann bei jedem 
£ > 0 mittels einer e-Verschiebung auf ein r-dimensionales Polyeder und 
bei hinreichend kleinem e auf kein Polyeder niedrigerer Dimensionszahl 
abgebildet werden'^. 

Beweis. Da man mittels einer beliebig kleinen Verschiebung ein 
F c in ein F' c i?" überführen kann (Kap. II, §4, Satz VII), so 
darf man sich von vornherein auf den Fall F c jfî" beschrânken. 

In diesem Spezialfall wird aber der Beweis des Satzes XF durch 
den Satz VI und eine Anwendung des Ausfegungsverfahrens geliefert*: 
denn die Simplexe von N bzw.* von ATj haben (unter den Voraussetzungen 
des Satzes VI) je einen Durchmesser <2e; das Ausfegungsverfahren be- 
deutet also eine zusâtzliche 2e-Verschiebung, die zusammen mit der 
ursprünglichen e-Verschiebung (deren Existenz im Satz VI behauptet 
wird) eine 3 e-Verschiebung von F auf ein Teilpolyeder N' von N bzw. 
Nx liefert. 


1 Man vergleiche diesen Satz mit dem Korollar zum Ausfegungssatz (Nr. 3). 

* Auch im Falle, wenn N keine Euklidische Réalisation des Nerven von U 
ist (vgl. Satz VI), ist N nach Kap. III, § 3, Satz I ein endliches Polyeder; in 
diesem Falle ist aber das Ausfegungsverfahren nicht auf N, sondern auf irgend- 
eine hinreichend feine Simplizialzerlegung des Polyeders W anzuwenden. 
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Im Falle dimF = oo gibt es nach Satz X ebenfalls e-Abbildungen 
von F auf endliche Polyeder; nur muB nach dem Brouwerschen In- 
varianzprinzip die Dimensionszahl dieser Polyeder mit abnehmen- 
dem e beliebig groB werden. Ebenso lâBt sich nach dem Satz VII 
von Kap. II, § 4, und dem soeben bewiesenen Satz XI' jedes un- 
endlich-dimensionale Kompaktum F c R°° bei jedem e mittels einer 
fi-Verschiebung auf ein Polyeder abbilden; auch hier wâchst die 
Dimensionszahl von mit abnehmendem e notwendig über aile 
Grenzen. 

Die beiden Sâtze XI und XI' zusammen werden als der dimensions- 
theoretische Überführungssatz bezeichnet; sie erlauben, die Dimension 
eines Kompaktums F mittels £-Abbildungen bzw. £-Verschiebungen zu 
definieren; man kann sagen, daB F hôchstens r-dimensional ist, wenn F 
bei jedem e auf ein hôchstens r-dimensionales Polyeder £-abgebildet 
werden kann bzw. wenn ein topologisches Bild F' c von F bei 
jedem e mittels einer e-Verschiebung in ein hôchstens r-dimensionales 
Polyeder übergeführt werden kann; man definiert dann wieder die 
r-dimensionalen F als solche, die hôchstens r-, jedoch nicht hôchstens 
(r— 1)-dimensional, und die unendlich-dimensionalen F als solche, die 
bei keinem r hôchstens r-dimensional sind. 

9 . Die am hâufigsten gebrauchte Behauptung, die in den obigen 
Überführungssâtzen enthalten ist, formulieren wir nochmals als einen 
besonderen Satz und geben ihr einen zweiten Beweis: 

Satz XI". Ist F a 2?”, n^oo, U — {Fi, .... F,} eine abgeschlos- 
sene e-Überdeckung von F, N der in hinreichender Nâhe von U realisierte 
Nerv von U, so kann man mittels einer e-V erschiebung F in N stetig ab- 
bilden. 

Beweis. Es sei £' < £ das Maximum der Durchmesser der Ele- 
mente von U. Wir wâhlen a so, daB }a kleiner als e — e' und als die 
Lebesguesche Zabi von U ist. Z sei eine simpliziale Zerlegung von /?“ 
vom Feinheitsgrade o, X der Komplex, der aus allen Simplexen von Z 
besteht, welche mindestens einen Punkt von F enthalten. Es genügt 
offenbar zu zeigen, daB man mittels einer e-Verschiebung K auf einen 
Teilkomplex von N simplizial abbilden kann. 

Wir definieren zuerst eine simpliziale Abbildung von K (in den X") 
dadurch, daB wir jedem Eckpunkt a von K einen unter den zu a am 
nâchsten liegenden Punkten von F als den Punkt (a) zuordnen. Da 
jedes Simplex von K kleiner als a ist und mindestens einen Punkt von F 
enthâlt, ist Q{a , f(a)) <. o , also eine n-Verschiebung. 

Wenn wir jetzt den Komplex / (X) , dessen Eckpunkte zu F gehôren 
und dessen Simplexe kleiner als sind, einer kanonischen Verschie- 
bung /j in bezug auf N unterziehen, so ist die simpliziale Abbildung 
eine (e' -f also noch immer eine £-Verschiebung von X 
in N, und unser Satz ist bewiesen. 


24 * 
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Eine Anwendung des Ausfegungssatzes ergibt sodann den dimen- 
sionstheoretischen Überführungssatz ohne Benutzung der Kuratowski- 
schen Abbildungen. 

Es sei jetzt P irgendein Polyeder, auf welches F «-abgebildet 
werden kann; als stetiges Bild des Kompaktums F ist P kompakt, 
also endlich. Wir wâhlen r) > 0 so klein, daB für jede abgeschlossene 
Teilmenge (P von P mit^ ^((P) < rj 

ô(/-^(0))<e 

Sodann sei K eine Simplizialzerlegung von P, deren Elemente 

sâmtlich kleiner als sind. Da die zu K gehôrenden baryzentrischen 
Sterne ^ 

( 2 ) 

offenbar kleiner als 7) sind, hat jede der abgeschlossenen Mengen 
einen Durchmesser <£; die Mengen F^ bilden 

also eine e-Überdeckung von F, deren Nerv mit dem Nerv von (2), 
d. h. mit dem Komplex K isomorph ist. Also: 

Sa t Z XII. Jede hinreichend feine Simplizialzerlegung eines Polyeder s, 
auf dus sich F e-ahbilden là fit , kann als Nerv einer e-Üherdeckung von 
F aufgefafit werden, 

10. Dimension und wesentliche Abbildungen. Die Bedeutung des 
dimensionstheoretischen Überführungssatzes beruht im wesentlichen 
darauf, daB er eine Beziehung zwischen dem allgemeinen Dimensions- 
begriff — also einer mengentheoretisch eingeführten topologischen 
Invariante — und der Dimensionszahl eines Polyeders im elementaren 
Sinne des Wortes feststellt. Wir wollen jetzt eine andere Beziehung 
dieser Art kennenlernen, indem wir einen dimensionstheoretischen Ab- 
bildungssatz beweisen, der gewissermaBen als ein Gegenstück zum 
Überführungssatz betrachtet werden kann. 

Es sei eine stetige Abbildung / eines Kompaktums F in ein kon- 
vexes Elément E gegeben ; F' sei die Menge der Punkte von F, die auf 
Randpunkte von E abgebildet werden. Man versuche durch stetige 
Abânderung der Abbildung /, die diese Abbildung in den Punkten 
von F' unverândert lâBt, zu erreichen, daB mindestens ein innerer 
Punkt von F befreit werde, d. h. bei der abgeânderten Abbildung nicht 
mehr als Bildpunkt auftrete. Wenn dies nicht gelingt, nennen wir die 
Abbildung / wesentlich^, sonst Sibev unwesentlich. Wir werden auch ôfters 
die Ausdrücke wesentliche bzw. unwesentliche Bedeckung von E (mit 
dem Bilde von F) gebrauchen. 

1 Ô(M) bezeichnet stets den Durchmesser der Menge M. 

2 Ein solches ô existiert nach Kap. II, § 3, Satz VI. 

® In der Terminologie aus Kap. XII, § 4, Nr. 6 müûte man hier statt 
wesentlich“ sagen: ,,relativ zu F' wesentlich^. 
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Klar ist : wenn F sich auf ein r-dimensionales konvexes Elément 
wesentlich abbilden làBt, so làBt sich F auf jedes r-dimensionale kon- 
vexe Elément wesentlich abbilden (insbesondere also auf ein r-dimen- 
sionales Simplex, eine f-dimensionale Vollkugel, einen r-dimensionalen 
Würfel usw.): denn ist eine wesentliche Abbildung von F auf EJ 
und g eine topologische Abbildung ^ von EJ auf E^ (bei der die Rânder 
von E^ und E^ einander entsprechen^), so ist, wie leicht ersichtlich, 
f ~ gfi eine wesentliche Abbildung von F auf E^. 

Es gilt nun folgender 

Satz XIII. Die Dimension des Kompaktums F ist die grotte Zahl y 
von der Eigenschaft, daP F sich auf eine r^dimensionale VùUkugel wesent- 
lich abbilden làjit. 

Mit anderen Worten: Jedes r-dimensionale Kompaktum lafit sich aiif 
eine r-dimensionale Vollkugel wesentlich abbilden; eine stetige Abbildung 
eines r-dimensionalen Kompaktums auf eine Vollkugel hoherer Dimen- 
sion ist dagegen stets unwesentlich, 

Vorbemerkung. Nach dem Urysohnschen Einbettungssatz (Kap. I, 
§ 8) darf angenommen werden, daB F eine Punktmenge des Hilbert- 
schen Raumes ist. Die weiteren Betrachtungen dieser Nummer sind in 
dieser Annahme gemacht. 

Beweis. Die erste Behauptung des Satzes XIII folgt aus dem Über- 
führungssatz. Es sei in der Tat b so klein, daB F in kein hôchstens 
(r — l)-dimensionales Polyeder 2 e-übergef ührt werden kann; man be- 
trachte sodann irgendein r-dimensionales Polyeder P, in dasE sich £-über- 
führen lâBt, und zerlege es in Simplexe, die sâmtlich kleiner als e sind. 

Es seien: K die auf diese Weise entstandene Simplizialzerlegung 
von P ; Pi , Pg > * * • > ihre Grundsimplexe ; Ei , Eg , . . . , E^ die Origi- 
nalmengen dieser Simplexe bei der die Überführung von E in P dar- 
stellcnden Abbildung /; E/, E 2 , . . ., E' die Originalmengen der Rânder 
der P^. Unter den gibt es bestimmt r-dimensionale Simplexe; es 
seien dies Pj , Pg, . . . , Pj^. Wir behaupten, daB unter diesen Simplexen 
mindesteiis eines bei der Abbildung / wesentlich bedeckt wird. Es sei 

^ Solche Abbildungen existicren nach Anhang II, § 2, Satz X. 

* In Wirklichkeit geht bei jeder topologischen Abbildung eines konvexen Ele- 
mentes auf ein anderes der Rand des einen Eléments in den Rand des anderen 
tiber. Es gilt sogar mehr: bei jeder topologischen Abbildung eines beliebigen 
(nicht notwendig konvexen) Elementes E auf eine konvexe Zelle Q derselben 
Dimensionszahl entspricht dem Rande von Q immer dieselbe Teilmenge von E ; man 
kann somit vom Rande eines beliebigen Elementes sprechen. Diese Behauptungen 
sind Spezialfâlle des Satzes von der Gebietsinvarianz. Beweise des Satzes von der 
Gebietsinvarianz sind im Kap. X, § 2, Nr. 5 , und in Kap. XII, § 2, Nr. 8, gegeben. 

Die Môglichkeit, den Rand eines beliebigen Elementes zu definieren, erlaubt 
auch von wesentlichen Abbildungen eines Kompaktums auf ein beliebiges Elément 
zu sprechen; dabei folgt aus den gleichen Schlüssen wie eben, daÛ, wenn F auf 
ein r-dimensionales Elément wesentlich abgebildet werden kann, so auch auf 
jedes andere. 
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dies nicht der Fall. Dann definiert man eine Abbildung /' von F fol- 
gendermaBen. In den Punkten von F,-, i > k, seize man /' = /. Man 
betrachte jetzt ein mit i ^k. Da die Abbildung / von Ff auf 
nach Annahme unwesentlich ist, kann man sie — unter Festhaltung in 
den Pimkten von Ff — so abândern, daB sie einen innerert Punkt von 
Ti, also auch eine Umgebung U {a^) dieses Punktes, von Bildpunkten frei 
hâlt. Durch Zentralprojektion aus wird die Punktmenge F< — U{a^) 
auf den Rand von abgebildet. Insbesondere wird dadurch das 
ganze Bild von F^ auf den Rand von befôrdert, so daB für jedes 
ié.k eine stetige Abbildung von F^ in den Rand von entsteht. 
Diese Abbildung bezeichnen wir mit /'. Da in Punkten der F^, also 
insbesondere in allen Punkten, die zu mehr als einem F^ gehôren, 
/' mit / identisch ist, schlieBen die in den einzelnen Mengen F^ definierten 
Abbildungen /' stetig aneinander und ergeben eine Abbildung /' der 
ganzen Menge F in ein hôchstens (r — 1)-dimensionales Polyeder P', 
welches aus den Randsimplexen der T^, i^k und den Simplexen 
2'fc+i. •••. T g besteht. Da /' sich von / hôchstens um den Maximal- 
durchmesser eines T^, also um weniger als e unterscheidet, steUt die 
Abbildung /' eine 2 e-Überführung von F in das Polyeder P' dar, was, 
da die Dimension von P' kleiner als r ist, der Wahl von e widerspricht. 

Somit gibt es unter den r-dimensionalen Simplexen von K ein 
wesentlich bedecktes Simplex, etwa T^. Man ordne jetzt jedem Eck- 
punkt von diesen selben, jedem nicht zu gehôrenden Eckpunkt 
von K irgendeinen Eckpunkt von zu. Diese Eckpunktzuordnung 
definiert eine simpliziale Abbildung (p von P auf , die in den Punk- 
ten von Fl die Identitât ist. Die Abbildung q>f ist sodann eine wesent- 
liche Abbildung von F auf T^, wie wir sie haben woUten. Die erste 
Behauptung des Satzes ist hiermit bewiesen. 

Den Beweis der zweiten Behauptung beginnen wir mit folgendem 

Hilfssatz. Es sei eine wesentliche Abbildung / von F auf eine 
r-dimensionale Vollkugel E gegeben; e sei eine im Innern von E ge- 
legene konzentrische Kugel. 

Es seien : 5 und s die Rânder von E bzw. e, a eine positive Zahl, die 
kleiner ist als die Differenz der Radien von S und s, 0 die Original- 
menge von S bei der Abbildung /. 

Dann bleibt bei jeder Abbildung von F in F, die in den Punkten a 
von 0 der Bedingung 

Q{f{a), fiia)) <<x 
genügt, die Vollkugel e bedeckt. 

Beweis. Es sei a ein beliebiger Punkt von F; man verbinde die 
beiden Punkte /(a) und /i(a) geradlinig und bezeichne bei jedem t, 
O^i mit f({a) den Punkt der Strecke 
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•welcher sie im Verhàltnis t: (1—/) teilt. Man schlage jetrt um den 
gemeinsamen Mittelpvinkt von E und e eine (r — l)-dimensionale Kugel- 
flâche S*c: E so nahe zu S, daB, wenn für einen Punkt a von P der 
Büdpunk t / {a) auBerhalb oder auf dem Rande von S* liegt, die Strecke 
/(«) fi{a) noch immer zu e fremd bleibt. Man bestimme ft{a) für aile 
Punkte von F folgendermaBen. 

1. Wenn f{a) zur abgeschlossenen Kugelschale zwischen S und S* 
gehôrt, so ziehe man durch / (a) einen Radius von S und betrachte die 
auBerhalb von S* gelegene Strecke d desselben, von auBen nach innen 
gerichtet. Der Punkt fl (a) soll dann auf der Strecke von f{a) nach 
fi (a) liegen und sie in demselben Verhàltnis teilen, wie / (a) die Strecke d 
teilt. Insbesondere ist für f{a)c: S bei jedem t 

wâhrend aus f(a) c: S* folgt, daB f^a) = f({a) ist. 

2. Wenn f {a) zum Innern von S* gehôrt, sei ^ (a) = ft (a) . 

Nun ist /o offenbar mit / identisch, so daB die Abbildungsschar fl 
eine stetige Abânderung von / darstellt, die überdies so beschaffen ist, 
daB für ac0 fortwâhrend fl[a) — f[a) bleibt. Da die Abbildung / 
wesentlich war, bleibt die ganze Kugel E bei der Abbildung fl bedeckt, 
also erst recht die Kugel e. Bei den Abbildungen fl werden aber nur 
jene Punkte von F in c abgebildet, deren Bilder bei der Abbildung / 
innerhalb von S* liegen; in diesen Punkten stimmen jedoch die Ab- 
bildungen fi und fl überein, so daB e auch bei der Abbildung fi bedeckt 
wird, w. Z. b. w. 

Der Radius von £ sei 1 ; ^ sei eine zu E konzenirische Vollkugel mit 
dem Radius J ; / sei eine wesentliche Abbildung von F auf £ ; e > 0 
sei beliebig; die stetige Abbildung von F in £ sei*^ eine e- Approxi- 
mation von / (im Sinne von Nr. 5), N eine zu / und e gehôrende Réali- 
sation des Nerven einer beliebigen hinreichend f einen Überdeckung U 
von F (vgl. Nr. 5); wenn e < | ist, so wird nach unserem Hilfssatz bei 
der Abbildung /, die ganze Vollkugel e bedeckt, was bei hinreichend 
kleinem e nur dann môglich ist, wenn N und folglich F mindestens 
y-dimensional ist. Hiermit ist auch die zweite Behauptung des 
Satzes XIII bewiesen. 

Bemerkung. Wir werden spâter sehen®, daB jedes Kompaktum F, 
dessen Dimension endlich, aber grôBer als r ist, eine r-dimensionale ab- 

^ Unter den e-Approximationen von f {im Sinne von Nr. 5) gibt es solche, 
die jP in £ abbilden: es sei in der Tat f* irgendeine -- -Approximation von /; 

sie bildet F in die zu E konzentrische Vollkugel £♦ vom Radius 14--^ ab. 

2 

Wir bilden jeden Radius von auf den auf ihm Uegenden Radius von E pro- 
portional ab; dadurch entsteht eine homothetische Abbildung h von E* auf E; 
die Abbildung hf* von F in £ ist die gesuchte e- Approximation von /. 

* Im Bande II. 
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geschlossene Teilmenge jF' enthâlt. Man bilde F' wesentlich auf die 
f-dimensionale VoUkugel E ab und erweitere diese Abbildung auf 
ganz F; die dadurch entstandene stetige Abbildung von F auf E ist 
ebenfalls wesentlich, so daB jede F mit dimF ^ r auf eine r-dimensio- 
nale Vollkugel wesentlich abgebildet werden kann. Wir kônnen also 
den Satz XIII mit dem Überführungssatz wie folgt verschmelzen : 

Eine abgeschlossene Menge des ist dann und nur dann hôchstens 
r-dimensionaly wenn sie bei jedem e in ein r-dimensionales Polyeder 
e-übergeführt werden kann; sie ist dann und nur dann mindestens r-dimen- 
sionaly wenn sie sich auf ein r-dimensionales Elément wesentlich abbilden 
là^t. 


Anhang zum neunten Kapitel. 

Elementare Beweise des Fixpunktsatzes für das Simplex 
und des Pflastersatzes. 

In diesem Anhang geben wir für zwei berühmte und wichtige Sâtze 
— den Brouwerschen Fixpunktsatz für das Simplex und den Lebesgue- 
schen Pflastersatz — Beweise wieder^, die sehr kurz und insofern be- 
sonders elementar sind, als sie keine speziellen Kenntnisse aus den 
Theorien voraussetzen, in welche diese Sâtze gehôren und in deren 
Rahmen wir dieselben Sâtze noch an anderen Stellen des Bûches be- 
weisen^. 

Es ist immer T ein testes tz-dimensionales Simplex mit den Eck- 
punkten a^^y a^y , . . . a^, 

Das Spernersche Lemma. Der Komplex K sei eine Simplizial- 
zerlegung von T ; jedem Eckpunkt e von K sei eine Ziffer j [e) aus der 
Reihe 0, 1, . . n der art zugeordnety dafi der Eckpunkt aj(^g^ Eckpunkt 
derjenigen Seite von T ist y die der Tràger von e ist, Dann gibt es ein 
Grundsimplex T' von Ky dessen Eckpunkten die n + 1 voneinander ver- 
schiedenen Ziffern 0 , 1 , . . . , n zugeordnet sind, 

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz III des Kap. IX, § 1 : Es 
sei C das Simplex T y aufgefaBt als algebraischer Komplex des Koeffi- 
zientenbereiches durch die Simplizialzerlegung K 

von T bewirkte Unterteilung von C; dann ist nach dem genannten 
Satz durch f[e) = aj^^^ eine simpliziale Abbildung / von C' mit f{C) = C 
bestimmt; es gibt also gewiB ein Simplex x' von C' mit f[x') — C. 
Das Simplex \x*\~ V erfüllt die Behauptung des Lemmas. — 

^ Die Gnindlage dieser Beweise ist das ,, Spernersche Lemma" [Sperner: 
Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 6 (1928) S. 265]. Wir folgen hier eng der Dar- 
stellung von Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz [Fund. Math. Bd. 14 (1929) 
S. 132]. 

a Kap. IX, § 2, Nr. 2. ~ Kap. XII. § 3, Nr. 3- - Kap. XIV, § 1, Nr. 4. 

a Dann ist der Beweis besonders einfach. Man beachte die ..Bemerkung" in 
Kap. IX, § 1, Nr. 2. 
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Satz A (von Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz). Es seien 
Aq, Al, . . . , abgeschlossene Mengen, welche eine solche Überdeckung 
des Simplexes T bilden, dajî für jede Seite . . . «i~ von T gilt: 

('*) ^ ^io + + • • - + Af^. 

Dann • . . . • 4= 0. 

B e w e i s. Es sei <t die Lebesguesche ZahB des Systems {Aq, Ai, ... A„} 
und K eine Simplizialzerlegung des Simplexes T mit Simplexdurch- 
messem <or. Wir ordnen jedem Eckpunkt e von K eine Ziffer j(e) 
aus der Reihe 0, i , . . . , n un ter den folgenden Bedingungen zu; I) 
ist ein Eckpunkt derjenigen Seite von T, die der Trâger von e ist; 
II) «c Aj^^y Die Existenz einer solchen Zabi j{e) ist der Inhalt der 
Voraussetzung (1). Aus der Eigenschaft I) und dem Spemerschen 
Lemma folgt: Es gibt ein Grundsimplex T' von K, dessen Eckpunkten 
die » + 1 verschiedenen Ziffern 0, \ , . . ., n zugeordnet sind. Infolge 
der Eigenschaft II) hat das Simplex T' mit jeder Menge einen Punkt 
gemein ; da sein Durchmesser kleiner ist als die Lebesguesche Zahl des 

Systems {A^, Ai A„}, ist daher A^ - Ai ■ . . . • A„ 4= 0. — 

Der Brouwersche Fixpunktsatz für das Simplex. Jede 
stetige Abbildung des Simplexes T in sich besitzt wenigstens einen Fix- 
punkt. 

Beweis (von Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz). Wir be- 
dienen uns der baryzentrischen Koordinaten® in bezug auf das Koordi- 

natensystem («o. «i «J- Hat der Punkt a von T die Koordi- 

naten /<o> j“n> ist also 

(2) a = /^o^o + + • ' • + /^n^n> 

(2a) fiiS-O] i = 0,i,...,n; (2b) = 

i~0 

so habe der Bildpunkt a' — f (a) die Koordinaten , . . . , 

(2) a' = + • • • + 

(2a') /^i>0-, i = 0,i «; (2b') ^^ = 1. 

i=0 

Die Menge aller Punkte a mit 

(3) Fi ^Fi 

nennen wir î = 0, jede dieser Mengen ist offenbar 

abgeschlossen. 

Die Mengen A^ erfüllen die Voraussetzung des Satzes A. Denn 
ist a ein Punkt der Seite so ist 

Fû + Fi, + h = t is f’ù + h + Fir, 


1 Kap. II, § 3, Nr. 3. 


2 Vgl. Anhang II, § 1, Nr. 2. 
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also gilt (3) für wenigstens ein i aus der Reihe Îq, i^, d. h.: 

« <= + A + • • • + A- 

Folglich gilt auch die Behauptung des Satzes A, und es existiert 
also ein solcher Punkt a, daû zwischen seinen Koordinaten und denen 
seines Bildpunktes f{a) die Ungleichungen ( 3 ) für aile i gelten. Aus 
(2 b) und (2 b') ist ersichtlich: das ist nur môglich, wenn in allen diesen 
Beziehungen ( 3 ) für i = 0, i , . . n das Gleichheitszeichen gilt, d. h. 
wenn a Fixpunkt ist. — 

Satz B (von Sperner). Es sei {.(4o, A„} eine solche Über- 

deckung des Simplexes T mit abgeschlossenen Mengen A^, dafi die Menge A^ 
zu der Seite = «^ . . . • • • «n f^^md ist, i = 0, i , . . . , n. 

Dann ist Aq - A^ - . . . • A„ ^ 0. 

Beweis. Da die Seite auf allen Seiten y^. liegt, für 

welche die Ziffer k nicht in der Reihe i(,, i^, . . i^ enthalten ist, ist 
die Seite • «i, fremd zu allen Mengen A^, mit den genannten 

Indexen k; daher ist sie in der Summe der übrigen A^ enthalten, d. h. 
es gilt (1). Die Mengen A^ erfüllen also die Voraussetzung des Satzes A, 
und daher gilt die Behauptung. — 

Der Lebesguesche Pflastersatz^. Zu jedem n-dimensionalen 
Simplex T gibt es eine Zahl T > 0 mit folgender Eigenschaft: Die Ord- 
nung jeder Überdeckung (F^, . . ., F^} von T mit abgeschlossenen Men- 
gen F). , deren Durchmesser sàmtlich <t sind, ist '^n 

Zusatz. Als die Zahl r kann man die Lebesguesche Zahl des Systems 
{yo> yi> • • •> y»»} (n — \)-dimensionalen Seiten von T wàhlen^. 

Beweis. Es habe t die im Zusatz genannte, und {Fj, . . ., F„,} die 
im Satz genannte Bedeutung. Hâtte eine Menge mit jeder Seite 
einen Punkt gemein, so müfiten, da der Durchmesser von F^ kleiner 
ist als die Lebesguesche Zahl des Systems der y,- , die Seiten yo , yi , •••, y n 
einen nicht leeren Durchschnitt haben — entgegen der tatsâchlichen 
Situation; daraus sieht man; jede Menge F^ ist zu wenigstens einer 
Seite y^ fremd. Es sei nun das System der jenigen Mengen F;^ , welche 
fremd zu y^, aber nicht fremd zu yç, y^, . . . , yj_ j sind, i = 0, 1 , . . . «; 
dann ist jede Menge F;, in genau einem System enthalten. Femer 
sei Af die Vereinigungsmenge aller in enthaltenen Mengen F^. Dann 
erfüllen die Mengen A^ die Voraussetzung des Satzes B, und es gibt 
daher einen Punkt a, der allen Mengen A^ angehôrt. Dieser Punkt a 
gehôrt also einer Menge F;^ jedes Systems für f = 0, 1 , . . . , « an 
und erfüllt somit die Behauptung des Pflastersatzes. — 

Aus dem Pflastersatz folgt nun leicht der 


^ Vgl. § 3, Nr. 1 sowie § 2, Satz II. 

* Aufgabe: Man bestimme, wenn das Simplex T gegeben ist, diese Zabi t aus 
den elementargeometrischen Grôûen (Kantenlàngen, Winkeln usw.) von T ; ins- 
besondere wenn » = 2, also T ein Dreieck isti 
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Satz von der Invarianz der Dimensionszahl des (von 
Brouwer). Im existiert kein topologisches Bild eines n-dimensio- 
nalen Simplexes mit n> m. 

Beweis (im Anschlufi an Lebesgue). Jedes Kompaktum F des iî’" 
besitzt bei gegebenem £ > 0 Überdeckungen einer Ordnung gw + 1 
mit abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser <e sind: man kon- 
stmiere im einen Euklidischen simplizialen Komplex K mit Simplex- 
durchmessem < 1 , so daC F <z. R ist ; seine baryzentrischen Sterne 
bilden eine derartige Überdeckung^ von F. Daher gestattet auch jede 
Punktmenge F' , die mit F homôomorph ist, Überdeckungen, deren 
Ordnungen êîw + 1 sind, mit beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen. 
Ein «-dimensionales Simplex mit « > m gestattet nach dem Pflaster- 
satz derartige Überdeckungen nicht und ist daher keiner Teilmenge 
des 2?”* homôomorph. 


Zehntes Kapitel. 

Der Zerlegungssatz für den Euklidischen 
Raum. Weitere Invarianzsâtze. 

8 1. Der Zerlegungssatz. 

1. P'ormulierung des Satzes. Ansatz zum Beweise der ersten Hâlfte des 
Satzes. — 2. Beweis des Hilfssatzes I. — 3. Fortsetzung des Beweises. — 
4. AbschluB des Beweises des Hilfssatzes I. — 5 - Beweis des Hilfssatzes II: 
Vorbemerkung tiber die Schnittzahl eines (w — l)-dimensionalen und eines 
eindimensionalen Zyklus im R^. — 6. Durchführung des Beweises des Hilfs- 
satzes II. — 7. Beweis der zweiten Hâlfte des Zerlegungssatzes : Vorbemer- 
kung über (« -- 1)-dimensionale Zyklen im R*. — 8. Durchführung des Be- 
weises der zweiten Hâlfte des Zerlegungssatzes. — 9. Korollare. — 10. Die 
Abwesenheit y-dimensionaler Torsion mit r ^ n — 2 im i?”. 

8 2. Gebietsgrenzen. Der Jordan- Brouwersche Satz. Gebietsinvaricmz. 

1. Vorbemerkung und Satz tiber die Dimension der Gebietsgrenzen. — 

2. Absolute und regulâre Gebietsgrenzen. ~ 3. Geschlossene Gebilde. — 

4. Spezialfall der Polyeder, Der Jordan -Brouwersche Satz und seine Ver- 
allgemeinerungen. — 5. Invariante Charakterisierung der inneren und der 
Randpunkte einer Punktmenge des R". Gebietsinvarianz. 

8 3. Weitere Anwendungen und Invarianzsâtze. 

1. Verschârfung eines Satzes aus § 1, Nr. 9. — 2. Définition der Cantorschen 
Mannigfaltigkeiten. — 3. Spezialfall der Polyeder. Invarianz des starken 
Zusammenhanges. — 4 . Regulâre und singulâre Punkte eines Polyeders. — 

5. Homogen-dimensionale Komplexe. Invarianz des (w — 1)-dimensionalen 
singulâreri Teils R* eines Komplexes R**. — 6. Invarianz des regulâren Zu- 
sammenhanges. — 7. Invarianz der Pseudomannigfaltigkeiten. — 8. In- 
varianz der Orientierbarkeit bzw. der Nichtorientierbarkeit. — 9. Définition 
der Mannigfaltigkeiten. 

Anhang zum zehnten Kapitel: Raumzerlegung und wesentliche Abbildungen. 


^ Kap. III, § 4 , Nr. 1, Zusatz II zum Satz II. 
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§ 1. Der Zerlegungssatz. 

1. Définition. Die Punktmenge A zerlegt den topologischen 
Raum R y wenn R — A nicht zusammenhângend ist, also aus mehr 
als einer Komponente besteht. 

Somit wird der Raum R dann und nur dann durch die leere Menge 
zerlegt, wenn er nicht zusammenhângend ist. 

Vorbemerkung. In diesem Kapitel wird mit F immer ein in 
einem festen R^ liegendes Kompaktum bezeichnet. 

Aile sich auf Bettische Zahlen bzw, Bettische N-Zahlen^ beziehenden 
Behauptungen und Beweise dieses Kapitels gelten hei Zugrundelegung so- 
wohl des Koeffizientenbereiches 65 als auch eines Koeffizientenbereiches 65^ , 
wobei m eine beliebige Primzahl ist, 

Zerlegungssatz. F sei ein Kompaktum im R^. Dann ist die 
Anzahl der Komponenten der Komplementàrmenge R^—F um 1 grô/ier 
als die {n — \)4e Bettische N-Zahl von F. 

Da für (endliche, auch krumme) Polyeder die Bettischen Zahlen mit 
den Bettischen iV“Zahlen zusammenf allen, folgt aus dem Zerlegungssatz : 

Z usât Z. Es sei P cz R^ ein endliches, im allgemeineny krummes 
Polyeder. Die Anzahl der Komponenten von R^ — P ist endlichy und 
zwar um \ grofier als die {n — i)-te Bettische Zahl von P, 

Beweis. Vorbemerkung. Die (w — 1)-te Bettische A^-Zahl von F 
soll mit P {F) bezeichnet werden, die Anzahl der Komponenten von 
R^-F mit q{R^^F). 

Unter einem Polyeder schlechtweg wird im Laufe des Beweises 
des Zerlegungssatzes stets ein endliches Euklidisches Polyeder des 
verstanden. 

Beweis der Ungleichung 

( 1 ) q(Rn^F)^p^F) + 'i.^ 

Die Ungleichung (1) ergibt sich, wie wir gleich sehen werden, aus 
den folgenden beiden Hilfssâtzen: 

Hilfssatz I. F lâBt sich bei jedem e mittels einer e-Verschiebung 
auf ein Polyeder Pg abbilden, für welches 

(2) q(R^-P,)^q{R^-^F) 

ist. 

Hilfssatz II. Für Polyeder P gilt 
(la) q{R^--P)^P(P) + 1.3 

Wir nehmen für einen Augenblick an, da6 die beiden Hilfssâtze be- 
wiesen sind, und folgern aus ihnen die Ungleichung (1). Zu diesem 

1 Kap. IX, § 2, Nr. 3- 

2 Der Beweis dieser Ungleichung wird in den Nummern 1 bis 6, der Beweis 
der Umkehrung von (1) — Ungleichung (7) — in den Nummern 7 und 8 geführt. 

3 DaÛ hier tatsâchlich das Gleichheitszeichen gilt, lehrt der Zerlegungssatz. 
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Zweck bemerken wir zuerst, daC eine beliebige hinreichend feine sim- 
pliziale Zerlegung von P* als Nerv einer £-Überdeckung von F be- 
trachtet werden kann (Kap. IX, § 3, Satz XII) ; ans (2) und (1 a) folgt 


ferner, dafi 


q{R--F)^p{P,) + i 


ist, und das bedeutet nach der soeben gemachten Bemerkung, daB zu 
jedem e es e-Überdeckungen von F gibt, deren Nerven AT^die Ungleichung 


erfüllen; folglich gilt nach der Définition der Bettischen AT-Zahlen 
von F auch q{R” - F) p(F) + i , 


d. h. die Ungleichung (1). 

2 . Beweis des Hilfssatzes I: Konstruktion der Polyederumge- 
hung Ü, ihrer Simplizialzerlegung K und der Komplexe Ki- Man be- 
trachte eine simpliziale Zerlegung Z des F", deren Elemente kleiner 
als e sind; die Gesamtheit aller Simplexe von Z, die Punkte von F 
enthalten, und ihrer Seiten bildet einen Komplex K' , und das Polyeder R' 
ist eine (abgeschlossene) e-Umgebung von F. 

Es seien 


( 3 ) 


1 , i 2> * • • > ^ ë 


diejenigen n-dimensionalen Simplexe von K' , welche nicht in F ent- 
halten sind; im Innern eines jeden F" wâhlen wir ein zu F fremdes 
Simplex wir kônnen dabei voraussetzen, daB die Simplexe 
. . einer hinreichend feinen Unterteilung Z' der simplizialen Zer- 
legung Z entnommen sind; wenn wir aus jedem F" das Innere von fl 
entfernen, kommen wir von K' zu einem Polyeder Uq, welches noch 
immer eine e-Umgebung von F bildet. 

Ist Q ein Simplex, welches im Innern enthâlt, so liegt der Rand 
von Q in einer Komponente von F" — Uq . Diese Komponente bezeich- 
nen wir mit Hq. Da man jeden Punkt von F" — Q mit einem Rand- 
punkt von Q geradlinig in R” — Q (also in Hq) verbinden kann, liegt 
ganz R^ — Q in Somit gibt es nur endlich-viele Simplexe von Z', 
welche nicht in liegen. Da andererseits jede Komponente von F” — Uq 
das Innengebiet mindestens eines Simplexes von Z' enthâlt, hat F" — Uq 
nur endlich-viele Komponenten. Es seien dies 

Fo. ■■■. F,. 

Jedes Gebiet liegt in einer bestimmten Komponente Gj von F” — F, 
denn nach Kap. I, § 2, Nr. 15 lassen sich je zwei Punkte p,q von 
durch einen Streckenzug piqc: HiCZ R!^ — UqCZ R’^ — F verbinden; 
aber ein und dasselbe enthâlt im allgemeinen mehrere 

Wir betrachten jetzt irgend zwei Komponenten von F" — Uq, die in 
derselben Komponente Gj von R” — F liegen ; es seien dies etwa und ; 
wir verbinden innerhalb von Gj einen Punkt pi von mit einem Punkt 
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Pjf von Hji durch einen einfachen Streckenzug pïpje, welcher zu den 
(n — 2)-dimensionalen Elementen der Simplizialzerlegung Z fremd ist, 
und bezeichnen mit den letzten Punkt von 'pipjf , welcher noch zu Hi 
gehôrt, mit «g den ersten Punkt von in dem dieser Streckenzug 

in ein von verschiedenes eindringt. Der einfache Streckenzug 

w = tti «2 gleichzeitig in tj^ und in man kann dabei offenbar 

voraussetzen, daB die Endpunkte und ag von w bzw. im Innern 
zweier (n — l)-dimensionaler Simplexe und Tg'^liegen, welche zur 
simplizialen Zerlegung Z' gehôren und auf dem Rande von bzw. 
liegen. Wir bauen jetzt um den Streckenzug w einen „Zylinderkôrper“ 
(eine ,,Rôhre“) V, d. h. eine abgeschlossene Polyederumgebung von m, 
die ein «-dimensionales Elément ist, aile Punkte von u> bis auf die 
beiden Endpunkte im Innern enthâlt, die Punkte und dagegen 
auf dem Rande (und zwar auf den beiden ,,Grundflâchen“ des ,,Zylin- 
ders“) trâgt. Wir nehmen ferner an, daB der ganze Zylinderkôrper V 
in G und bis auf seine beiden Grundflâchen im Innern von Uq enthalten 
ist; die Grundflâchen aber sollen auf 7^“^ bzw. auf liegen. 

Wir definieren nun das Polyeder C/j so; 

Ü,= Üo-V 

(dabei bedeutet V das Innere des Zylinderkôrpers und seine beiden 
Grundflâchen). Die Komponenten von R"—Ui sind dieselben wie die 
von R" — Üq mit dem einzigen (allerdings wesentlichen !) Unterschied, 
daB jetzt anstatt der beiden Komponenten und H/^ die einzige Kom- 
ponente Hf, V auftritt. Die Anzahl der Komponenten hat sich 

also um 1 vermindert. 

Dieses Verfahren kann man so lange fortsetzen, wie es noch Kom- 
ponenten Gf von R" — F gibt, die mindestens zwei Komponenten von 
R”— C/j, R”— C/g, ... enthalten. Nach endlich-vielen Schritten ge- 
langt man also zu einer Polyederumgebung — Ü von F, die in Üq 
enthalten (also eine e-Umgebung von F) ist und die Eigenschaft hat, 
daB in keiner Komponente von R’' —F mehr als eine Komponente 
von R” — Ï7 liegt, so daB 

(4) q{R«-Ü)^q{R’'~F) 

ist. 

Offenbar darf man voraussetzen, daB U aus Simplexen einer ge- 
wissen Unterteilung Zq von Z' aufgebaut ist; die dadurch definierte 
simpliziale Zerlegung von U môge K heiBen. Die Simplexe von K, die 
in dem Simplex T" von (3) gelegen sind, bilden einen Komplex 
wobei Ki jedenfaUs nicht das ganze Simplex 77 ausfüllt (denn das 
Simplex enthâlt in seinem Innern keinen Punkt von R^). 

3. Hineindrücken von frei gelegenen Simplexen. Wenn in 
irgendeinem Simplex 7^ ein aus Simplexen einer simplizialen Zerlegung 
von V* aufgebautes «-dimensionales Polyeder R" enthalten ist, welches 
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nicht das ganze Simplex T" ausfüUt, so gibt es unter den Simplexen D" von 
K" bestimmt „frei gelegene" Simplexe; darunter verstehen wir n-dimen- 
sionale Simplexe D", die lângs einer im Innem von T” liegenden (n — i)- 
dimensionalen Seite (einer „freien Seite“ des Simplexes Z)") an T^ — R" 
anschlieBen. (Die Existenz dieser Simplexe folgt ans dem regulâren Zu- 
sammenhang der simplizialen Zerlegung von T ; vgl. Kap. IV, § 5, Nr. 12.) 

In bezug auf jedes frei gelegene Simplex des Komplexes K” lâBl 

sich eine stetige Abbildung / von R” in sich — „das Hineindrücker, 

des frei gelegenen Simplexes D““ — definieren. Es sei = | , . . . 

eine bestimmte freie Seite von D” = | . . . a„ | ; nur in den innerer 

Punkten von D” und D"“ ^ soll / von der Identitât verschieden, und zwai 

folgendermaBen erklàrt sein. Wir zerlegen das Simplex D” = | 

in die n Simplexe , , , 

Dy j Uq . , . J b J . . . j, v = l,2,...,? 

wobei b den Schwerpunkt der freien Seite | | bezeichnet : di( 

Abbildung / wird in jedem D” dadurch definiert, daB die Eckpunkte a 
sàmtlich lest bleiben, / {b) — gesetzt wird und sodann D" affin au 
|a{, . . . ay_iay^i • • • «ni abgebildet wird. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens entsteht eine stetig( 
Abbildung g von R" auf ein {n — l)-dimensionales Polyeder, welches au 
lauter (« — l)-dimensionalen Simplexen von K" aufgebaut ist; diese Ab 
bildung lâBt aile Punkte von R” fest, die auf dem Rande von T” liegen 

4. AbschluB des Beweises des Hilfssatzes I. Wir wendei 
jetzt diesen ProzeB auf unsere in den einzelnen Simplexen T” liegendei 
Polyeder R^ an; in jedem R^ wird eine Abbildung g erklârt, und d 
auf allen gemeinsamen Seiten zweier Komplexe R^ und Kj die Abbil 
dung g als die Identitât erklârt ist, schlieBen die in verschiedenen R 
erklârten Abbildungen g aneinander und an die identische Abbildun 
des auBerhalb der Tî liegenden Teiles von Ü stetig an; es entsteht sc 
mit eine Abbildung g von Ü auf ein Polyeder P. Dabei gilt folgendes 

1) P ist aus gewissen Simplexen von K aufgebaut und liegt somi 
in einer bestimmten simplizialen Zerlegung Q vor; dabei sind di 
«-dimensionalen Simplexe von Q (falls solche überhaupt auftreten) untf 
den in F liegenden «-dimensionalen Simplexen von K enthalten. 

2) Ein beliebiger Punkt a von Ü und sein Bildpunkt g (a) gehôre 
stets zu demselben Simplex der (allerersten) simplizialen Zerlegung 2 
die Abbildung g ist somit eine e-Überführung. 

3) Da bei einer einzelnen Eindrückung die Komponentenzahl d€ 
Komplementârraumes sich offenbar nicht àndert, und die Abbildung 
aus einer endlichen Anzahl von sukzessiven Eindrückungen zusammer 
gesetzt ist, ist 

(5) giR^'-P) = q{R’'-Ü)^q(R«-F). 

Wir wenden schlieBlich auf die hôchstens (» — l)-dimensionale 
Simplexe von Q das Ausfegeverfahren (Kap. IX, § 3, Nr. 3) in bezu 
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auf die abgeschlossene Menge g (F) an; dadurch geht g {F) in ein Po- 
lyeder P' <z P über; P' entsteht aus P dadurch, daû gewisse hôchstens 
(n — i)-diniensionale Simplexe der gegebenen simplizialen Zerlegung Ç 
von P wegfallen, wodurch die Komponentenzahl des Komplementâr- 
raumes hôchstens vermindert werden kann; es ist also 


folglich [nach (5)] 


q{R^-P')^q{R’'-P); 

q(R”-P')^q{R”-F)-, 


da überdies P' das Bild von F bei einer e-Verschiebung ist, kann P' = P^ 
gesetzt werden. 

Damit ist der Hilfssatz I bewiesen. 

5. Beweis des Hilfssatzes II. Vorbetnerkung über die Schnitt- 
zahl eines ein- und eines {n — i)-ditnensionalen Zyklus im 

Es seien eine orientierte Strecke = (a^a^) und ein (« — l)-dimen- 
sionales (Euklidisches) orientiertes Simplex im i?” gegeben. Wir 
nehmen an, daB und in allgemeiner Lage sind*, woraus ins- 
besondere folgt, daB keiner der beiden Eckpunkte und auf dem 
Rande von liegt. Wir setzen ferner voraus, daB der iî” orientiert 
ist. Falls x^ und keinen gemeinsamen Punkt haben, sagen wir, 
daB ihre Schnittzahl 0{x^, y"”*) NuU ist; sonst haben x^ und einen 
einzigen gemeinsamen Punkt — den Schnittpunkt der Geraden 
mit der (« — 1)-dimensionalen Ebene y“■^ die das Simplex y”"^ trâgt; 
in diesem Falle sagen wir, daB die Schnittzahl 0 {x'^, y"”^) von x^ 
und y"~^ gleich +1 oder —1 ist und bestimmen das Vorzeichen dieser 
Schnittzahl folgendermaBen. 

Wir betrachten zwei «-dimensionale Simplexe \xi\ und \x^\, die 
auf den beiden Seiten der Ebene y""^ liegen und |y”"^| als ihre ge- 
meinsame Seite haben; die Orientierungen x^ und x^ wâhlen wir so, 
daB sie mit der bereits festgelegten Orientierung des R" übereinstimmen ; 
sodann tritt das orientierte Simplex y”“^ im Rande des einen der bei- 
den Simplexe x^ und , etwa im Rande von a:f, mit dem Vor- 
zeichen -j-, im Rande des anderen mit dem Vorzeichen — auf. 

Wenn man nun die orientierte Strecke x^ = («„ a^) von «q nach 
durchlâuft und in den Schnittpunkt o (von und ÿ”"^) gelangt, so 
sind nur zwei Fâlle môglich — entweder verlâBt man in diesem Augen- 
blick das Simplex x^ und dringt in ein —, in diesem Falle sagen 
wir, da fi die Schnittzahl von x^ und y"”^ gleich -|-1 ist, oder aber man 
verlâBt das Simplex und dringt in ein; in diesem Falle ist die 
Schnittzahl gleich — t . Offenbar hângt diese Définition von der speziellen 
Wahl der Simplexe x^ und Xo nicht ab. 

^ Die allgemeine Théorie der Schnittzahlen im R" wird im Kap. XI, § i, 
Nr. 1—5 dargestellt. 

* Das bedeutet: die w -t- 2 Eckpunkte von | \ und | y*”' | bilden ein System 

in allgemeiner Lage gemâû Anhang II, § i, Nr. 4. 
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Es seien jetzt ein eindimensionaler algebraischer Komplex^ 
und ein (« — 1)-dimensionaler algebraischer Komplex 
=2v^y'j~^ gegeben, die im zueinander in allgemeiner Lage 
sind*; als Schnittzahl von und wird die Zabi 

0(C^, 

definiert. Offenbar gilt dabei 

0(CI + Cl ^ 0{CI +0{CID^~^), 

0(C\ = 0{C\ Z)y-i) + 0{C\ 

Wenn insbesondere der Rand eines orientierten Simplexes 
und ein geschlossenes orientiertes Polygon ist, so behaupten wir: es 
ist 0(C^, C""^) = 0. In der Tat, wenn ein geschlossenes Polygon den 
Rand eines schneidet (und sich zu ihm in allgemeiner Lage befindet) , 
so tritt es eben so oft in das Innere von x^ ein, wie es dieses Innere 
verlâBt; unsere Définition der Schnittzahl war aber so gefaBt, daB jedes 
Eindringen des Polygons in das Innere von die Schnittzahl —1 , jedes 
Verlassen die Schnittzahl +I liefert, woraus die Behauptung folgt. 

Aus dieser Bemerkung folgt aber noch mehr, nâmlich: 

Wenn ein geschlossenes orientiertes Polygon und ein (w — 1)- 
dimensionaler Euklidischer Zyklus ist — allgemeine Lage vorausge- 
setzt — , so ist 0 {z'^, y^~^) ~ 0. 

Beweis. Der Zyklus berandet (Kap, IV, §4, Nr. 7) einen 

algebraischen Komplex 

{oz^ ') - 

des Euklidischen Eckpunktbereiches von , und es gilt**^ 

: 0 (z\ 7"-‘) xf) = 0, 

w. Z. b. w. 

6. Diese Betrachtung über Schnittzahlen brauchen wir hier nur 
zum Beweis des folgenden Hilfssatzes lia zum Hilfssatz II: 

Hilfssatz lia. P^R sei ein simplizial-zerlegtes (m — l)-dimen- 
sionales Polyeder im 7?" ; y" ' ^ sei ein Zyklus von K, x” ' ein in ^ mit 
einem von Null verschiedenen Koeffizienten t auftretendes Simplex; 
a sei ein innerer Punkt von è, und 6, seien Punkte auf einer 

Geraden durch a , auf verschiedenen Seiten der durch x” " ^ bestimmten 

^ Wir legen in diesem Kapitel immer einen der Koeffizientenbereiche oder 

(mit einer Primzahl m) zugrunde. 

2 Das heifit: wenn zwei Simplexe nicht fremd zueinander sind, 

so bilden ihre n-\-2 Eckpunkte ein System in allgemeiner Lage (Anh. II, § l, 
Nr. 4) ; daraus folgt: x\ und schneiden sich in einem Punkt, der innerer 

Punkt sowohl von x] als auch von ist. 

* Offenbar kann man die Spitze o des über | z” ^ | im jR" errichteten Kegels 
so wâhlen, dafi die Simplexe von Euklidisch und C** und z^ zueinander 

in allgemeiner Lage sind. 


Alexandroff*Hopf, Topologie I. 


25 



386 


X. Der Zerlegungssatz für den Euklidischen Raum. 


Ebene gelegen, und zwar so, daB die Strecken ab.^ und b^a auBer 
a mit P keinen Punkt gemeinsam haben. Dann gehôren b^ und èg ver- 
schiedenen Komponenten von R^ — P an. 

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, genügt es zu bemerken, daB, wenn 
man b^ und 62 auBerhalb von P mit einem Streckenzug \ cb2 verbinden 
kônnte, das geschlossene orientierte Polygon b^cb^ab^ mit den 

einzigen gemeinsamen Punkt a, also mit die von Null verschiedene 
Schnittzahl batte. 

Wir beweisen jctzt den Hilfssatz II zunâchst für den Fall, daB P 
ein (w — 1)-dimensionales Polyeder ist. [Die Endlichkeit von q{R^ — P) 
brauchen wir hier übrigens nicht zu beweisen ; denn wâre q[R^ — P) —00 ^ 
so wâre der Hilfssatz gewiB richtig.] Wir führen den Beweis durch 
vollstândige Induktion bezüglich der Anzahl der (m — 1)-dimensionalen 
Simplexe der Simplizialzerlegung K von P. 

Ist diese Anzahl eins, so ist für n :£r 2 offenbar p(K) = 0, die Be- 
hauptung also richtig [und für n — i gilt: p{K) = 1 , q{R^ — K) = 2, 
die Behauptung ist also ebenfalls richtig]. K sei beliebig gegeben, und 
die Behauptung sei für jeden Komplex K' mit weniger — i)-dimen- 
sionalen Simplexen als K schon bewiesen. Wir wâhlen den Komplex K' 
so, daB er durch Tilgung eines Simplexes aus K entstanden 

ist. Dann haben wir nur zu zeigen: 

(6) q{R”-K)-q{R'^-K')'^,p(K)-p{K'). 

Wir unterscheiden zwei Fâlle: 1) | gehôrt keinem Zyklus von K 

an; 2) gehôrt einem Zyklus von K an. 

Die linke Seite von (6) ist in jedem Falle ^0; denn die Anzahl der 
Komplementârgebiete wird durch Übergang von K zu K gewiB nicht 
vermindert (da kein Gebiet ausfüllt). Im Falle 1) ist die rechte 

Seite gleich Null, da die Gruppen {K) und identisch sind. 

Also ist (6) im Falle 1) richtig. 

Die rechte Seite von (6) ist in jedem Falle ; denn sie ist — wegen 
der Additivitât der Range, Anhang I, Nr. 32 — der Rang der Restklassen- 
gruppe {K) — Z”"^ (K') ; sind aber , z^ zwei Zyklen aus Z^“^ [K ) , 
die nicht zu gehôren, in denen also mit von Null ver- 

schiedenen Koeffizienten P, P auftritt, so ist t^z^ — Pzg cz Z'^^^ (K') , 
und das bedeutet : Je zwei Elemente der Restklassengruppe sind linear 
abhângig, der Rang ist also 

Daher bleibt zu zeigen: Im Fall 2) ist die linke Seite von (6) ^1. 
In diesem Fall befinden wir uns aber in den Bedingungen des Hilfs- 
satzes lia (es genügt die Punkte b^ und b^ auf verschiedenen Seiten 
der durch bestimmten Ebene in derNàhe eines beliebigen inneren 

Punktes a von \z^~^\ zu wâhlen). Die Komponenten der Punkte 
und 62 in R^ — R, von denen im Hilfssatz lia die Rede ist, schmelzen 
aber beim Übergang von K zu K\ also bei Tilgung von zu 
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einer einzigen Komponente zusammen, so daB tatsachlich 
q{R”~R)-q(R”-R^)^i 

ist. Der Hilfssatz II ist hiermit für den Fall eines (« — i)-dimensionalen 
Polyeders P bewiesen. 

Da für ein hôchstens (« — 2)-dimensionales Polyeder P die rechte Seite 
von (ia) gleich i, die Formel (la) aiso richtig ist, bleibt uns übrig, 
den Hilfssatz II nur noch im Falle eines «-dimensionalen Polyeders 
P = R zu beweisen. Dieser Fall lâBt sich aber leicht auf den schon 
erledigten Fall eines (m — t)-dimensionalen Polyeders zurüçkführen : 
Durch sukzessives Tilgen der «-dimensionalen Simplexe von K geht 
R in ein (w — l)-dimensionales Polyeder über; man braucht also bloB 
festzustellen, daB der EinfluB einer solchen Tilgung auf die beiden 
Zahlen p’^~^{K) und q(R'' — R) derselbe ist, und zwar in der VergrôBe- 
rung der beiden Zahlen je um t besteht. Für q(R" — R) ist das klar, 
denn die einzige neu hinzutretende Komponente des Komplementâr- 
raumes ist das Innere des getilgten Simplexes. DaB sich p" ~ ^ (K) 
ebenfalls um 1 erhôht, schlieBt man am einfachsten aus der Euler- 
Poincaréschen Formel; durch das Tilgen von |a;”| wird kein p^{K), 
r <n — \, und kein (x^, r -^n — geândert ; da kein Euklidischer 
Komplex des P” einen «-dimensionalen Zyklus enthalten kann (Kap. IV, 
§ 5, Nr. 12), ist die «-te Bettische Zahl von K nach und vor der 
Tilgung dieselbe, nâmlich gleich NuU; folglich muB auf Grund der 
Euler- Poincaréschen Formel (—1)”“* /)”“i(K) dieselbe Ànderung mit- 
machen wie (— l)"a”; da sich oc” um 1 erniedrigt, muB sich also 
/>"~^(K) um 1 erhohen, w. z. b. w. 

Der Hilfssatz II, folglich auch die Formel (1) sind hiermit bewiesen. 

7 . Beweis der Ungleichung 

(7) P{F)7&q{R^-F)-\. 

Vorbemerkung. Der P” sei orientiert; mit a;” (mit verschiedenen 
Indexen) bezeichnen wir n-dimensionale Simplexe einer simplizialen 
Zerlegung 3 von P", die übereinstimmend mit der gewâhlten Orien- 
tierung des P" orientiert sind; Qy, Q^, ■ ■ seien zueinander fremde 
Polyeder, die aus gewissen w-dimensionalen Simplexen der simplizialen 
Zerlegung 3 aufgebaut sind : es bestehe nâmlich Qi aus den Simplexen 
xfi, ■ ■ ■ , Æ”,. . Wir betrachtcn die algebraischen Komplexe 

î = l,2, k 

(?) 

und deren Rânder Q^ und behaupten : 

Hilfssatz III. Falls a^, a^, . . ., a*, innere Punkte bzw. von Çj, 

Q 2 > ■ ■ ■> Qk sind, so sind die Zyklen in G = P" — (a, -f cij -j -f a^) 

im Sinne der Homologie linear unabhângig. 

Beweis. Es sei C" ein Komplex in G mit 

2=;* 
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Zu zeigen ist : f — 0 für aile i. Dies ist, da die fremd zueinander 
sind, gewifi richtig, falls C" = 0 ist. Es sei C" 4 = 0, das Polyeder C" 
also nicht leer. 

Wir dürfen annehmen, daB die Simplexe von C" Euklidisch sind: 
die Simplexe von sind es bereits, und durch eine beliebig kleine 
Verschiebung der nicht zu gehôrenden Eckpunkte von C“ kann 
man erreichen, daB auch jedes Simplex von C" Euklidisch ist. 

Wir wâhlen e < g ^«4^ und bezeichnen mit j die A-fache bary- 

zentrischè Unterteilung^ von 3. wobei h so groB ist, daB die Durch- 
messer der Simplexe von j kleiner als £ sind. Wir bezeichnen femer 
mit k den kombinatorischen Stem^ von C" in bezug auf den Komplex 5, 
mit bzw. 2:"“^ die Unterteilung von bzw. von in 5. Keiner 
der Punkte ist in k enthalten. 

Wir bezeichnen mit c' die A'-fache baryzentrische Unterteilung^ des 
(aus lauter Euklidischen Simplexen zusammengesetzten) Komplexes C”, 
wobei h' ^ h so groB ist, daB die Simplexe von c' einen Durchmesser 
<(; = <r(A) haben. Insbesondere ist dann c' entweder mit ' identisch 
oder eine Unterteilung von Eine kanonische Verschiebung von c' 
(als u-Komplex in k betrachtet) in bezug auf k führt c' in einen alge- 
braischen Teilkomplex c von k und c' (nach Kap. IX, § 1, Satz III) in 
2 "”* über. Folglich berandet 2 " den algebraischen Teilkomplex c von k 
und ist ein «-dimensionaler Zyklus von g und als solcher iden- 

tisch gleich Null (Kap. IV, § 5 . Satz X). Daraus folgt, daB c” 
ist; folglich muB auch das Polyeder c” mit der Vereinigungsmenge der- 
jenigen identisch sein, denen von Null verschiedene Koeffizienten f 
entsprechen; da aber c” <z k keinen der Punkte enthâlt, wâhrend in 
jedem Çj der entsprechende a^ liegt, ist die Identitât c” —^fqi nur 
dann môglich, wenn aile f = 0 sind, w. z. b. w. 

8 . Es sei jetzt k eine natürliche Zahl, die im Falle q(R’'—F) — <x> 
beliebig groB gewâhlt werden soll, im Falle aber, wenn q{R^ — F) end- 
lich ist, gleich q{R” — F) — i zu setzen ist. Um die Ungleichung ( 7 ) 
und folglich den ganzen Zerlegungssatz zu beweisen, genügt es zu 
zeigen, daB bei hinreichend kleinem e der Nerv einer beliebigen e-Uber- 
deckung von F der Bedingung 

( 8 ) 

genügt. 

Es seien 

Gi, G2, . . ., Gj 

^ Vgl. Fuûnote 2 auf S. 146. Die dortige Erklârung, ebenso wie der Unter- 
teilungsbegriff tiberhaupt gilt offenbar nicht nur für Euklidische Komplexe, son- 
dern für beliebige Komplexe des Euklidischen Eckpunktbereiches des (vgl. 
Kap. IV, § 1, Nr. 1, SchluÛ). 

2 Kap. III, § 1, Nr. 7* 



§ 1. Der Zerlegungssatz. 


389 

k verschiedene beschrânkte Komponenten von R" — F (sic existieren, da 
es nur eine unbeschrânkte Komponente gibti); in jedem Gebiet G» 
wâhlen wir je einen Punkt und bezeichnen mit G das Komplementâr- 
gebiet zu der ans den k Punkten a^, a^, . . bestehenden Menge. 
Die kleinste unter den positiven Zahlen q {a^ , F) bezeichnen wir mit 3 e 
und wàhlen eine beliebige c-Überdeckung U = {F^ , F F,} von F. 
Wir wollen beweisen, daB der Nerv N dieser Überdeckung der Un- 
gleichung (8) genügt. Wir betrachten eine Réalisation K von iV in U 
(Kap. IV, § 1 , Nr. 11 ) ; K ist also ein aus Simplexen des R" zusammen- 
gesetzter mit N isomorpher Komplex, dessen Eckpunkte zu F gehôren 
und dessen Simplexe kleiner als 2 e sind, also sàmüich in G liegen. 

Wir bezeichnen mit a eine so kleine positive Zahl, daB jeder in der 
a-Umgebung von F liegende cr-Komplex C mittels einer e-Verschiebung 
in einen Teilkomplex von K simplizial abgebildet werden kann*; wegen 
der Isomorphie der Komplexe N und K kônnen wir die erwâhnte sim- 
pliziale Abbildung nicht nur als eine simpliziale Abbildung /j von C in K, 
sondern auch als eine simpliziale Abbildung von C in V auffassen. 

Z sei nun eine simpliziale Zerlegung des R” mit einem Feinheits- 
grade < cr . Wir bezeichnen mit das aus allen in G^ liegenden «-dimen- 
sionalen Simplexen von Z aufgebaute Polyeder; wenn wir diese Sim- 
plexe übereinstimmend mit der gewâhlten Orientierung von R" orien- 
tieren, entsteht ein orientierter Komplex Q^. Offenbar liegt im Innern 
von Q^. Die Zyklen sind a-Zyklen, sie liegen in der or-Umgebung 
von F und sind nach Nr. 7 in G linear-unabhângig. 

Die Zyklen /i(Çj) entstehen aus den Q^ durch eine e-Verschiebung; 
diese geht in einer 3 e-Umgebung von F, also jedenfalls in G vor sich, 
so daB (nach Kap. IV, § 6, Nr. 3) 

Qi ^ fl (Qi) in G 

ist und die Zyklen /j (Ç^) in G linear-unabhângig sind. Daraus folgt 
aber, daB auch die Zyklen in N unabhângig sind: und 

fi(Qi) entsprechen ja einander mittels der zwischen N und K bestehen- 
den Isomorphie; wenn eine Linearkombination in N be- 

randen würde, so würde (kraft der soeben erwàhnten Isomorphie) 
in K, also (da die Simplexe von K in G liegen) auch in G 
beranden, die müBten also sâmtlich gleich NuU sein. Somit gibt es 

^ Wir setzen voraus; die Diskussion des Falles w — 1 ist elementar. 

2 Es sei O kleiner als ein Drittel der Lebesgueschen Zahl von U und aufier- 
dem so klein, daB der Durchmesser eines jeden Ü(Ff, o) kleiner als s ist. Die 
Mengen Û (F< , o) bilden eine abgeschlossene Überdeckung von U (F, o) ; diese 
Überdeckung hat denselben Nerven N wie U und ihre Lebesgu esche Zahl ist 
Nach Kap. IX, §2, Satz I, kann jeder <?-Komplex in Ü (F, o) mittels 
einer (kanonischen) ff-Verschiebung in den Komplex K (die geometrische Reali- 
sation von N) simplizial abgebildet werden. 
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in N mindestens k im Sinne der Homologie unabhângige (w — 1)- 
dimensionalen Zyklen, d. h. {N) ist mindestens gleich w. z. b. w. 

Die Ungleichung (7) ist damit bewiesen, und der Beweis des Zer- 
legungssatzes ist beendet. 

9. Korollar: Ein Invarianzsatz. Abgeschlossene und beschrànkte 
Mengen, die miteinander homôomorph sind, zerlegen den in dieselbe 
Anzahl von Gebieten; mit anderen Worten: 

Die Komponentenzahl von —F ist eine topologische Invariante von F. 

Zweites Korollar: Ein hôchstens {n — 2) -dimensionales F” c: F” 
zerlegt den F” nicht, 

10. Drittes Korollar: Die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion 
mit r'^n — 2 im F^. Wie schon am Anfang des Paragraphen hervor- 
gehoben wurde, gilt der Zerlegungssatz samt dem vorstehenden Beweis 
für die Bettischen iV-Zahlen p(F) sowohl in bezug auf @ als auch in 
bezug auf mit einer beliebigen Primzahl Da aber die Zabi 
q{R^ — F) von der Wahl des Koeffizientenbereiches ganz unabhàngig 
ist, gilt der folgende Satz: 

Die (n-~i)-te Bettische N-Zahl {in bezug auf @) eines beliebigen 
Kompaktums F des R^ ist gleich der (n — \)4en Bettischen Zahl plI^(F) 
modulo einer jeden Primzahl m. 

Ist F speziell ein Polyeder und ist K eine Simplizialzerlegung von F, 
so sind die Bettischen A'-Zahlen von F gleich den entsprechenden Betti- 
schen Zahlen von K (Kap. IX, § 2, Nr. 3)- Nun folgt aus Kap. V, § 3, 
Nr. 9* Wenn =p^^~^{K) für jede Primzahl m gilt, so sind 

die Torsionsgruppen 7^'^ (F) und T^~^{K) die Nullgruppen. Ferner 
folgt aus F = K c: F”, daB K hôchstens ;t-dimensional und daher auch 
T^{K) — 0 für r^n ist. Damit ist bewiesen: 

Ein (krummes) Polyeder im F” besitzt für r^n — 2 niemals r-dimen- 
sionale Torsion, 

Hierin ist enthalten: 

Jedes {n ~ \ydimensionale irreduzibel geschlossene Polyeder^ im 
hat den natürlichen Modul 0, ist also ,,einfach geschlossen'\ 

Jede geschlossene {n — \ydimensionale Pseudomannigfaltigkeit des R^ 
ist orientierbar, 

§2. Gebietsgrenzen. Der Jordan-Brouwersche Satz. 
Gebietsinvarîanz. 

1. Vorbemerkung. G sei ein beschrànktes Gebiet des F^, F die Be- 
grenzung^ von G. Dann ist dimF — ^ l . 

1 Man beachte insbesondere, daÛ die in Nr. 6 benutzte Additivitât der Rânge 
sowie die daselbst herangezogene Euler-Poincarésche Formel Gtiltigkeit besitzen, 
wenn man Rânge modm bzw. die Bettischen Zahlen mod tn betrachtet, voraus- 
gesetzt, daB m Primzahl ist. 

2 Kap. VII, § l; Kap. VIII, § 4, Nr. 8. ^ Kap. I, § 2, Nr. 5 . 
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Denn da R^ — F auBer G noch wenigstens eine Komponente (nàm- 
lich gewiB eine unbeschrànkte) besitzt, F also den zerlegt, ist nach 
dem 2. Korollar des Zerlegungssatzes dimF ^ n — 1 ; andererseits ist, 
daF keinen inneren Punkt enthâlt, dim F^n — \ (Kap. IX, § 3, Satz V). 

2. Absolute und regulare Gebietsgrenzen. Wir wenden jetzt den 
Zerlegungssatz auf die Charakterisierung der sog. regulàren Gehiets- 
grenzen im R^ an. Unter einer regulàren Gebietsgrenze versteht man 
eine Punktmenge des 7 ?” (w > 1), die den Raum in zwei (und nur 
zwei) Gebiete, von denen das eine beschrânkt ist, zerlegt und die 
Begrenzung eines jeden dieser beiden Gebiete bildet^. Die regulàren 
Gebietsgrenzen bilden einen Spezialfall unter den sog. absoluten Gebiets- 
grenzen: Eine absolute Gebietsgrenze ist eine Menge, die den R^ in 
mindestens zwei Gebiete (von denen mindestens eins beschrânkt ist) 
zerlegt und die Begrenzung eines jeden unter diesen Gebieten bildet. 
Zunâchst ist eine absolute (also erst recht eine regulare) Gebietsgrenze, 
als die Begrenzung von mindestens einem beschrânkten Gebiet, eine 
beschrânkte abgeschlossene Teilmenge F des R^] folglich gibt es unter 
den (evtl. unendlich-vielen) Gebieten, in die F den R^ zerlegt, ein 
einziges. welches sich ins Unendliche ausdehnt, wâhrend aile übrigen 
in einer und derselben Vollkugel des R^ enthalten (,,gleichmâBig be- 
schrânkt**) sind. Aus dem Zerlegungssatz folgt ferner, dafi eine absolute 
Gebietsgrenze des R^ dann und nur dann regulàr ist, wenn ihre {n — \)- 
dimensionale Bettische N-Zahl gleich 1 ist. 

DaB es überhaupt — und zwar schon in der Ebene — absolute Ge- 
bietsgrenzen gibt, welche nicht regulàr sind, hat zuerst Brouwer er- 
kannt: er hat gezeigt, daB man die Ebene in beliebig — sogar abzàhl- 
bar — viele Gebiete zerlegen kann, die aile dieselbe im Endlichen ge- 
legene Begrenzung haben. Diese Brouwerschen Gebietsgrenzen geben 
uns zugleich ein Beispiel der sog. ,,unzerlegbaren Kontinuen** (so heiBen 
Kontinuen, die nicht als Vereinigungsmenge zweier echter Teilkontinuen 
dargestellt werden kônnen), die zu den merkwürdigsten Gebilden der 
mengentheoretischen Topologie gehôren. Wir kônnen auf sie hier nicht 
weiter eingehen und verweisen in bezug auf Beispiele und die Dar- 
stellung ihrer zahlreichen interessanten Eigenschaften auf die in der 
Einleitung, § 3, angegebene Literatur. 

Satz I. Ein Kompaktum F c: R^ ist dann und nur dann eine abso- 
lute Gebietsgrenze, wenn p'^~^[F)> \ 

und gleichzeitig für jede abgeschlossene echte Teilmenge F' von F 

pn-i(^F') = 0 

ist, Dabei bedeutet p^~^ die {n — \)-te Bettische N-Zahl. 

1 Der klassische Jordansche Satz lautet somit: Ein in der Ebene liegendes 
topologisches Bild der Kreislinie ist eine regulâre Gebietsgrenze. Vgl. Nr. 4. 
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Vermôge des Zerlegungssatzes kann der Satz II auch folgender- 
maCen ausgesprochen werden: 

Satz I'. F ist dann und nur dann eine ahsolute Gebietsgrenze, wenn 
der durch F, aber dur ch keine echte abgeschlossene Teilmenge F' von 
F zerlegt wird. 

In dieser Form làfit sich dieses Résultat in wenigen Worten beweisen. 

Zuerst beweisen wir: Wenn F absolute Gebietsgrenze, M eine (nicht 
notwendig abgeschlossene) Teilmenge von F ist, so ist R^ — M zusammen- 
hàngend. Denn sind 0^,0^, ... die Komponenten von R”^—F, so ist 
R" - M={F - M) {Gi+iF - M)). Da jedes (F - M) nach 

Kap.I, §2, SatzXIX zusammenhângend ist, soist auch ^ (G.+lF— M)), 
d. h. R” — M nach a. a. O., Satz XVII zusammenhângend. 

Es sei umgekehrt F eine Menge, die den R" zerlegt und keine echte 
abgeschlossene Teilmenge von der gleichen Eigenschaft besitzt. Wir 
haben zu zeigen, dali F die Begrenzung jeder KomponenteG von R“ — F 
bildet. Es sei F'= & — G; da die Punkte von F' weder zu G noch zu 
einer anderen Komponente von R“ — F gehôren kônnen, gehôren sie 
zn Fl es ist also F'cF. Es sei G' irgendeine von G verschiedene 
Komponente von R** — F; da G' <z R”^ — G ist, ist R’^ — G nicht 
leer, so daB die Begrenzung von G, d. h. die Menge F', den Raum 
zerlegt; nach unserer Voraussetzung muC also F' mit F identisch 
sein, w. z. b. w. 



Korollar. Die Eigenschaft einer Menge, eine absolute {bzw. regulàre) 
Gebietsgrenze des R” zu sein, ist eine topologisch invariante Eigenschaft 

der Menge F. 

Bemerkung. Dagegen ist die Eigen- 
schaft einer Menge, die Begrenzung minde- 
stens eines beschrânkten Gebietes des R” zu 
sein, nicht topologisch invariant, wie man 
schon am trivialen Beispiel der Abb. 25 sieht: 
A ist die Begrenzung eines beschrânkten 
ebenen Gebietes, wâhrend B weder ein be- 
schrânktes noch ein unendliches Gebiet begrenzt; die beiden Men- 
gen A und B sind offenbar homôomorph. 

Die Frage nach den Bedingungen, unter welchen es zu einer ge- 
gebenen Menge F eine ihr homôomorphe Menge gibt, die ein beschrânktes 
Gebiet des R” begrenzt, ist noch ungelôst. Eine solche Menge ist jeden- 
falls (n — \)-ditnensionàl (Nr. 1). 

8. Geschlossene Gebilde. Die absoluten Gebietsgrenzen des R” sind 
(m — l)-dimensionale Mengen; sie verdienen es, die [n — \)-dimensionalen 
geschlossenen Gebilde des R“ genannt zu werden; zu ihnen gehôren ins- 
besondere die einfach geschlossenen Kurven in der Ebene, die geschlossenen 
Flàchen des dreidimensionalen Raumes usw. ; sie sind (durch den Satz I) 
topologisch invariant charakterisiert. 
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Leider lâfit sich mit diesen einfachen Mitteln die schwierigere Frage 
nach der Définition und invarianter Charakterisierung der r-dimensio- 
nalen geschlossenen Gebilde des iî” für r < n — 1 nicht beantworten. 

Man kônnte natürlich ganz allgemein jedes r-dimensionale Kompak- 
tum F eines beliebigen 2?” als ein r-dimensionales geschlossenes Gebilde 
definieren, wenn p^{F) 1 und p^(F') = 0 für jede echte abgeschlossene 

Teilmenge F' von F ist; aber man weiB bis jetzt nicht, ob diese Défi- 
nition durch die Eigenschaften des Komplementârraumes R^—F ge- 
rechtfertigt wird. Auf diese Fragestellung kommen wir noch im Rahmen 
der allgemeinen Dimensionstheorie im zweiten Bande zurûck, wo sie 
vor allem auch prâzisiert wird. 

Bemerkung. Ein Kompaktum F c R", das als gemeinsame Be- 
grenzung von zwei Gebieten auftritt, braucht noch keineswegs eine 
absolute (geschweige denn regulare) 

Gebietsgrenze zu sein: Es kann 
nâlmlich vorkommen, da6 R”' — F 
mehr als zwei Komponenten besitzt, 
daÛ aber nur zwei unter ihnen durch 
F begrenzt werden. Die Abb. 26 gibt 
dafür ein Beispiel. F besteht aus der 
spiralâhnlichen Kurve, die das Ge- 
biet Gj begrenzt , und der Kreislinie , an 
die sie sich anschmiegt ; die Menge F 
zerlegt die Ebene in drei Gebiete, Gj , 

Gj, Goo und bildet die Begrenzung 
von Gi und Gj , aber nicht von G^o • 

Man nennt Kompakten F a R^, 
die die gemeinsame Begrenzung von 
mindestens zwei Komponenten des Komplementârraumes 2?" — F bilden, 
{n — \)-dimensionale verallgemeinerte geschlossene Gebilde des 2?”. 

4. Spezialfall der Polyeder. Der Jordan-Brouwersche Satz und 
seine Verallgemeinerungen. Wir wenden nun die im vorstehenden 
besprochenen Begriffe auf die (krummen) Polyeder an. Da werden die 
Verhâltnisse zunâchst dadurch vereinfacht, daü die Begriffe der abso- 
luten und der regulâren Gebietsgrenzen zusammenfallen : 

Satz IL Wenn das {krumme) Polyeder P c: R" eine absolute Ge- 
bietsgrenze ist, so ist es sogar eine regulàre Gebietsgrenze. 

Beweis. 2f sei eine Simplizialzerlegung des Polyeders P, welches 
absolute Gebietsgrenze des 2?“ ist. Wir haben zu zeigen: p”^~^ {K) = \ , 
dênn dann folgt aus dem Zerlegungssatz, da6 die Anzahl der Gebiete, 
in die der 2?" durch P zerlegt wird, gleich 2 ist. 

Es seien z^ und zwei (« — l)-dimensionale, von Null verschiedene 
Zyklen in K] da > 0 ist, folgt aus Satz I: \z.i\ — \z^\ = K. 

Das Simplex | x" | von K kommt also sowohl in z^ wie in z^ mit einem 
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von Null verschiedenen Koeffizienten bzw. vor. — 

enthàlt das Simplex nicht; wâre 4" 0, so wâre > 0, ent- 

gegen SatzI; also ist z = 0; mithin sind z^ und > 2:2 linear abhângig, es 
ist also ^ 1. Nach Satz I ist andererseits p'^~^[K) ^ 1, folg- 

lich ist die Behauptung bewiesen. 

Der Beantwortung der Frage, welche Polyeder P ~ Kcz nun 
die absoluten und regulâren Gebietsgrenzen sind, schicken wir einen 
Hilfssatz voraus : 

Hilfssatz. Es set p^{K') — 0 für jeden echten Teükomplex K' des 
Komplexes K, Dann ist auch p^{F') — 0 für jede echte Teümenge F' 
des Polyeders K, 

Beweis. Aus der Voraussetzung p^ (K') — 0 geht hervor, daB K 
kein (r + l)-dimensionales Simplex enthalt, da sonst die Voraus- 
setzung für K' = nicht erfüllt wâre ; K ist also hôchstens r-dimen- 

sional. Ist K niedriger als r-dimensional, so gilt dasselbe von F', und 
die Behauptung ist gewiü richtig. Es sei also K r-dimensional. 

Es sei a ein Punkt von K — F\ e> 0 sei beliebig klein, jedenfalls 
sei e < e (^r , F') ; sei eine Unterteilung von K mit Simplexdurchmessern 
< Jê; K{ sei der Teükomplex von der aus allen Simplexen besteht, 
welche mit F' Punkte gemeinsam haben. K{ ist echter Teükomplex 
von Kl, denn a gehôrt nicht zu Wir behaupten zunâchst: K[ 
enthalt keinen (von Null verschiedenen) r-dimensionalen Zyklus. In 
der Tat: Da K r-dimensional ist, müBte ein solcher Zyklus Zi, wie jeder 
r-dimensionale Zyklus der Unterteilung Ki von K, Unterteilung eines 
Zyklus Z von K sein (Kap. VI, § 2, Satz IV), und dabei wâre, da 
Zi = zczR'i ist, \z\ echter Teükomplex von K; dies vertrâgt sich 
wegen p^{\z\) > 0 nicht mit den Voraussetzungen. Also enthâlt K[ 
keinen r-dimensionalen Zyklus. 

Jetzt betrachten wir die zu K{ gehôrige baryzentrische Überdeckung 
(1) Bi, B,, B, 

von und setzen F^ = F' • B^ ; da der Nerv von (1) der Komplex K{ 
ist, ist der Nerv N der e-Überdeckung 

Fl, F 2 , . . . , F, 

von F' ein echter oder unechter Teükomplex von K{; da er, wie oben 
gezeigt, keinen r-dimensionalen Zyklus enthâlt, ist p^{N) = 0, und da- 
her ist — weil e beliebig war — auch p^(F') =0, w. z. b. w. 

Jetzt lâBt sich die Frage, welche Polyeder regulâre Gebietsgrenzen 
sind, folgendermaBen beantworten: 

Satz III. Das Polyeder P cz mit der Simplizialzerlegung K ist 
dann und nur dann regulâre Gebietsgrenze, wenn p'^'~^{K) — \ und 
p^~^{K') =0 für jeden echten Teükomplex von K ist. 

Beweis. Wenn R regulâre Gebietsgrenze ist, so folgt aus Satz I, 
daB p^~^(K) = 1 und p^~^{K') = 0 für jeden echten Teükomplex K' 
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ist. Es sei umgekehrt RczR^ gegeben, (K) — \ , =0 

für jeden echten Teilkomplex K' von K. Dann folgt ans dem Hilfs- 
satz und Satz I, daB K absolute, also aus Satz II, daB K regulàre 
Gebietsgrenze ist. 

Der Satz III bleibt richtig, wenn man in seinem Wortlaut von 
{m Primzahl) anstatt von p^'^ spricht. Hieraus folgt (durch Speziali- 
sierung m = 2 ) \ 

Satz IV (der Jordan-Brouwersche Satz, spezielle Fassung). Jede 
im liegende geschlossene {n — \)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit 
ist eine regulàre Gebietsgrenze des R^, 

Ist P a R!^ eine (w — l)-dimensionale geschlossene Pseudomannig- 
faltigkeit, so muB (da P eine regulàre Gebietsgrenze ist) p^~^{P) — 1 , 
also P orientierbar sein. Wir haben also zum zweitenmal bewiesen 
(vgl. § 1, Nr. 10): 

Jede geschlossene {n ~ \)-dimensionale Pseudomannigfaltigkeit des R*^ 
ist orientierbar. 

Der Satz IV lâBt sich verallgemeinern : wenn K ein (w — l)-dimen- 
sionaler ,,einfach geschlossener*' Komplex (Kap. VII, § 1) ist, so ist 
p'^ '^{K) — 1 und p'^~^{K') = 0 für jeden echten Teilkomplex K' von K 
(Kap. VII, § 1, Nr. 5 ). Nennen wir nun ein Polyeder P — K ,,einfach 
geschlossen*', wenn K einfach geschlossen ist^, so kônnen wir auf Grund 
des Satzes III dem wichtigsten hierhergehôrigen Satz die folgcnde Formu- 
lierung geben: 

Satz V (der Jordan-Brouwersche Satz, allgemeine Fassung). 
Jedes im R^ liegende {n — \)-dimensionale einfach geschlossene [krumme) 
Polyeder bildet eine regulàre Gebietsgrenze des R^. 

Von diesem Satz gilt in gewissem Sinne auch noch die Umkeh- 
rung: 

Satz VI. Das Polyeder P = R cz R^ ist dann und nur dann eine 
regulàre Gebietsgrenze des R^, wenn K ein einfach geschlossener (w — 1)- 
dimensionaler Komplex ist. 

Beweis. Da der Jordan-Brouwersche Satz V schon bewiesen ist, 
haben wir nur zu zeigen : Ist R regulàre Gebietsgrenze des /?", so ist K 
(w — 1)-dimensional und einfach geschlossen. Die Behauptung über die 
Dimensionszahl ist gewiB richtig (Nr. 1); um die einfache Geschlossen- 
heit von K zu beweisen, hat man (Kap. VII, § 1, Nr. 5 ) das Bestehen 
der folgenden drei Eigenschaften zu zeigen: 1) p^~^{K) = 1 ; 2) p^~^{K') 
= 0 für jeden echten Teilkomplex K' von K; 3) kein (echter oder un- 
echter) Teilkomplex von K besitzt (w — 2) -dimension ale Torsion. DaB K 
die Eigenschaften 1) und 2) besitzt, wissen wir aus Satz III ; daB K auch 
die Eigenschaft 3) hat, ist in § 1, Nr. 10 gezeigt worden. 

1 Daû dies eine topologisch invariante Eigenschaft ist, d. h. daû aus ~ K2 
und der einfachen Geschlossenheit von die einfache Geschlossenheit von K2 
folgt, ist im Kap. VIII gezeigt worden. 
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Aus den Sâtzen II und VI ergibt sich das 

Korollar. Das (n—i)-dimensionale Polyeder PczR^ ist dann und 
nur dann einfach geschlossen, wenn es ,,ein {n—\ydimensionales geschlos- 
senes Gebilde des (im Sinne von Nr. 3 ) ist. 

SchlieBlich heben wir noch eine wichtige unmittelbare Folgerung 
aus dem oben bewiesenen „Hilfssatz** und dem Zerîegungssatz hervor: 

Satz VIL Eine Menge F cz JR", die einer echten Teilmenge eines 
[n -- \ydimensionalen einfach geschlossenen Polyeder s P = R homôo- 
morph ist, zerlegt den i?" nicht. Insbesondere zerlegt die Menge F cz R^ 
den R^ nicht, wenn sie einer echten Teilmenge einer (w— 1 )-dimensio- 
nalen geschlossenen Pseudomannigfaltigkeit homôomorph ist. 

5. Invariante Charakterisierung der inneren und der Randpunkte 
einer Punktmenge des R'*. Gebietsinvarianz. 

Satz VIII. Ein Punkt a der Menge M cz R*^ ist dann und nur 
dann RandpunkP von M, wenn es beliebig kleine Umgebungen von a in 
bezug auf M gibt, deren Begrenzungen echten Teilmengen der (w — 1 )- 
dimensionalen Sphàre 5^^"^ homôomorph sind. 

Beweis. Ist a ein Randpunkt von M cz so gibt es in beliebiger 
Nâhe von a Punkte p , die nicht zu M gehôren; legt man durch einen 
solchen Punkt eine (tt — l)-dimensionale Sphâre mit dem Mittelpunkt 
in a, so erhàlt man eine beliebig kleine die nicht in M ent- 

halten ist. Es sei U das Innere einer solchen Sphâre. Offenbar 
ist U * M eine beliebig kleine Umgebung von a , deren Begrenzung 
eine echte Teilmenge von ist, also die Bedingung unseres 

Satzes erfüllt. 

Es sei andererseits a kein Randpunkt, also ein innerer Punkt von M. 
Dann ist die Entfernung q {a , — M) eine positive Zahl e. Ist t/ (a) 

eine beliebige Umgebung von a in bezug auf M von einem Durch- 
messer <e, so ist sie nicht nur in M, sondem auch in R^ offen, und 
die Begrenzung von U {a) in bezug auf M ist mit der Begrenzung in 
bezug auf R” identisch, folglich eine beschrânkte abgeschlossene 
Menge F, die den R” zerlegt [in die beiden offenen Mengen U (a) und 
R”~-t/(a)], also ~ nach dem Satz VII — keiner echten Teilmenge einer 
(n — 1 )-dimensionalen Sphâre homôomorph sein kann. Unser Satz ist 
hiermit vollstàndig bewiesen. 

In ihm ist enthalten: 

Satz IX (der Satz von der Gebietsinvarianz, Brouwer). Bei 
einer topologischen Abbildung zweier homôomorpher Teilmengen des R" 
aufeinander gehen die inneren bzw. die Randpunkte der einen Menge in 
die inneren bzw. Randpunkte der anderen über. 

Also insbesondere: 

Ist von zwei homôomorphen Teilmengen des R" die eine offen {in 
diesem R”), so ist es auch die andere. 


1 Kap. I, § 2, Nr. 5. 
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§ 3. Weitere Anwendungen und Invarianzsâtze. 

1. Das 2. Korollar des Zerlegungssatzes (§ \ , Nr. 9) lâBt sich ver- 
schârfen zu dem folgenden 

Satz I. Wenn F ein Gebiet G des R' zerlegt, so ist dimF ^ n — 1 . 
Beweis. Hilfssatz: Wenn F die «-dimensionale Vollkugei zerlegt, 
so ist dimF ^ — 1 . 

Wir nehmen für einen Augenblick diesen Hilfssatz als bewiesen an. 
Es sei dimF^« — 2; wir wollen zeigen, daÛ G — F zusammen- 
hângend ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir die abzâhlbare Folge 
von Vollkugeln j-. „ 

C/j, U^, . . . , Ui;, .... 

die aile in G liegen und deren Innengebiete 17j, U^, ■ ■ U^, ... das 

ganze Gebiet G ausfüllen. 

Das Mengensystem 

G G •••, GJ ... 

ist (wegen des Zusammenhanges der Vereinigungsmenge ^Uf. = G) 
nach Kap. I, § 2, Satz XV verkettet, zu je zwei (offenen) Kugeln 17, 
und U J gibt es also eine Folge 

Ui = U,,, 

so daB - UjcH^x eine nicht leere, und zwar offene Menge ist ; daF hôch- 
stens (n - 2)-dimensional ist, ist -F = - F) ■ -F) 

gewiB nicht leer, folglich ist auch das Mengensystem 

f/i -F, 17, -F, . . . , U^.-F, . . . , 

also erst recht 

U^-F, U,-F. .... Ü,-F. ... 

verkettet. Da andererseits nach dem Hilfssatz die — F zusammen- 
hângend sind, ist auch ihre Vereinigungsmenge, d. h. die Menge G — F 
zusammenhângend, w. z. b. w. 

Übrig bleibt also nur der 

Beweis des Hilfssatzes. Es sei Ü eine Vollkugei des R”; wir 
bezeichnen mit U ihr Inneres, mit S ~ Ü — U ihren Rand und nehmen 
an, daB die abgeschlossene Menge F die Vollkugei Ü zerlegt. Dann gilt 

17 = A +F + D, 

wobei A und D zueinander fremd und in Ü offen sind. Offenbar dürfen 
wir voraussetzen, daB der Mittelpunkt von U nicht zu F gehôrt: sonst 
hâtte man zuerst Ü einer elementaren topologischen Abbildung auf sich 
unterzogen, die irgendeinen nicht zu F gehorenden inneren Punkt der 
Kugel in ihren Mittelpunkt überführt; durch eine solche Transforma- 
tion wâre weder an den Zerlegungseigenschaften der Menge F (in 
bezug auf unsere Kugel) noch an ihrer Dimension etwas geândert. Es 
liege also der Mittelpunkt o von U etwa in A. 
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Wir nehmen jetzt mit dem Raum R”, in dem die Vollkugel Ü liegt, 
eine Spiegelung an der SphâreS vor^; dadurch geht U in den AuBen- 
raum R” — U über, wâhrend 5 punktweise festbleibt. Die Bilder 
von A — 0, F, D bei dieser Transformation bezeichnen wir mit A^, 
Fl, Di, wobei zu beachten ist, daB ganz im Endlichen liegt. Da 
Al + Fl A- Di — R” — U ist, ist 

(1) (J + (F + F,) + (D + Di). 

Da die Mengen A • F, F ■ D, D A leer sind, gilt dasselbe auch 
von Al' Fl, Fl' Di, Di - Ai', aber auch die Mengen A • Fi, F • Dj, 
D • Al, ebenso wie Ai • F, Fy ■ D, Di ■ A sind leer, denn wenn es einen 
Z. B. zu ^ • Fl gehôrenden Punkt gâbe, so müBte er auf 5 liegen, bei 
unserer Transformation festbleiben und somit auch zu ^ • F gehôren. 
Die Mengen A + j4i,F + Fj, D + Dj sind also paarweise zueinander 
fremd. Da A und D in U offen sind, sind Ai und Di in F" — U, folg- 
lich A A- A 1 und D + Dj im F" offen. Die beschrânkte abgeschlossene 
Menge F + F^ zerlegt somit den F”, muB folglich mindestens (« — 1)- 
dimensional sein. 

Unser Hilfssatz wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen: 
dim (F H- Fj) = dimF. 

Es sei dimF = z; es genügt zu zeigen, daB F + Fj bei jedem s 
eine s-Uberdeckung von der Ordnung r + 1 besitzt. Man wâhle zu 
diesem Zweck ein beliebiges e und ein so kleines ^ < |e, daB, wenn 
zwei Punkte von F voneinander um weniger als ô entfernt sind, die 
ihnen entsprechenden Punkte von F^ eine Entfernung <|e haben. 
Man betrachte sodann eine ^-Überdeckung 

FF FF . . . , F’ 

von der Ordnung r + 1 von F und bezeichne mit Fj das Spiegelbild 
von F* in bezug auf 5. Es seien etwa F^, F^, . . ., F* diejenigen F\ 
die mit S gemeinsame Punkte haben; die Mengen 

(2) (Fl + Fî), . . . , (F^ + Fï); F»+', . . . , FF Ff+>, . . . . F^ 

bilden offenbar eine «-Überdeckung von F + Fj . 

Es sei a ein beliebiger Punkt von F + Fj . Wenn er im Innern 
von Ü liegt, gehôrt er zu hôchstens y + 1 Mengen F* und zu keiner 
Menge FJ, also insgesamt zu hôchstens z + f Elementen der Über- 
deckung (2). Ein analoger SchluB gilt auch im Falle, wenn a in RA —U 
liegt. Falls aber der Punkt a zu 5 gehôrt, so ist er in hôchstens r -|- 1 
Mengen F®, i^q, und in den entsprechenden Mengen Fj enthalten, 
also in hôchstens r + 1 Mengen von der Form (F® + Pt) und in keinen 
weiteren Elementen der Überdeckung (2). Die Ordnung der genannten 
Überdeckung ist also hôchstens gleich r + 1 , w. z. b. w. 


1 R" ist in der bekannten Weise durch den Punkt oo abzuschlieben. 



§ 3- Weitere Anwendungen und Invarianzsâtze. 


399 


2. Définition der Cantorschen Mannigfaltigkeiten. Ein «-dimen- 
sionales Kompaktum, welches durch keine hôchstens (n — 2)-dimensio- 
nale abgeschlossene Teilmenge zerlegt wird, heifit^ eine «-dimensionale 
Cantorsche MannigfaÜigkeit. 

Wir haben also durch den Hilfssatz in Nr. 1 bewiesen: 

Das n-dimensionale Elément^ ist eine n-dimensionale Cantorsche 
MannigfaÜigkeit. 

Wenn G ein beliebiges Gebiet des i?" und F hôchstens (n — 2)- 
dimensional ist, ist G — F, folglich® auch G — F zusammenhângend. 
Es gilt also das 

Korollar. Die abgeschlossene Hülle eines beliebigen beschrànkten 
Gebietes des E” ist eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit. 

3. Spezialfall der Polyeder. Invarianz des starken Zusammen- 
hanges eines Kotnplexes. Im AnschluB an diese Resultate entsteht 
die natürliche Frage nach denjenigen Polyedern, die zugleich Cantorsche 
Mannigfaltigkeiten sind: man will wissen, durch welche Eigenschaften 
ihrer simplizialen Zerlegungen sie charakterisiert sind. Die Antwort auf 
diese Frage wird durch folgenden Satz gegeben: 

Satz II (Satz von der Invarianz der stark zusammen- 
hângenden Komplexe)*. Wenn eine simpliziale Zerlegung eines 
Polyeders stark zusammenhângend ist, so ist das Polyeder eine Cantorsche 
Mannigfaltigkeit; umgekehrt ist jede simpliziale Zerlegung eines Poly- 
eders, das eine Cantorsche Mannigfaltigkeit ist, stark zusammenhângend. 

Hierin ist enthalten; Wenn eine simpliziale Zerlegung eines Poly- 
eders die Eigenschaft des starken Zusammenhanges besitzt, so gilt dieselbe 
Eigenschaft für jede simpliziale Zerlegung desselben Polyeders. 

Beweis. Es sei K eine simpliziale Zerlegung des n-dimensionalen 
Polyeders K ; wenn K nicht stark zusammenhângend ist und eine 
starke Komponente von K, K' der aus den in nicht vorkommenden 
Grundsimplexen von K gebildete Komplex ist, so ist • K' ein hôch- 
stens (n — 2)-dimensionales Polyeder, welches R zerlegt; R kann also 
unter diesen Umstânden keine Cantorsche Mannigfaltigkeit sein, und 
die zweite Hâlfte unseres Satzes ist bewiesen. 

Wenn andererseits R stark zusammenhângend, F eine beliebige, 
hôchstens (« — 2) -dimensionale Teilmenge von R und T” irgendein 
Grundsimplex von K ist, so ist R — F = — F) . Zu je zwei 

i 

Simplexen T- und T- gibt es eine sie verbindende Kette 


T^i = Tl. 


ko f 




•~rn '-pn pm •pn 

^ kg ^ j f ^ kh' ^ kh 


+ 1 


r n 
Vk 


1 Nach Urysohn. 

2 D. h. : das topologische Bild eines «-dimensionalen Simplexes. 

* Nach Kap. I, § 2, Satz XIX; der Satz ist anwendbar, denn, da F in i?” 
nirgendsdicht ist, ist G ~ F d (T^F (und natürlich G — F 3 G — F). 

^ Kap. IV, § 5, Nr. 6. 
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Nun ist aber auch 

(TZ-F)- -F) = 7^;^ -F + 0, 

denn F • Tv~^ ist eine hôchstens (« — 2)-dimensionale, ako nirgends- 
dichte Teilmenge von Das System der Mengen 7^ — F ist also 

verkettet, so daB die Vereinigungsmenge 2(77 — F) = R — F zu- 
sammenhângend ist. Mit anderen Worten: F zerlegt das Polyeder R 
nicht, R ist eine w-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit, w. z. b. w. 

4. Regulâre und singulare Punkte eines Polyeders. Für die wei- 
teren Invarianzbetrachtungen an Polyedem führen wir den folgenden 
Begriff ein: Der Punkt a des «-dimensionalen Polyeders FheiBt ,,regu- 
làr“, wenn er eine «-dimensionale Euklidische — d. h. dem F" homôo- 
morphe — Umgebung (relativ zu P) besitzt; andernfalls heiBt er 
,,singulàr“. 

Diese Définition ist von vomherein topologisch invariant, d. h. bei 
einer topologischen Abbildung von P auf ein Polyeder P' gehen die 
regulâren bzw. singulâren Punkte von P in die regulâren bzw. singu- 
lâren Punkte von P' über. 

Ist P — R, so sind die inneren Punkte der n-dimensionalen Sim- 
plexe von K regulâr ; ist r < « und | | ein Simplex von K, das auf 

keinem «-dimensionalen Simplex liegt, so sind aile inneren Punkte 
von [x'I — infolge der Invarianz der Dimensionszahl — singulâr. 
Hieraus ist die folgende topologisch invariante Charakterisierung der 
homogen-dimensionalen Komplexe ersichtlich ; 

Der Komplex K ist dann und nur dann homogen-dimensional, wenn 
in R = P die regulâren Punkte dichi liegen. 

Wir erwâhnen noch: Wie unmittelbar aus der Définition folgt, 
bilden in jedem Polyeder die regulâren Punkte eine offene, die singu- 
lâren Punkte also eine abgeschlossene Menge. 

5. Homogen-dimensionale Komplexe. Invarianz des (n — l)-di- 
mensionalen singulâren Teils^ K* eines Komplexes K". Von nun an 
bis ans Ende des Paragraphen sei K immer ein homogen «-dimen- 
sionaler Euklidischer Komplex; unter TC* verstehen wir wie früher^ den 
Komplex seiner „singulâren" (« — l)-dimensionalen Seiten, d. h. der- 
jenigen, die nicht auf genau zwei n-dimensionalen Simplexen liegen. Wir 
behaupten zunâchst — und rechtfertigen damit den doppelten Gebrauch 
des Wortes ,, singulâr" — : 

Aile Punkie von R* sind singulare Punkte von R. 

Um dies zu beweisen, genügt es, da die Menge der singulâren Punkte 
abgeschlossen ist, zu zeigen; Jeder innere Punkt eines (» — i)-dimen- 
sionalen Simplexes von R* ist singulârer Punkt von K. 

Es sei a innerer Punkt des Simplexes 7^“^ von TC; wir werden die 
beiden folgenden Behauptungen A und B beweisen, womit der obige 


1 Kap. IV, § 5, Nr. 8. 
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Satzbewiesen sein wird; dabei verstehen wir unter einer ,,Euklidischen 
Umgebung'' immer eine solche, die dem homôomorph ist. 

A) Wenn an 7^"^ ein einziges Simplex von K anschlieBt, so 
besitzt a keine Euklidische Umgebung; 

B) wenn an 7^” ^ drei oder mehr 77 anschlieBen, so besitzt a keine Um- 
gebung, die einer (echten oder unechten) Teilmenge des homôomorph ist. 

Beide Behauptungen folgen leicht aus dem Satz von der Gebiets- 
invarianz. 

Beweis der Behauptung A). Es sei T" das einzige an an- 
schlieBende Simplex, der das Simplex T” tragende Euklidische 
Raum ; wenn a Euklidische Umgebungen besâBe, würde man unter ihnen 
auch beliebig kleine finden kônnen, insbesondere auch eine in 7^ liegende 
Euklidische Umgebung U (a) . Diese wâre dem ganzen R^ homôomorph, 
würde also (nach dem Satz von der Gebietsinvarianz) eine offene Teil- 
menge des erwàhnten R^ bilden; insbesondere müBte also der Punkt a 
innerer Punkt von 7^ (in bezug auf den R^) sein — er kônnte nicht 
auf dem Rande von 2'^ liegen, Durch diesen Widerspruch ist^die Be- 
hauptung A) bewiesen. 

Beweis der Behauptung B). An schlieBen mindestens drei 
Simple xe 'pn 


von K an; wir führen die folgende Annahme zum Widerspruch: ein 
innerer Punkt a von 7^~^ besitze eine beliebig kleine, also insbesondere 
eine im Innern des Sternes JSJ = -f -f • • • 4- liegende Um- 
gebung [/, die einer Teilmenge des w-dimensionalen Euklidischen Rau- 
mes homôomorph ist. 

Man kann sich auf die Betrachtung des genannten Sternes E be- 
schrânken und dabei annehmen, daB zwei unter den Simplexen 
etwa Tf und , einer n-dimensionalen Ebene R^ des Euklidi- 
schen Raumes R^, in dem P liegt, angehôren. Es sei jetzt / eine 
topologische Abbildung von U auf eine Teilmenge U' von R!^\ da 
F= ?7* (77 + 7 ^ 2 ) offene Teilmenge von R!^ ist, ist f{V) — G 
nach dem Satz von der Gebietsinvarianz offen in R”, folglich erst 
recht in U'; da andererseits /"^ eine topologische Abbildung von U' 
auf U ist, muB d. h. V offen in U sein; V ist aber bestimmt 

nicht offen in U, denn der Punkt a^V ist Hâufungspunkt z. B. von 
der Menge U • (TJ — die zu V fremd ist. 

Unser Satz ist hier mit bewiesen. 

Wir behaupten jetzt, daB K* ein topologisch invarianter TeiU 
komplex von K ist, mit anderen Worten: 

K und Kl seien homogen n-dimensionale Komplexe; K* und Kf 
seien die Komplexe ihrer singulàren {n — \)-dimensionalen Seilen; f sei 
eine topologische Abbildung von R auf R^) dann ist 

(3) f(R*)=Rf. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 


26 
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Beweis. Es genügt zu zeigen, dafl 

( 4 ) t{R*)^K* 

ist, denn aus Symmetriegründen (man vertausche K mit und / 
mit f~^) folgt daraus cz R*, also Rf cz f{R*), was zusammen 

mit (4) die Gleichung (3) ergibt. 

Da die Punktmenge R* abgeschlossen ist, genügt es, um (4) zu 
beweisen, eine in R* dichte Menge D zu finden, die mittels / in R* abgebil- 
det wird. Um eine solche Punktmenge D zu erhalten, bezeichnen wir mit 
Q bzw. Q' die Menge aller Punkte von R bzw. R^ , welche zu {n — 2)-dimen- 
sionalen Simplexen (von K bzw. gehôren. Die beiden Mengen Q und Q' 
sind (n — 2)-dimensional, woraus folgt, daB sowohl Ç als auch 
nirgendsdicht in R* sind; somit ist auch Q + nirgendsdicht, also 

D = R* -{Q + f-HQ')) 

dicht in X*. Jeder Punkt a von D ist singulârer Punkt von Ky so daB 
auch f{a) singulârer Punkt von ist. Da der Punkt /(a) einerseits 
zu keinem (w — 2)-dimensionalen Simplex von gehôrt, andererseits 
als Bild des singulâren Punktes a selbst singulâr ist, ist er gewiB innerer 
Punkt eines (w — 1)-dimensionalen Simplexes von K^y und zwar eines 
solchen. das nicht auf genau zwei w-dimensionalen Simplexen von 
liegt — er ist also Punkt eines Gruncîsimplexes von iï'f , w. z. b. w. 

6. Invarianz des regulâren Zusammenhanges. Nunmehr geben 
wir die folgende topologisch invariante Charakterisierung des regulâren Zu- 
sammenhanges eines Komplexes (vgl. Kap. IV, § Nr. 7): 

Der {homogen n-dimensionale) Komplex K ist dann und nur dann 
regulàr zusammenhàngendy wenn die Menge der regulâren Punkte von K 
zusammenhàngend ist. 

Beweis. G sei die Menge der regulâren Punkte von K. Zunâchst 
sei K regulâr zusammenhàngend ; a und h seien regulâre Punkte von K ; 
a gehôre dem Simplex \x^\y b dem Simplex \y^\ an; a' y b' seien innere 
Punkte von | x^ | bzw. | y” | . Dann liegt sowohl die Strecke a^' als 
auch die Strecke b V in G, und ferner kann man infolge des regulâren 
Zusammenhanges von K die Punkte a' und b' in G durch einen Strecken- 
zug verbinden. Da man somit die willkürlich gegebenen regulâren 
Punkte a und b durch einen Weg verbunden hat, der ganz in G ver- 
lâuft, ist G zusammenhàngend. 

Jetzt sei K ein Komplex, für welchen die Menge G der regulâren 
Punkte von R zusammenhàngend ist; Behauptung: K ist regulâr zu- 
sammenhângend; mit anderen Worten : bei jeder Zerlegung K = + Kg 

in zwei homogen n-dimensionale Komplexe K^y Kg enthâlt der Durch- 
schnitt Kl -Kg eine regulâre (w — 1)-dimensionaleSeite vonK. Dabeidürfen 
wîr Ki-Kg von vomherein als hôchstens (n — 1)-dimensional annehmen. 

Da G zusammenhàngend ist, haben G • R^ und G • Kg einen Punkt p 
gemeinsam. Jeder Punkt einer Umgebung von p ist regulârer Punkt, 
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und daher ist (nach Nr. 5) jede (n — 1)-dimensionale Seite von K, auf 
welcher p liegt, eine regulâre Seite von K, Wir haben daher nur zu 
zeigen : p liegt auf einer (w — 1)“dimensionalen Seite von 

Jede Umgebung U von p wird, da sie sowohl Punkte von 
als auch Punkte von — enthâlt, durch die Menge 

zerlegt. Diese Menge ist nach Satz I, da wir U als w-dimensionales 
Euklidisches Gebiet ansehen dürfen, wenigstens (n — l)-dimensionaL 
Folglich gibt es wenigstens eine (^ — 1)-dimensionale Seite von 
die in U eintritt. Wâhlen wir U als in dem offenen Stern Og^{p) gelegen 
(Kap. III, § 1, Nr. 7), so enthàlt jede Seite von K, die in U eintritt, 
den Punkt p. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Auf Grund des damit bewiesenen Satzes dürfen wir von régulât 
zusammenhângenden Polyedern sprechen — das sind diejenigen mit 
regulâr zusammenhângenden Simplizialzerlegungen. 

7. Invarianz der Pseudomannigfaltigkeiten. Auch die geschlosse- 
nen Pseudomannigfaltigkeiten lassen sich topologisch invariant charakte- 
risieren) denn der Komplex K ist eine geschlossene Pseudomannig- 
faltigkeit, wenn er regulâr zusammenhângend und wenn leer ist 
(Kap. IV,§5,Nr. 11) — beide in dieser Définition auftretenden Begriffe sind 
nach Nr. 5 und 6 topologisch invariant. Ist aJso R' homôomorph mit R, 
so ist auch der Komplex K' eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit. 

Um auch die berandeten Pseudomannigfaltigkeiten in âhnlicher 
Weise invariant zu charakterisieren, führen wir den folgenden Begriff 
ein (vgl. Nr. 5> Behauptung B): Der Punkt a des homogen n-dimensio- 
nalen Polyeders P heiût erzweigungspunkV von P, wenn er keine 
Umgebung besitzt, die einer (echten oder unechten) Teilmenge des 
homôomorph ist. Jeder Verzweigungspunkt ist singulâr, und ein in- 
nerer Punkt eines (w — l)-dimensionalen Simplexes von K ist dann^ 
und nur dann Verzweigungspunkt, wenn diesès Simplex auf wenigstens 
drei n-dimensionalen Simplexen von K liegt. Daraus ergibt sich 
die folgende invariante Charakterisierung der berandeten Pseudomannig- 
faltigkeiten: der Komplex K ist dann und nur dann berandete Pseudo- 
mannigfaltigkeit, wenn er regulâr zusammenhângend ist, wenn K* nicht 
leer ist und wenn es keine (w~ l)-dimensionale Menge von Verzwei- 
gungspunkten gibt. DaB diese Charakterisierung in der Tat topolo- 
gisch invariant ist, folgt aus Nr. 5 und dem Umstand, daB die Ver- 
zweigungspunkte invariant definiert sind. 

8. Invarianz der Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit regu- 
lâr zusammenhângender Komplexe (Kap. IV, § 5, Nr. 9). 

Wenn leer, also K eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit ist, 
so ergibt sich diese Invarianz einfach daraus, daB (K) = 1 oder = 0 
ist, je nachdem K orientierbar ist oder nicht (Kap. VII, § 1, Nr. 7). 

1 Vgl. Nr. 5, Behauptung B. 

26 * 
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Es sei also K* nicht leer. Wir bemerken zunàchst : die Orientier- 
barkeit bzw. Nichtorientierbarkeit ist invariant gegenüber Unterteilung 
von K. Denn ist K orientierbar und C der Repràsentant einer Orien- 
tierung (Kap. IV, § 5> Nr. 9), so ist der beim Übergang zu einer Unter- 
teilung K' von K entstehende Komplex C' offenbar Repràsentant einer 
Orientierung von ÜC'; umgekehrt: ist die Unterteilung K' von K orien- 
tierbar und C' der Repràsentant einer Orientierung, so definieren die 
kohàrent orientierten Simplexe von C', die einem Grundsimplex \x.i\ 
von K angehôren, eine Orientierung von \x^\f und die Summe aller 
dieser orientierten Simplexe x^ ist Repràsentant einer Orientierung 
von K. 

Infolgedessen dürfen wir für unseren Beweis den Komple^ K durch 
eine Unterteilung iC' ersetzen ; wir wàhlen diese so, daB sie die folgende 
Eigenschaft (£ hat: jede Kante von K\ deren beiden Eckpunkte zu R* 
gehôren, gehôrt ganz znK*.^ Wir schreiben nun wieder K statt K'. 

Dann nehmen wir einen mit K isomorphen Komplex Ki und identi- 
fizieren die Eckpunkte von K* mit den entsprechenden Eckpunkten 
des entsprechenden Teilkomplexes Kf von ; bei dieser Identifizierung 
entsteht ein Komplex Kq, und infolge der Eigenschaft ® haben die 
Teilkomplexe K und von Kq nur den Komplex K* == Kf gemeinsam. 
Wir behaupten: Dann und nur dann ist K orientierbar, wenn p^[K^ 
> 0 ist. In der Tat: Ist K orientierbar, so sei C ein von Null ver- 
schiedener ganzzahliger w-dimensionaler Relativzyklus in K bis auf K’*' 
(Kap. IV, § 5, Satz VII a) und Q der entsprechende algebraische Kom- 
plex in ; dann ist C — ein von Null verschiedener ganzzahliger 
Zyklus in Kq, folglich ist P^{Kq) > 0. Andererseits : Ist P^{Kq) > 0, 
so gibt es in Kq einen von Null verschiedenen ganzzahligen w-dimen- 
sionalen Zyklus Z, und die Simplexe von Z, die zu K gehôren, bilden 
einen ganzzahligen Relativzyklus in K bis auf K*, aus dessen Exi- 
stenz (Satz VII a, a. a. O.) die Orientierbarkeit von K folgt. 

Hieraus, aus der Invarianz des Komplexes K* (Nr. 5), und aus der 
topologischen Invarianz der Bettischen Zahlen, ist die topologische In- 
varianz der Orientierbarkeit bzw. Nicht-Orientierbarkeit von K er- 
sichtlich. 

9. Définition der Mannigfaltigkeiten. Die geschlossenen Pseudo- 
mannigfaltigkeiten sind diejenigen regulàr zusammenhàngenden Poly- 
eder R, in denen leer oder, was dasselbe ist, die Menge der singu- 
làren Punkte hôchstens (n — 2)-dimensional ist. Unter ihnen sind die 
wichtigsten die geschlossenen Mannigfaltigkeiten : sie sind dadurch defi- 
niert, daB es überhaupt keine singulàren Punkte gibt, daB also jeder 
Punkt eine Euklidische Umgebung besitzt. Wàhrend aber die geschlos- 
senen Pseudomannigfaltigkeiten durch kombinatorische Eigenschàften 

^ Zum Beispiel die baryzentrische Unterteilung K' von K hat, wie man leicht 
zeigt, diese Eigenschaft. — Man vgl. auch S. 336, Fuûnote 1 . 
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definiert worden sind, weiB man bis heute nicht — abgesehen von 
« = 1, n — 2 und » = 3 ~> durch welche Eigenschaften sich die 
simplizialen Zerlegungen der «-dimensionalen geschlossenen Mannig- 
faltigkeiten charakterisieren lassen. Dieses Problem — also die Aufgabe, 
die Euklidischen Umgebungen kombinatorisch vollstândig zu beschrei- 
ben — scheint unter den ungelôsten Problemen der Topologie eines 
der schwierigsten zu sein. 

Ânhang zum zehnten Kapitel. 

Raumzerlegung und wesentliche Abbildungen. 

Wir haben gesehen^, daB die Dimension eines Kompaktums sich 
durch die Existenz von wesentlichen Abbildungen auf Elemente ent- 
sprechender Dimensionszahl charakterisieren lâBt; wir geben jetzt eine 
analoge Charakterisierung für die Eigenschaft eines Kompaktums 
F Cl R”', den 2?" zu zerlegen. Der Satz, den wir sogleich aussprechen 
und beweisen werden, und der Satz XIII von Kap. IX, § 3 sind eng 
miteinander verwandt; in ihnen werden bereits allgemeine Zusammen- 
hânge zwischen rein mengentheoretischen und kombinatorisch-alge- 
braischen Eigenschaften von Kompakten sichtbar, die wir erst im 
zweiten Bande dieses Bûches in voiler Allgemeinheit darstellen werden. 

Définition 2 . Eine stetige Abbildung f des Kompaktums F auf die S” 
heipt wesentlich, wenn bei jeder Abbildung (von F in S"), die aus f 
durch stetige Abànderung entsteht, die Bildmenge h {F) die ganze Sphàre S” 
ist (d. h. eine Abbildung von F auf die S" ist). 

Sodann gilt folgender 

Satz®. Bas Kompaktum F œ. R^ zerlegt dann und nur dann den R"' 
nicht, wenn jede Abbildung von F in die S"~^ unwesentUch ist*^. 

Voraussetzung I. Jede Abbildung von F in die ist un- 

wesentlich. 

Behauptung I. F zerlegt den R!^ nicht. 

Beweis. Es sei a ein beliebiger Punkt in R^ ~ F; wir behaupten 
zunâchst; man kann F in R" — a auf einen Punkt zusammenziehen ; 
das heiBt : es gibt eine solche stetige Abbildungsschar /< , 0 ê ^ êS 2 , 
daB /, bei jedem t das Kompaktum F in iî" — a abbildet, daB /„ {x) = x 
für jeden Punkt xcF ist und daB ^(F) ein Punkt ist. In der Tat: 

1 Kap. IX, § 3 . Nr. 10. * Vgl. Kap. XII, § 4, Nr. 6. 

5 Wir geben hier denjenigen Beweis des Satzes wieder, der von K. Borsuk 
stammt. 

^ Auf Grund des Zerlegungssatzes (Kap. X, § 1) kann man denselben Satz 
auch so aussprechen : Das Kompaktum F (Z làfit sich dann und nur dann 
wesentlich auf die ahhilden, wenn seine (n — \) -te Bettische N-Zahl nicht Null 
ist, Für (n — \)-dimensionale Polyeder F ist der Satz in dem Satz VI' von 
Kap. XIII, § 2, enthalten, der von der Voraussetzung F (Z R*' frei ist (man be- 
achte Kap. X, § l, Nr. 10). Die Verallgemeinerung dieses Satzes VI' für Kom- 
pakten F wird im 2. Bande bewiesen werden. 
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Ânhang zum zehnten Kapitel. 


S"~^ sei eine Sphâre mit dem Mittelpunkt a; für jeden Punkt xczF 
sei Xi = fx{x) der Schnittpunkt des Strahles âx mit und ff{x) der 
Punkt, der die Strecke im Verhâltnis t:{\ — t) teilt 
Ferner sei /< mit eine — nach Voraussetzung existierende — 

Abbildungsschar von F in mit fz(F) = b, wobei b ein Punkt von 
ist. — Die Schar /, mit 0^t^2 deformiert in der Tat die Menge F 
in dem Raume — a in den Punkt b. 

Erweitern wir diese Schar zu einer Abbildungsschar des ganzen R“ 
in den R“ — was auf Grund des Erweiterungssatzes (Kap. I, § 6, Nr. 9 
sowie Nr. tO, Zusatz), angewandt auf das Produkt des R" mit der 
i-Strecke, môglich ist —, so gibt es eine Umgebung U (F), deren Bilder 
fi{U{F)) für aile t (0 ^ 2) in R” — a liegen. Dann hat U (F) die 

Eigenschaft: Jeder in U (F) gelegene stetige Zyklus ist in R!' — a homotop 
Null, und daher — vorausgesetzt, dafi er berandungsfàhig ist — auch 
homolog Null in R" — a (Kap. VIII, § 5, Nr. 8); folglich ist speziell 
jeder Euklidische Zyklus z, der in U (F) liegt, cnoQ in R” — a. 

Nehmen wir nun an, F zerlege — entgegen der Behauptung — 
den R". Dann wâhlen wir den Punkt a — in einer beschrânkten 
Komponente G von R” — F; der Komplex Qi sei ebenso wie in Kap. X, 
§ 1, Nr. 7 definiert; wie a. a. O. bewiesen worden ist, berandet dann Ç, 
in R" — a nicht. Nun kônnen wir aber andererseits die simpliziale 
Zerlegung des R", welche der Konstruktion von Qi zugrunde liegt, so 
fein wâhlen, daB die Simplexdurchmesser <q(F, R" — U (F)) sind; 
dann ist offenbar Q^cz U (F) , und daher ist, wie wir oben sahen, Q <>• 0 
in R" — a. — Aus diesem Widerspruch ergibt sich die Richtigkeit der 
Behauptung I. 

Voraussetzung II. F zerlegt den R” nicht. 

Behauptung II. Jede Abbildung / von F in ist unwesentlich. 

Wir überzeugen uns zunâchst davon, daB die Behauptung II ent- 
halten ist in der 

Behauptung III. Jede Abbildung / von F in die lâBt sich 
zu einer Abbildung eines «-dimensionalen Simplexes T, welches F ent- 
hâlt, in die S"“^ erweitern. 

In der Tat folgt Behauptung II aus Behauptung III: Wenn / eine 
Abbildung von F in ist, so erweitere man sie — was nach Be- 
hauptung III môglich ist — zu einer Abbildung f von 7' in 5"~*; dann 
ziehe man F innerhalb von T stetig in einen Punkt zusammen und 
bilde diesen Vorgang mittels der in T erklârten Abbildung / in die 
ab; es ergibt sich eine stetige Abânderung der Abbildung / von F 
in 5”“^, und am SchluB der Abânderung wird F auf einen einzigen 
Punkt von 5"”^ abgebildet. 

Dem Beweise der Behauptung III schicken wir zwei Hilfssâtze 
voraus. 
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Hilfssatz A. Es sei K ein echter Teilkomplex des Simplexrandes 
|jf”l und / eine Abbildung von R in S”~^. Dann lâBt sich / zu einer 
Abbildung von x” in S"~^ erweitem. 

Beweis. Wir werden den Hilfssatz I aus Kap. XIII, § 1 , Nr. 3 
benutzen und kurz als ..Hilfssatz I" zitieren. Es sei ein nicht 

zu K gehôriges Simplex von |x"l und K' der Komplex |x"| — 

Da jede Abbildung / von R zu einer simplizialen Abbildung einer 
Unterteilung von K in den Simplexrand |ÿ"| — wobei ÿ” = 
ist — homotop ist (Kap. VIII. § 3 , Satz I). dürfen wir nach Hilfssatz I 
die Abbildung / als eine simpliziale Abbildung eines Teilkomplexes 
einer Unterteilung K{ von K' in jÿ” | annehmen. Wir erweitem sie zu einer 
simplizialen Abbildung von K'i in |ÿ”|. indem wir jedem nicht zu 
gehôrigen Eckpunkt von K'i einen beliebigen Eckpunkt von |ÿ"j zu- 
ordnen. Da die Punktmenge R'i = R' = |x"| — offenbar ein 

(w — l)-dimensionales Elément ist, kann man sie stetig in sich auf einen 
Punkt zusammenziehen, d. h. es gibt eine Abbildungsschar g, von R' 
in sich mit , go(p) — p und gi {p) = p^ für aile Punkte pc: R' 

und einem festen Punkt p^ c: R'. Wir setzen /, (p) = fgf (p) und sehen : 
die Abbildung / von R' ist zu einer Abbildung h von R' auf einen ein- 
zigen Punkt von S"“^ homotop. Da sich /j trivialerweise zu einer Ab- 
bildung von x" in die — nâmlich auf den Punkt fi(R') — er- 

weitern lâBt, lâBt sich nach Hilfssatz I auch / zu einer Abbildung 
von i?” in erweitem. — 

Hilfssatz B. Es seien K und K' zwei homogen M-dimensionale 
Euklidische Komplexe im R”; K sei echter Teil von K'; weder R 
noch R' zerlege den /?". Dann lassen sich die nicht zu K gehôrigen 
w-dimensionalen Simplexe von K' in eine solche Reihenfolge 

Tl, , Tjff 

bringen, daB für jedes i (0 â f '41 N) das Polyeder 
Ri = R+T, + T,+ --, + r, 
den R" nicht zerlegt. 

Beweis. Wir setzen = K'] Komplexe 2 , . . .,K^ und 
somit Simplexe seien in der gewünschten Weise 

ausgezeichnet (i è 1). Wir haben ein Simplex von — K so zu 
finden, daB das Polyeder R^^.^ = den R" nicht zerlegt. Es 

sei T ein nicht zu K gehôriges w-dimensionales Simplex von K,-, und a 
ein innerer Punkt von T ; wir verbinden a durch einen Weg, welcher 
weder R noch eine hôchstens (« — 2 )-dimensionalé Seite von Ri trifft, 
mit einem Punkt von R" — Ri] der letzte Punkt, den dieser Weg 
mit Ri gemeinsam hat, liegt auf einem Simplex i | von Ki, welches 
nur einem M-dimensionalen Simplex von Ki angehôrt; dieses «-dimen- 
sionale Simplex (das nicht zu K gehôrt) wâhlen wir als . Dann ist klar ; 
Da Ri den R” nicht zerlegt, zerlegt auch Ri_i = Ki — Ti den R” nicht. — 
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Anhang zum zebnten Kapitel. 


Beweis der Behauptung III. Ebenso wie in Kap. X, § i, Nr. 2 
konstruieren wir eine solche Polyederumgebung Ü von F, daB iî" — Ü ans 
einer einzigen Komponente besteht, daB also U den i?” nicht zerlegt. Das 
Polyeder Ü sei in Simplexe zerlegt : U — R. Dabei dürfen wir anneh- 
men, daB K Teilkomplex einer Unterteilung K' des F enthaltenden Sim- 
plexes T ist. K und K' erfüllen also die Voraussetzungen des Hilfssatzes B. 

Wir dürfen weiter annehmen, daB U in einer vorgeschriebenen Um- 
gebung V von F enthalten ist. Wir wâhlen (nachdem die Abbildung / 
von F in die gegeben ist, welche wir auf T erweitern wollen) V so 
klein, daB sich / zu einer Abbildung von V in die erweitern làBt; 
[solche V gibt es: man erweitere zunâchst auf Grund des Erweiterungs- 
satzes / zu einer Abbildung /' einer Umgebung V' von F in den R", 
in dem S"~^ liegt; dann sei V eine solche, in V' enthaltene, Umgebung 
von F, daB /'(F) den Mittelpunkt von nicht enthâlt, und für 

jeden Punkt xcz V sei f{x) der Punkt von in den der Punkt f (x) 
von dem Mittelpunkt aus projiziert wird]. Somit ist / insbesondere auf 
unser Polyeder U = R erweitert. 

Um diese Abbildung / von R auf R' — T zn erweitern, ordnen wir 
die «-dimensionalen Simplexe von K' — K gemâB dem Hilfssatz B. 
Es sei / bereits in = Â + î'i + • • • + Fi erklârt {i < N) ;da Ri den i?” 
nicht zerlegt, gehôrt nur ein echter Teil des Randes von j zu ; daher 
lâBt sich nach Hilfssatz A die Abbildung / auf d. h. auf Ri^i er- 
weitern. So ergibt sich schlieBlich die gewünschte Erweiterung auf R'. 

Zweiter Beweis der Behauptung III (nach mündlicher Mitteilung von 
Herrn Hurewicz) : Man verschàrft leicht den Hilfssatz A zu Hilfssatz A' : Es 
sei 0 eine abgeschlossene echte Teilmenge von i” und / eine Abbildung von 0 
in S““^. Dann làBt sich / zu einer Abbildung von i” in erweitern. 

Statt III werden wir den àquivalenten Satz beweisen: 

III': Es gebe eine Abbildung / von F in 5”" ^, die sich nicht auf T erweitern 
làfit. Dann zerlegt F den i?". 

Beweis, Man zeigt erstens leicht: Die folgende Eigenschaft (5 abgeschlossener 
Teilmengen 0ZDF von T ist induktiv^. 

Eigenschaft (^: Die Abbildung / von F in lâBt sich nicht zu einer 

stetigen Abbildung von 0 in 5”“^ erweitern. 

Nach dem Brouwerschen Reduktionssatzi gibt es daher eine kleinste MengeF' 
mit F CE' CI T , auf welche sich / nicht erweitern làBt. Die Menge F' — F ist 
gewiB nicht leer; wir behaupten: sie ist eine offene Menge des F”. In der Tat: 
Es sei a ein Punkt von F' — F und \x^ \ ein Simplex, welches a im Innern enthâlt 
und fremd zu F ist; wàre a Randpunkt von F' — F, so kônnten wir \x^\ so wâhlen, 
daB nur ein echter Teil von x^ zu F' gehôrte; U sei das Innere von i”; die Ab- 
bildung / lieBe sich (wegen der Minimaleigenschaft von F') auf F' — U erweitern ; 
da nur ein echter Teil von i” zu dem Définition sbereich dieser Abbidung / gehôrte, 
lieBe sich / nach Hilfssatz A' weiter auf J”, also auf F' erweitern — entgegen de?: 
Définition von F'. — Da somit F' — F offen ist, gehôrt die Begrenzung dieser 
Menge zu F. Somit besitzt F” •— F wenigstens eine beschrânkte Komponente, 
d. h. : F zerlegt den F**. 


1 Kap. II, Anhang. 
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Vierter Teil. 

Verschlingungen im Euklidischen 
Raum. Stetige Abbildungen von 
Polyedern. 

Die Invarianzsâtze, die in den Kapiteln VIII und IX bewiesen 
worden sind, ermôglichen die Übertragung der Begriffe und Methoden 
ans der Topologie der Komplexe auf Polyeder; sie sind somit das Funda- 
ment der y, T apologie der Polyede/\ Der weitere Ausbau der Polyeder- 
topologie — soweit sie es mit ^Tomo/ogi^-Eigenschaften zu tun hat 
und soweit sie sich nicht speziell auf Mannigfaltigkeiten bezieht^ — 
soU nun im vierten Teil dieses Bandes erfolgen. 

Den gemeinsamen Ausgangspunkt für aile vier Kapitel dieses Teiles 
bilden die §§ 1 und 2 des Kapitels XI. Diese Paragraphen dienen der 
Einführung des Begriffes der y,Verscklingungszahr* , eines Begriffes, der 
zweifellos zu den wichtigsten in der Topologie gehôrt; er war — für 
den Spezialfall geschlossener Kurven im — schon Gauss bekannt, 
und er ist — nachdem Lebesgue den Zusammenhang zwischen den 
Begriffen „Verschlingung'' und „Zerlegung'* aufgedeckt batte — in 
voiler Allgemeinheit und Schârfe von Brouwer aufgestellt worden. 

An den Inhalt der beiden genannten Paragraphen schlieBen zwei 
voneinander unabhângige Theorien an: einerseits die ,,hôhere Ver- 
schlingungstheorie** des Euklidischen Raumes, die in dem Alexanderschen 
Dualitâtssatz gipfelt, andererseits die Théorie der Kroneckerschen 
Charakteristik und des Brouwerschen Abbildungsgrades. Die erste 
wird in den §§ 3 und 4 des Kapitels XI, die zweite im Kapitel XII dar- 
gestellt; das Kapitel XIII ist die Fortsetzung des Kapitels XII. 

Das Kapitel XIV handelt von Fixpunkten; sein §1 (Existenzsatz für 
Fixpunkte) ist von den anderen Kapiteln dieses Teiles unabhângig, und 
auch spâter werden nur wenige Begriffe undSàtze aus ihnen benutzt (§ 2) 

Elftes Kapitel. 

Verschlingungstheorie. Der Alexandersche 

Dualitâtssatz. 

Den obigen Vorbemerkungen zum vierten Teil sei speziell für dieses 
Kapitel noch folgendes hinzugefügt: Der Alexandersche Dualitâtssatz 
umfaBt ailes Wesentliche, was wir heute über die topologische Lage 
von (krummen) Polyedern im bei beliebigem n wissen; er umfaBt 

^ Vgl. § 2 der Einleitung. 

2 Für die Lektüre aller vier Kapitel wird die Kenntnis des Kapitels VIIÏ, 
jedoch nicht die Kenntnis der Kapitel IX und X, vorausgesetzt. 
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insbesondere den Jordan-Brou werschen Zerlegungssatz, der somit — 
im Sinne der oben angedeuteten Entdeckung von Lebesgue — in eine 
allgemeinere Théorie der Verschlingungen eingeordnet wird. Ein zweiter 
Beweis des Jordan-Brouwerschen Satzes (genauer: eines Spezialfalles 
dieses Satzes), der den Zusammenhang zwischen dem BegriiEf der Zer- 
legung und Verschlingungsbegriffen in besonders markanter Weise be- 
nutzt und übrigens auf einer ganz anderen Méthode beruht als der 
Beweis des Dualitàtssatzes, wird in dem „Anhang'* dargestellt; er 
stammt von Alexander und kommt dem ursprünglich von Lebesgue 
skizzierten Beweis sehr nahe. 

§ 1. Schnitt- und Verschlingungszahlen. 

1. Die Schnittzahl zweier Ebenen. — 2. Die Schnittzahl zweier Simplexe. — 
3. Die Schnittzahl zweier algebraischer Komplexe. — 4- Formcln für das 
Rechnen mit Schnittzahlen. — 5. Die Schnittzahl zweier Zyklen. — 6. Die 
Verschlingungszahl. — 7. Formeln für das Rechnen mit Verschlingungs- 
zahlen. — 8. Verschlingungszahlen von Homologieklassen. — 9. Die Ord- 
nung eines Punktes. 10. Schnitt- und Verschlingungszahlen in bezug 
auf (@,3) bezug auf (3, ^). — 11. Schnitt- und Verschlingungs- 

zahlen für Zellenkomplexe. 

§ 2. Verschlingungen stetiger Zyklen. 

1. Verschlingungszahlen stetiger Zyklen. ~ 2. Der Deformationssatz. — 
3. Entschlingungsfragen. — 4. Die Ordnung. 

§ 8. Die Existenzsâtze der Verschlingungstheorie. 

1. Fragestellung. — 2. Duale Zellenzerlegungen des und ihre algebra- 

ischen Eigenschaften. ~ 3- Duale Würfelzerlegungen des - ■ 4. Der 
spezielle Existenzsatz in bezug auf 9{. — 5. Ein Lemma. — 6. Der 1. (allge- 
meine) Existenzsatz in bezug auf ~ 7. Ein zweites Lemma. - 8. Der 

2. Existenzsatz in bezug auf 91.-9. Die Existenzsâtze mod m. — 10. Die 
Existenzsàtze in bezug auf (9îi, ©). — 11. Die Existenzsâtze in bezug auf 
(@, 9li). — 12. Die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion mit r n - - 2 im i?”. 

g 4. Der Alexandersche Dualitàtssatz. 

1. Formulierung und Beweis des Alexanderschen Dualitàtssatzes. — 2. Die 
ganzzahligen Bettischen Gruppen der Komplementàrmenge eines Poly- 
eders. — 3. Duale Basen. -- 4. Die (w — l)-dimensionalen Polyeder im R*\ 
Der Jordan -Brou wersche Satz. — 5. Irreduzibel geschlossene Polyeder. Die 
Invarianz der Verschlingungszahl. — 6. Weitere Folgerungen für spezielle 
Polyeder. — 7. Allgemeine Bemerkungen über Eigenschaften der Lage. 
Anhang zum elften Kapitel. Der Lebesgue- Alexandersche Beweis des speziellen 
Jordan-Brouwerschen Satzes. 

1. Formulierung der Hauptsàtze. Allgemeines über die Beweismethode. — 

2. Der zugrunde gelegte Homologiebegriff. — 3. Ein Hilfssatz. — 4. Addi- 
tionssâtze. — 5. Zwei Eigenschaften der Sphâre. — 6. Die r-dimensionalen 
Elemente auf der Sphâre. — 7* Krumme r-dimensionale Sphàren auf der n- 
dimensionalen Sphâre. — 8. Erlâuterungen zu den Beweisen. Umschlingun- 
gen. — 9. Zusâtze. 


§ 1. Schnitt- und Verschlingungszahlen im R". 

1. Die Schnittzahl zweier Ebenen. Bereits im Kap. X, § 1, Nr. 4, 
hatten wir es mit Schnittzahlen zu tun : es handelte sich dort um 
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den einfachsten Fall, nâmlich um den Schnitt einer Geraden mit einer 
(« — l)-dimensionalen Ebene des orientierten jR". Jetzt behandeln wir 
den allgemeinen Fall. 

Es seien und Y* zwei orientierte Ebenen des orientierten R”, 
wobei P q = n ist^. Die Ebenen und Y* môgen sich im Punkte o 
schneiden. Diesem Schnittpunkt o soll jetzt ein Vorzeichen, mit ande- 
ren Worten eine der beiden Zahlen +1> —1 nach einer bestimmten 
Regel zugeordnet werden. Diese Zabi soll sodann die SchniUzahl von 
X^ und Y* heiBen und mit 0 (X^, Y*) bezeichnet werden. Man nennt 
den mit dem Koeffizienten 0 (X^, Y*) versehenen Punkt 0 auch den 
„ Schnittpunkt der orientierten Ebenen" X’’ und Y* im (orientierten) R". 

Zu jedem orientierten Simplex 
bzw. y* bzw. r” von X^ bzw. Y® 
bzw. R” gibt es eine Zahl 

oc = (x(x^), (y«) , y = y (r”) , 

die i 1 ist und die Eigenschaft 
hat, daB die orientierten Simplexe 
ocx^, yr^ die Orientierungen von 
bzw. bzw. bestimmen. 

Es seien nun 

={oa^. . . üj ), y’ = (061 . . . 6,) 

irgendwelche orientierte Simplexe von | X^ | bzw. | Y* | mit dem gemein- 
samen Eckpunkt o (Abb. 27; p — g = 2); wir setzen noch 



r” = (oui . . . a,,6i . . .bj) 

und verstehen unter a, y die soeben eingeführten, zu diesen drei 
Simplexen gehôrigen Zahlen, Dann definieren wir 0 dur ch 

o(ZP,Y«) = a . /3. y. 

Um zu zeigen, daB 0 von der Wahl von x^ und y* unabhângig ist, 
betrachten wir noch zwei Simplexe 


(0 ci^ . . . 0-^) , 




setzen 


Y” = {oa\ . . . a’^b\ . . . 6;) 

und verstehen unter a', /?', y' die Zahlen, die an die Stelle der obigen 
a, /S, y treten. Zu zeigen ist: 

Oi^y — a'fi'y' . 


Zu diesem Zweck betrachten wir die affinen Abbildungen / und g 
von X^ bzw. Y* auf sich, die durch 


f(o)=g{o}=o, i{a,)=ai{i = \,2 p) , g{bj) = b'^ {j = i, 2. . . q) 


^ In diesem ganzen Kapitel ist n als fest zu betrachten. p und q sollen immer 
Zahlen mit p-\-q=zn, dagegen r und s immer Zahlen mit r s ~ n ~ \ bedeuten. 



412 


XI. Verschlingungstheorie. Der Àlexandersche Dualitàtssatz. 


bestimmt sind. Das Vorzeichen von / (Anh. II, § 1, Nr. 5) ist a a', das 
von g ist Für die von / und g aufgespannte Abbildung f xg = F 
(Anh. II, § 1, Nr. 6) gilt jF(f") = r'”, und sie hat daher das Vorzei- 
chen yy'; andererseits ist ihr Vorzeichen gleich dem Produkt der Vor- 
zeichen von / und g (Anh. II, a. a. O.), also gleich Es ist also 

ococ'^^' = yy', 

woraus durch Multiplikation mit oc'^'y die Behauptung 


folgt. 


oi§y — ot' y' 


Meistens wird man übrigens (vgl. z. B. Nr. 4, Beweis von Satz II) 
die Orientierungen von und y® von vomherein so wâhlen, daB 
« = = 1 , also 0 = y wird. 

Bemerkung I. Die obige Définition der Schnittzahlen gilt auch, 
wenn eine der Zahlen p und q gleich NuU, die andere also gleich n ist; 
ist etwa p = 0, q — n, so ist un ter A® bzw. xP der mit dem Koeffi- 
zienten 4-1 oder —1 versehene Punkt o zu verstehen. Versteht man 
unter A® den mit dem positiven Zeichen versehenen Punkt o, so er- 
gibt sich aus der Définition; es ist 0 = 4-1 oder 0 — — 1 , je nachdem 
4- Y” oder —Y” die zugrunde gelegte Orientierung des FP ist. 

Bemerkung IL Eine Umkehrung einer der drei Orientierungen 
(von A^, Y®, i?“) bewirkt, wie sich aus der Définition ergibt, die Um- 
kehrung des Vorzeichens von 0 . 

Satz I. Es gilt 


0(ALY®) = (-1)»’®0(Y®, A»*). 

Denn da die Reihenfolge {oa^ . . . durch p • q Trans- 

positionen in die Reihenfolge {obi . . . . . . ‘^p) übergeht, ist 

y{oai . . . ■ ■ ■b,) = {-\Y^y{obi . . . b^a^ . . . a^) . 

2. Die Schnittzahl zweier Simplexe definieren wir in den folgenden 
beiden Fâllen. Erstens: es seien xP, ÿ® zwei beliebige geometrische Sim- 
plexe^ des R” mit • ÿ® = 0 ; dann setzen wir 0 {x^, y®) = 0 . Zwei- 
tens : es seien # und y® {p + q = n) zwei orientierte Euklidische Simplexe 
des R” in allgemeiner Lage^ mit if*’ • ÿ® =t= 0, und und Y® seien die 
durch sie bestimmten orientierten Ebenen ; dann setzen wir 0 {x’’, y®) 
= 0(ALY®). 

Hierzu ist zu bemerken ; Infolge der allgemeinen Lage von x^ und 
y® schneiden sich A** und Y® in genau einem Punkte 0 . Dabei ist 0 
innerer Punkt sowohl von x^ als auch von ÿ®; denn lâge er etwa auf 
der Seite x^~^ von x^, so würden x^~^ und y® eine hôchstens (« — !)- 
dimensionale Ebene aufspannen, entgegen der allgemeinen Lage der 
Eckpunkte. 


1 Anhang II, § 3, Nr. 5 . 

* D. h. : die p + q + 2 Eckpunkte von \x’’\ und |y*| bilden ein Punktsystem 
in allgemeiner Lage; vgl. Anhang II, § t, Nr. 4. 
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3. Die Schnittzahl zweier algebraischer Komplexe (in relativ- 
allgemeiner Lage). Als Koeffizientenbereich wird — von nun an bis 
Nr. 9 — ein Ring zugrunde gelegt. Der Eckpunktbereich ist der des 
R” (Kap. IV, § 1, Nr. 8 und 9). 

Von zwei Komplexen C und D des iî” sagen wir, da6 sie sich in 
,,relativ-allgemeiner Lage" zueinander befinden, wenn für jedes Paar 
von Simplexen |ii;|c|C|, |y|c|Z)| einer der beiden folgenden FâUe 
(a) und (b) vorliegt: (a) die Simplexe |x| und |y| sind fremd zu- 
einander, (b) die Simplexe |x| und |y| sind Euklidisch, und ihre Eck- 
punkte bilden ein Punktsystem in allgemeiner Lage. 

Es seien nun 

und D* = '^ïPy‘j (p + q = n) 

i i 

algebraische Komplexe des iî" in relativ-allgemeiner Lage. Dann defi- 
nieren wir ihre Schnittzahl 

(1 ) 0 (C^ D«) = ^0 (xf , y?) mV ; 

dabei ist 0 (A;f, y?) nichts anderes als das positive oder négative Vor- 
zeichen in dem Koeffizientenring. Die Schnittzahl ist also ein Elément 
des zugrunde liegenden Koeffizientenringes 

4. Formeln für das Rechnen mit Schnittzahlen. Aus dem Satz I 
folgt 

(2) 0{C^. Z)«) = (-t)P»0(Z)«, C^) . 

Die folgenden Formeln ( 3 ) und (4) ergeben sich unmittelbar aus 
der Définition (1): 

j DI + Dl) = 0(C^ D?) + 0(C^ Dl ) , 

^ U(Cf + Q, D^) = 0(Cf, D^) + 0(q, D^) ; 

(4) 0[tC^, D^) = 0(C^, tD^) = t0{C^, D ^) . 

Die wichtigste Formel ist in dem Satz enthalten: 

Satz IL Es sei k 1 = n -\- \ \ und seien algebraische Kom~ 
plexe des in relativ-allgemeiner Lage; dann gilt 

(5) 0{C\D^) = {-\f0(C\lÿ). 

Beweis. Nach ( 1 ), ( 3 ), (4) genügt es, statt (5) die Behauptung 

(5') 0(x*,ÿ') = (-1)*0(^, y') {k + l = n + \) 

für orientierte Simplexe x*, y^ zu beweisen^. 

Wenn x’‘ • — 0 ist, so ist jede der beiden in (5') auftretenden 

Schnittzahlen gleich Null, die Behauptung also richtig. 

Es sei j?* • 4= 0; da der Durchschnitt der Ebenen, welche iE* und ^ 

tragen, infolge der vorausgesetzten aUgemeinen Lage, eine Gerade und 


^ Die Formel ($') ist in bezug auf den Koeffizientenring @ zu verstehen. 
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da Æ*'5>^konvex und beschrânkt ist, ist Streckea6. Jeder 

der beiden Punkte a und b gehôrt zum Rande eines unserer Simplexe 
und ist innerer Punkt des anderen Simplexes. Zwei Fâlle sind moglich : 

1) a und b gehoren zum Rande eines einzigen der Simplexe x^, 

2) a gehort zu i*, b zu 

Beweis im Falle 1) (Abb. 28a; k = l = 2). Wir dürfen annehmen, 
dafi a und b auf \x^\ liegen^; sie sind dann (mit Rücksicht auf die all- 
gemeine Lage) innere Punkte zweier verschiedener Seiten und 

von ist die gemeinsame Seite von und 

und sind a' und b' die nicht auf 
liegenden Eckpunkte von 
bzw. so treten, wenn 

eine beliebige Orientierung von 
1 a;*"”® I ist, die orientierten Simplexe^ 
4-1 = (a' x^--) 

Abb. 28 a. = (b’ 

in x^ mit entgegengesetzten Zeichen auf (Kap. IV, § 2, Nr. 5). Da die 
linke Seite von (5') verschwindet — demi aus der allgemeinen Lage folgt, 
daÛ a und b innere Punkte von ÿ* sind — , ist die Behauptung (5') daher 
gleichbedeutend mit ^ 

oder, wenn und die durch und y bestimmten 

orientierten Ebenen sind: 

(5") o{X\~\Y^) - o{X^-\Y^). 

Nun liegen die Punkte a und a' in X\~^ auf derselben Seite der 
durch bestimmten Ebene; daher ist ein positives Simplex 

in in der Ausdrucksweise von Nr. 1 ist somit oc.{ao(^ = -f- 1 ; 

aus dem analogen Grunde ist ~ +1; also ist 

(a) 

Ferner sei jY^ ^ eine Ebene in |Y^|, die die Strecke ah nicht trifft, 
und ein orientiertes Simplex in dieser Ebene, dessen Eckpunkte 
überdies mit den Eckpunkten von m allgemeiner Lage seien; da 
a und b in |Y^| auf derselben Seite von |Y^“^| liegen, ist 

(b) = 

Die Ebenen von und von spannen eine (w — l)-dimensionale 
Ebene auf, und die Punkte a und b liegen auf derselben Seite dieser 

^ Die Behauptung (5') ist symmetrisch in und y*; denn man verifiziert 
leicht, dafî aus (5') und (2) die zu (5') symmetrisch e Beziehung folgt: 0 (y^ x^) 

2 Wir schreiben hier und im folgenden kurz (ax) statt (aa^ . . . a,.), wenn x 
das orientierte Simplex («o • •• ^r) ist. 
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Ebene (da ah den Schnitt | dieser Ebene mit j Y^I nicht trifft); 
daher ist 

(c) y{ao(^~^Ÿ'^) = 


Aus den Gleichungen (a), (b), (c) folgt nach der Définition ans 
Nr. 1 die Behauptung (5”). 

Beweis im Falle 2) (Abb. 28b; k — l — 2). a gehôre zum Rand 
von }^, b zum Rand von y*. Dann ist ~ infolge der allgemeinen 
Lage — a innerer Punkt einer Seite von a;*, b innerer Punkt 
einer Seite von y^. Dabei sollen die Simplexe und y*"' so 

orientiert sein, daS sie in i* bzw. ÿ* 
mit positivem Zeichen auftreten. 

Es seien 

X*, y', x’‘-\ y'-i 

die die Simplexe 

y\ x^~^, y'"^^ 

tragenden und durch dieselben orien- 
tierten Ebenen; dann lautet die Be- 
hauptung : 

(5"') 0(x^y^-l) = (-i)*0(x*-\y'). 

Wir wâhlen Simplexe y^“^ in bzw. , die so orientiert 
sind, daB die Simplexe {ax^~^), {b'/~“) mit bzw. y*“*, also auch 
mit bzw. y^“^ gleich orientiert sind. Da die Simplexe |ac*| und 

\bao^~’^\ in IX*! auf derselben Seite von |X*~^| liegen^ und in |X*“^| 
dieselbe Randorientierung bewirken — nâmlich die durch und 

bestimmte —, sind sie gleichorientiert (Kap. IV, §2, Nr. 6); 
d. h. die Orientierung von {bax/‘~^) ist die durch X* bestimmte. Ebenso 
folgt : die Orientierung des Simplexes (a 6 j/ " ^) ist die durch bestimmte. 

Daher ist nach Nr. i : 

0(X*,y«-i) == 

0(Xt-i,y<) = y(a^-2jy-2). 



Die Eckpunktreihenfolgen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
gehen durch k Transpositionen ineinander über. Folglich gilt (S'”). 

Als Beispiel zu Satz II betrachte man den Fall, in dem n ~ 3 , ein orien- 
tiertes Simplex, ein orientierter einfacher Streckenzug ist. (Drei Môglich- 
keiten, je nachdem beide Endpunkte von in oder beide auûerhalb liegen 
Oder einer innerhalb, einer auI 3 erhalb liegt.) 

5. Die Schnittzahl zweier Zyklen. Aus dem Satz II folgt leicht 

Satz III. Zwei Zyklen z\, q = n) des R" (m relativ-all- 

gemeiner Lage) haben stets die Schnittzahl Null: 

0(zf, z^) = 0. 


^ Denn b ist ja innerer Punkt von 
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Beweis. Es sei zunâchst P <n und zf berandungsfâhig. Dann 
gibt es einen Komplex des i2“ mit — ^î‘> und zwar kônnen 
wir so konstruieren, dafi er mit z?^ in relativ-allgemeiner Lage ist 
(z. B. kann man als den Kegel über zf mit geeigneter Spitze 

wâhleni). Dann folgt ans Satz II: 

0(zi zi) = 0{Cp+\ 4) =±0{c^>+\ 4) =±0(Cp+\ 0) - 0. 

Jetzt sei zf nicht berandungsfâhig ; dann ist p = 0 , q = n. Wir 

dürfen, auf Grund von (3) und (4), annehmen, daB zj ein Punkt mit 

dem Koeffizienten +1 ist; dann sei y® ein zweiter Punkt im mit 

dem Koeffizienten -fl , der so gewâhlt ist, daB er nicht zu der (be- 

schrânkten) Menge* 4 gehôrt, daB also gewiB 

0 (y®, 4) = 0 

ist. Da Z® — y® berandungsfâhig ist, gilt, wie schon bewiesen, 

0 (z\ — y», zl) = 0; 

daher gilt auf Grund der Regeln (3) und (4) auch 

0(4. 4) = 0- 

Den allein noch übrigbleibenden Fall p = n brauchen wir nicht 
besonders zu behandeln; denn dann ist 9 = 0, und da die Behauptung 
symmetrisch in zf und z| ist, ist dieser Fall schon erledigt. 

6. Die Verschlingungszahl. Es seien Zj und Z2 zwei zueinander 
fremde Zyklen des mit r s — n — \ , und es sei Zj berandungs- 
fâhig. Unter den von z[ berandeten Komplexen des jR" gibt es 
solche, die sich zu z\ in relativ-allgemeiner Lage befinden (z. B. Kegel 
über z[ mit geeignet gewâhlter Spitze) ; für jeden solchen Komplex C''^^ 
ist 0 Z2) erklârt. Wir behaupten : Sind Q"’"’ zwei derartige 

Komplexe, so ist 

(6) 0{q+S4) = 0(q+'.4)- 

In der Tat: ist ein Zyklus (in relativ-allgemeiner Lage 

zu Z2); nach Satz III ist daher 

0 (q+i - q+i, z|) = 0, 

und aus (3) folgt die Behauptung (6). 

Wir sehen also; Die Schnittzahl (6) eines von zj berandeten Kom- 
plexes ^ mit 4 (wobei und Z2 in relativ-allgemeiner Lage sind) 
ist unabhàngig von der Wahl von Diese Schnittzahl nennen wir 

die ,, Verschlingungszahl von z\ mit z^" und bezeichnen sie durch ü(z[, 4)- 
Ist sie +0, so sagen wir: z\ ist mit z^ verschlungen. 

Wenn auch 4 berandungsfâhig ist, so ist ebenso die Verschlingungs- 
zahl b (z2 , z[) von Z2 mit zl als Schnittzahl eines beliebigen von Z2 be- 
randeten Komplexes mit z\ erklârt (wobei sich und z{ in 

relativ-allgemeiner Lage befinden müssen). 


1 Kap. IV, § 4 . Nr. 7 . 


2 Vgl. die FuBnote auf S. 31 7 . 
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Es gilt nun die wichtige und merkwürdige Dualitàts formel: 


b(4, 4) =±»(4. •2Î). 

genauer : 

(7) b(4.4) = (-ir+ib(4,4). 

Beweis. Man kann Komplexe und mit 

= I>»+^ = 4 

so wàhlen, daB sie sich in relativ-allgemeiner Lage befinden. Unter 
Benutzung von (5) und (2) ergibt sich: 

t)(4, 4) = 0{(7+\ D’+^) = D*+^) 

= 4 )- 

Die Zabi 1 1>(4« 4) I = I '^(4> 4) | die „gegenseitige Verschlin- 
gungszahl” von z[ und 4- Wenn sie =|=0 ist, so heiBen 4 4 ..wï7- 

einander verschlungen” . 




Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Verschlingungs-„Zahien“ 
immer Elemente des zugrunde gelegten Koeffizientenringes 3 sind. 


Beispiele entnimmt man erstens den 
Abbn.28a und 28b, indem man 2 \ — x^, zl^y^ 
setzt ; die Verschlingungszahlen sind 0 bzw. 1 . 
Femer den Abbn. 29, 30, 31, 32 (in ihnen 
hat man unter z], zl hinreichend feine und 
geeignet orientierte Sehnenpolygone der ge- 
zeichneten krummen Linien zu verstehen) ; 
die Verschlingungszahlen (in bezug auf @) 




Abb. 32. 


sind 1, 0, 2, 0. Man bestâtige in allen FAllen durch Konstruktion von Kom- 
plexen Cj, C\, die von z\ bzw. z] berandet werden, die Gültigkeit von (6) und (7). 
Bei Zugrundelegung von 13 = ist im Falle der Abb. 31; t)(^}, -erj) = o. 

27 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Setzt man in der ebenen Abb. 33 — w®) + (y® — v®), wobei «®, ü® 

Punkte im Aui3engebiet von z\ sind, so ist -S'J) = 0; es ist aber js\ mit jedem 
der beiden (berandungsfâhigen) Zyklen ^® -- w®, y® — î;® verschlungen und sowohl 
96 0 in ^ als auch 2'® 96 O in — i|. Man sieht daraus: der Satz IV 

(Nr. 7) ist im allgemeinen nicht umkehrbar. 
(Man vgl. aber § 4, Satz V.) 

Aufgabe. Man konstruiere ein analoges 
Beispiel im J?®, indem man — w® und 

yo _ yO durch Kreise ersetzt. 

7. Formein für das Rechnen mit 
Verschlingungszahlen. Wir setzen in 
dieser Nummer Zi und z'{ als berandungsfâhig voraus, wâhrend wir die 
Berandungsfàhigkeit von z^ und offen lassen ; natürlich gelten auch 
die Formeln, die aus den folgenden durch Vertauschung der Indexe 1 
und 2 entstehen, wenn wir 22 berandungsfâhig annehmen. 

Aus der Définition von 29) und aus (3) und (4) ergeben sich 



Abb. 33. 


die Formeln 
( 8 ) 


{^î , 22 + Z ' n ) — 13(2^, 22) + 13(2^, 2 ^*) , 
13(2Ï + ^{, 2^) = \}{zl Z^) + Ü{Z\\ 2|); 


(9) »3 (^ 2 Ï , 22 ) = ü ( 2 Ï , ^ 22 ) = 1 13 {z’i , 22 ) . 


Femer gilt der wichtige 

Satz IV. Ist 2i CVS 0 in i?" — z^, so ist D(2[, 22) = 0. 

Denn wenn z'i cva 0 in i?” — 22 ist, so gibt es eincn C''+‘ ci?” — 22 
mit — 2i, und für diesen ist 20) =0. 

Bemerkung. Auf Grand dieses Satzes er- 
kennt man z. B. aus Abb. 34, daB die beiden 
Kurven in Abb. 32 nicht verschlungen sind (in 
bezug auf (5^); analog tritt die Unverschlungen- 
heit in bezug auf Kurven in Abb. 31 zu- 

tage, wenn man in z\ ein zu fremdes Mô- 
biussches Band einspannt (sein Rand — sowohl 
mod 2 als auch im anschaulichen Sinne — ist . 

Im Satz IV dürfen wir neben dem zu- 
grunde gelegten Koeffizientenring ig» 
bezug auf welchen zl und erklârt sind, 
einen Oberring 3 ' von ^ heranziehen und 
unter der Homologie 2^ cnd o in — Z2 eine 
Homologie in bezug auf verstehen ; 
denn dann ist ein algebraischer Kom- 
plex in bezug auf 3', und hieraus folgt 
wie oben zunâchst, daB die in bezug auf 
erklàrte Verschlingungszahl \){zl, Z2) = 0 ist; aber diese Verschlingungs- 
zahl bleibt natürlich ungeândert, wenn wir von dem Koeffizienten- 
ring 3 ' zu seinem Unterring 3 übergehen. 

Der wichtigste Fall ist wie immer derjenige mit 3 = 3 ' == 

für ihn formulieren wir den 
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Zusatz zu Satz IV. Wenn z[ und gdnzzàhlige Zyklen sind, und 
wenn z^ in z^ schwach berandet, so ist )o(z[, Z2) = 0. 

8. Verschlingungszahlen von Homologieklassen. 3 sei wieder ein 
beliebiger Ring. Ans dem Satz IV und den Formeln (8), (9) folgt 

Satz V. Ist Zi z!{ in — z^, so ist ^{z{, 4) = 4)‘ 

Bemerkung I. Falls 4 berandungsfâhig ist, brauchen 4 
nicht berandungsfâhig zu sein. 

Bemerkung II. Auch im Satz V braucht die Homologie 4^^!^ 
nur in bezug auf einen Oberring 3' von ^ zu gelten. 

Der Satz V hat wichtige Folgen. Es seien und £*2 zwei disjunkte 
Teileckpunktbereiche^ im Eckpunktbereich des R^. Zum Beispiel 
kônnen und E^ die Eckpunktbereiche zweier zueinander fremder 
offener Mengen oder zweier Euklidischer Komplexe , K 2 mit 
K2 = 0 y oder es kann der Eckpunktbereich eines Euklidischen 
Komplexes K und Eg der Eckpunktbereich der offenen Menge R^ — R 
sein. Es seien weiter und C2 r-dimensionale und eine s-dimen- 
sionale Homologieklasse (r -{- s = n — 1) von E^ bzw. Eg, und die 
Zyklen etwa ans seien berandungsfâhig. Sind dann z^ und 4 Zyklen 
aus Cl , <2:2 und 4 Zyklen aus C2 » so folgt aus Satz V : 

^(^i> ^2) == 4); 

d. h.: die V erschlingungszahl z^ zweier Zyklen y von denen der eine 

zu El y der andere zu Eg gehôrty àndert sich nicht y wenn man die Zyklen 
innerhalb ihrer Homologieklassen [in bezug auf Ej bzw. Eg) variiert. 

Auf Grund dieser Tatsache dürfen wir kurz von der y yV erschlin- 
gungszahl k)(Ci,C2) Homologieklassen Ci '^'^d C2* sprechen. Dabei 
sind, mit Rücksicht auf die Bemerkung II zum Satz V, die Klassen Ci 
und C2 Elemente der Gruppen Eg^^'(Ei) bzw. ^^ ^^(Eg), wobei 3' ein 
beliebiger Oberring von 3 ist. Im Falle 3 = S' = sind also die 
ganzzahligen Verschlingungszahlen t) (Ci , C2) für die Elemente Ci , C2 
der Gruppen E5(Ej) bzw. ^^(Eg) erklârt. 

Ist eines der Elemente Ci, C2 das Nullelement der Gruppe B^^^^{Ei) 
bzw. Eg^c^'(Ei), so ist auf Grund des Satzes IV t)(Ci, C2) = 0. 

9. Die Ordnung eines Punktes. Ein Spezialfall der Verschlingungs- 

zahl verdient es, besonders behandelt zu werden (vgl. Kap. XII, § 1): 
Es sei z^~'^ berandungsfâhig — (was für stets der Fall ist) — 

und ein Punkt, mit dem Koeffizienten +1 versehen, der nicht auf 
5"“^ liegt. Dann ist x^) erklârt; diese Verschlingungszahl nennt 

man hâufig die yyOrdnung des Punktes ^ in bezug auf den Zyklus 

Man kann diese Zahl b (2^“^, x^) auf zweierlei Weise deuten. 


1 Zwei Eckpunktbereiche Ei und E^, die Teilbereiche des Eckpunktbereiches 
des JR** sind, nennen wir disjunkt, wenn jedes Simplex von Ei zu jedem Simplex 
von Eg punktfremd ist (die Simplexe des Eckpunktbereiches des i?** sind geo- 
metrische Simplexe) . 
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Erstens ist sie durch 

(10) *®) = 0(C", ofi) 

iefiniert, wobei C* irgendein von berandeter Komplex in relativ- 
illgemeiner Lage zu ist; letztere Bedingung bedeutet: Jedes Simplex 
von |(7*|, das ofi enthâlt, ist Euklidisch und n-dimensional und ent- 
[lâlt }fi im Innern. Wenn C" durch C” gegeben und ofi in 

iem Simplex iî" enthalten ist, so ist 0(x”, xP) — +i oder = — l, je 
lachdem ein positives odet ein négatives Simplex des orientierten R” 
ist (vgl. Nr. 1 , Bemerkung I) ; wenn wir die Koeffizienten der positiven 
bzw. negativen Simplexe die x® enthalten, mit bzw. bezeich- 
aen, so folgt aus (10) auf Grund der Définition (1): 

( 11 ) 

Die rechte Seite von (11) nennt man die „algebraische Anzahl der 
Bedeckungen des Punktes xfi durch den Komplex C"“ oder kurz: die 
.,Bedeckungszahl" von durch C“. Die Ordnung ü ( 2 ”“ S a;®) lâBt sich also 
jemâB (1 1 ) als Bedeckungszahl von ac® durch einen heliebigen (zu in relativ- 
lUgemeiner Lage befindlichen) , von 2 ““^ berandeten Komplex C“ deuten. 

Da nicht berandungsfâhig ist, existiert eine Dualitâtsformel (7) 
mit 2 ^ = a;® nicht ; jedoch liefert eine Betrachtung, die dem Beweise 
von (7) âhnelt, einen Ersatz dieser Formel und damit eine zweite 
Deutung der Ordnung t)( 2 ""S ac®). Es sei ein gerichteter Halb- 
strahl mit dem Anfangspunkt in x® ; er befinde sich in relativ- 
illgemeiner Lage zu 2 ""^, d. h. er treffe keine anderen Simplexe von 
als solche, die (« — l)-dimensional und Euklidisch sind. Dann ist 
lie Schnittzahl 0(H^, 2 "”^) erklârt, und zwar ist sie definitionsgemâB 
a[leich 0 (D^, 2 ""^), wobei = irôjS eine solche gerichtete Strecke 
luf ist, daB auf dem in dem Punkt ÿ® beginnenden unendlichen 
Feil von kein Punkt von 2 “”^ liegt; im übrigen ist ÿ® willkürlich. 
Hat C" dieselbe Bedeutung wie oben, so dürfen wir annehmen, daB ÿ® 
nicht in C” liegt. Dann ist unter Berücksichtigung von (5) und (2): 

0(m, 2"-‘) = 0(D^, 2 ”-^) = 0(Di, C”) = -0{b^, C") 

= -0(y® - *®, C”) = -0(y®, C") + 0{}fi, C”) 

= 0 (x®, C”) = 0 (C", xf>). 

(12) 0(/fL2”-i) = b(2'‘-i, ^). 

Damit haben wir die zweite Deutung der Ordnung b ( 2 ”“^, ge- 
wonnen: sie ist die Schnittzahl eines beliebigen (zu 2 ”“* in relativ-all- 
gemeiner Lage befindlichen), von ac® ausgehenden Halbstrahles mit z”~K 

Wir werden auf die „Ordnung“ wiederholt zurückkommen und be- 
sonders ausführlich im Kap. XII auf sie eingehen. 

10. Schnitt- und Verschlingungszahlen in bezug auf (®, Ig) und 
in bezug auf (3> ^)> Bisher war als Koeffizientenbereich immer ein 
fester Ring ^ zugrunde gelegt ; Schnitt- und Verschlingungszahlen sind 
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Elemente dieses Ringes; eine Übertragung der vorstehenden Begriffe 
und Sâtze auf den Fall einer beliebigen Gruppe 3 scheint zunâchst 
nicht môglich: denn in der grundlegenden Formel (1) in Nr. 3 werden 
die Elemente «* und miteinander multipliziert. Trotzdem erweist 
es sich weder als nôtig noch als zweckmâBig, Koeffizientenbereiche, die 
nicht Ringe sind, aus der Théorie der Schnitte und Verschlingungen aus- 
zuschalten ; so werden wir in den §§ 3 und 4 die Gruppe 3 = 3îi mit 
Nutzen heranziehen. 

Es sei also 3 ein beliebiger Koeffizientenbereich. sei 

ein Komplex des mit <z. dagegen sei C** = ein ganz- 

zahliger Komplex, also c @ . Im übrigen sollen und D* dieselben 
Voraussetzungen wie in Nr. 3 erfüllen. Dann ist die Schnittzahl 

formai genau wie früher erklârt ; sie ist ein Elément von 3 ; da 0 (xf , y^) 
ein Vorzeichen in Q bedeutet, und da für jede positive oder négative 
ganze Zahl und jedes Elément das Produkt u'v^ wohl- 

bestimmt ist, ist 0@ 3(C^, Z)*) in der Tat eindeutig definiert. 

Offenbar gelten für die Schnittzahlen 0@ 3(C^, D*) aile Sâtze, die 
im vorstehenden bewiesen worden sind. In genau derselben Weise 
lassen sich auch Schnittzahlen 03 @(C^, D*) erklàren und behandeln, 
wobei ein Komplex des Koeffizientenbereiches ^ und ein ganz- 
zahliger Komplex ist. 

SchlieBlich definieren wir genau wie früher die Verschlingungszahl 
zweier Zyklen, von denen der eine ganzzahlig, der andere ein Zyklus 
des Koeffizientenbereiches 3 ist. Wir bezeichnen sie mit , Z 2 ) , 

falls Zi zu ® und Zj zu gehôrt, mit , ^2)» i^üs z^ zu Qî und z^ 

zu @ gehôrt. Auch diese Verschlingungszahlen sind Elemente von 3. 
DaB aile früher bewiesenen Sâtze über Verschlingungszahlen ihre Gültig- 
keit behalten, braucht nicht besonders bewiesen zu werden. 

Insbesondere ergibt sich genau so wie in Nr. 8, wenn und Eg 
dieselbe Bedeutung wie dort haben: Ist z^ ein ganzzahliger Zyklus 
in El, Zg ein Zyklus in bezug auf ^ in Eg, so ândert sich >3®,3(2i, 22) 
nicht, wenn man die beiden Zyklen in ihren Homologieklassen variiert; 
daher ist die Verschlingungszahl bg.gifi, ^2) jedes Paar von Homo- 
logieklassen fl c: E^(Ei), CgC Bÿ{E^ erklàrt^. 

Dabei verdient folgende Tatsache Erwâhnung: Ist Ci Elément der 
Torsionsgruppe 'P{Ei) — also Ci von endlicher Ordnung — und C% 
Homologieklasse ,,erster Art" (vgl. Kap. V, § 3, Nr. 3) — ist also jeder 
Zyklus Zg c fg von der Form Zg = ^ mit ganzzahligen Zyklen Z^ 
undfcz^-.soist t.®.3(fi,fg) = 0. 

Denn wenn wir unter z^ einen Zyklus aus Ci verstehen, so sind die 
ganzzahligen Verschlingungszahlen b(Zi, Z<) = 0 nach Nr. 8, da z^ in Ej 


^ Vorausgesetzt, daB berandungsfâbig ist. 
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schwach berandet, und es ist 

^©,3(^1» ^2) ~ *^@,3(^1» ^2) ~ ^ ~ 0. 

i 

Infolge dieser Tatsache ist die Verschlingungszahl t)®,3(Ci,S2) 

jede HomologieUasse T {E^ und jedes Elément 32 Restklassen- 
## # # 
gruppe Bÿ{E2) = Bÿ{E^ — erklârt (wobei Bg die Gruppe der 

Homologieklassen erster Art ist; vgl. Kap. V, § 3, Nr. 3)- 

Ganz analog sind die Schnitt- und Verschlingungszahlen 0g ^(C, D) 
bzw. üg @ (^1 , ^2) erklârt : hier gehôrt der Komplex C bzw. der Zyklus 
zum Koeffizientenbereich wâhrend D bzw. z^ ganzzahlig sind. 

11. Schnitt- und Verschlingungszahlen für Zellenkomplexe. Die 
Théorie der Schnittzahlen lâfit sich ohne Mühe auf den Fall algebraischer 
Ze/Zenkomplexe (Kap. VI, § 1, Nr. 12) im R” übertragen. Es seien 
und y®, P q = n, zwei orientierte Zellen, deren Ebenen und Y® 
sich in einem Punkte 0 schneiden, der weder zu dem Rande noch 
zu dem Rande gehôrt. Wir orientieren und Y® übereinstimmend 
mit bzw. y®. Wenn x^ und ÿ® zueinander fremd sind, so wird 
0(«*’, y®) =0, sonst wird 0 {x'^, y®) = 0(X^,Y^) gesetzt. Sodann wird 
für zwei algebraische Zellenkomplexe und D® die Schnittzahl ebenso 
wie in Nr. 3 definiert; dabei wird vorausgesetzt, daB sich und D® 
in relativ-allgemeiner Lage befinden, d. h. hier, daB jedes Zellenpaar 
I içP I cz I I , I y® I c I D® I , das nicht disjunkt ist, genau einen Punkt 0 
gemein hat, der innerer Punkt sowohl von als auch von y® ist. 

Es ergibt sich ohne weiteres : Sind Ï7^ und F® simpliziale Komplexe in 
relativ-allgemeiner Lage zueinander, die Unterteilungen von bzw. D® 
sind, so ist 7?) = 0(^0^, D®) . 

Darin ist die Tatsache enthalten, daB 0(17^, F®) von der speziellen 
Wahl der Unterteilungen U^, F® nicht abhângt. 

Es liegt auf der Hand, daB die im vorstehenden bewiesenen Eigen- 
schaften der Schnittzahlen von Komplexen des Eckpunktbereiches 
des i?" sich auf Zellenkomplexe übertragen. 

Daher lâBt sich insbesondere auch der Begriff der Verschlingungs- 
zahl für Zellenzyklen einführen: Sind Zj, disjunkte Zellenzyklen 
(f -t- s = « — 1), so definieren wir t>(zj, 4) durch 

t)(zï, z’a) = 0(C7r*,F^). 

wobei ein von einer simplizialen Unterteilung von z[ berandeter 
simplizialer Komplex, Fg eine simpliziale Unterteilung von Z2 ist (rela- 
tiv-allgemeine Lage, soweit nôtig, vorausgesetzt). 

Auch den Beweis der Tatsache, daB die oben festgestellten Eigen- 
schaften der Verschlingungszahlen von simplizialen Zyklen des R" für 
Zellenzyklen ihre Gültigkeit behalten, kônnen wir übergehen. 

Im § 3, Nr. 4, werden wir von den Schnitt- und Verschlingungs- 
zahlen für Zellenzyklen eine wichtige Anwendung machen. 
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§ 2. Verschlingungen stetiger Zyklen. 

Als Koeffizientenbereich ist in diesem Paragraphen entweder ein fester 
Ring wie in den Nummem 3—9 des vorigen Paragraphen zu denken, 
oder man hat wie in Nr. 10 des § 1 den Bereich @ und daneben einen 
Bereich 3 . der eine beliebige Gruppe ist, heranzuziehen, dergestalt, daB 
von den jeweils betrachteten beiden Zyklen der eine dem Bereich 
der andere dem Bereich ^ angehôrt. Man kann jeden der nachfolgen- 
den Sâtze sowohl in der einen als auch in der anderen Weise auffassen. 

1. Verschlingungszahlen stetiger Zyklen. Es seien j = und 
g' = [/' {z')] zwei stêtige Zyklen der Dimensionszahlen r bzw. s mit 
r + s = « — limiî” (Kap. VIII, § 5 ) : die Zyklen g und g' seien disjimkt, 
d. h. es sei^ è*ï^ = 0; ferner sei wenigstens einer von ihnen, etwa g, 
berandungsfâhig (d. h. : z ist berandungsfâhig). Es seien femer U und 
U' beliebige disjunkte Umgebungen von g bzw. g'; gemâB Kap. VIII, 
§ 5 , Nr. 10, gibt es Homologieklassen C bzw. C' in U bzw. U', denen g 
bzw. g' angehôren; es sind dies die Homologieklassen, in denen sich 
diejenigen Zyklen des Eckpunktbereiches des 7 ?” befinden, welche hin- 
reichend gute simpliziale Approximationen von g bzw. g' sind. Nach 
§ 1, Nr. 8, ist die Verschlingungszahl erklârt. Diese Zahl hàngt 

nur von g und g', aber nicht von den speziell gewâhlten offenen Men- 
gen U, U' ab: sind nâmlich U^, U'i andere Umgebungen von g, g' und 
Cl , C'i die Homologieklassen in U^, U\, die g bzw. g' enthalten, so gibt 
es Zyklen z^, z'i des R” in U • U^, bzw. U' ‘U\, die g, g' approximieren 
und daher als Zyklen von U bzw. U' betrachtet in C, C'. als Zyklen 
von t/l bzw. U'i betrachtet in Ci, Ci liegen; daher ist 

t)(C,C') = »(Ci.Ci) = b(^i,/i). 

Diese somit nur von g, g' abhângige Zahl nennen wir die Verschlin- 
gungszahl ü(g, g') der stetigen Zyklen g, g'. Sie ist also durch jede der 
beiden folgenden Aussagen definiert; 1) tJ(g, g') ist gleich b(C, C'), “'O" 
bei C , C' die Homologieklassen von g , g' in beliebigen zueinander fremden 
offenen Mengen U, U' sind, welche g bzw. g' enthalten) 2) t)(g, g') ist 
gleich t)(2i, «i), wobei z^, z'^ Zyklen des R” und hinreichend gute simpli- 
ziale Approximationen von g bzw. g' sind. 

Es ist klar, daB die in Nr. 6 und 7 des § 1 ausgesprochenen Regeln 
( 7 ), (8), (9) sich auf die Verschlingungszahlen ü(g, g') stetiger Zyklen 
übertragen. 

Auch der Satz IV behàlt seine Gültigkeit für stetige Zyklen; es 
gilt also 

Satz IV'. Ist g CND 0 in R” — g', so ist t)(g, g') = 0. 

Denn daB g csd 0 in R“ — g' ist, bedeutet (Kap. VIII, § 5 , Nr. 5 ) die 
Existenz eines stetigen Komplexes 6c: R“ — g' mit 6 = g. Versteht 

1 Für den stetigen Komplex 6 = [/ (C)] bezeichnet S die Punktmenge f (C) ; 
vgl. die FuBnote auf S 317- 
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man dann unter U eine zu fremde Umgebung von ® und unter U' 
eine zu U fremde Umgebung von j', so ist, in der obigen Bezeichnung, 
die Homologieklasse f die Nullklasse, also i)(C,C')=0> daher 
^(ô. 8') =0. 

Aus Satz IV' folgt in Analogie zu Satz V (§ 1, Nr. 8); 

Satz V'. Ist ~ Ji in — j', so ist i)(5o, 8') = »(8i. 8')- 

Die Bemerkungen über die Koeffizientenbereiche (schwache Be- 
randung usw.), die zu den Sâtzen IV und V in Nr. 7, 8, 10 des § 1 ge- 
macht worden sind, behalten natürlich ihre Gültigkeit. 

Aufgabe. Man zeige: Je zwei zueinander fremde GroBkugeln j’", j* der 
Sphâre ^ (»" + « = >* — f) haben die Verschlingungszahl ±1. Dabei sind j’", j* 
knimme (also stetige) Zyklen ; für die Bestimmung der Verschlingungszahl ist 
die S* als iî" mit einem nicht auf j' -î- j* gelegenen Punkt oo aufzufassen. 

2. Der Deformationssatz. Unter einer Deformation^ eines stetigen 
Zyklus 3o = [/o (-?)] verstehen wir eine von dem Parameter t mit 0 ^ ^ ^ 1 
stetig abhàngende Schar stetiger Zyklen = [/^ (ir)] ; je zwei Zyklen 
dieser Schar sind also einander homotop in einem Gebiet, das aile g^ 
enthëlt (Kap.VIII, § S, Nr. 10). Geht die ganze Deformation in iî" — g' 
vor sich, ist also immer g^ c iî" — g', so ist (a. a. O.) g® cv? g^ in iî" — g', 
also ist nach Satz V': 0(go, g') = t)(gi, g'). Diese Tatsache lâBt sich 
aber noch verallgemeinem : 

Deformationssatz. Liegt eine gleichzeitige Deformation 

h = 8î = [/a^')]. o^/^i, 

der beiden stetigen Zyklen 

8 = [/oW]. 8' = [/o(-^')] 

vor, und ist für jedes t, 0 ^ ^ 1 , h zu fremd, so ist 

»(8. 8') = »(8i> 8'i)- 

Beweis. Es sei irgendein Wert mit 0 ^ = f J U, U' seien zwei 

zueinander fremde offene Mengen, die gj, bzw. g^, enthalten. Dann gibt 
es infolgè der stetigen Abhângigkeit der Zyklen von t ein <-Intervall Tq , 
das enthâlt und relativ zu dem ganzen durch 0 â ^ â 1 gegebenen 
Intervall offen ist, mit folgender Eigenschaft: für tcz ist U 
und g^ c U'; dann sind diese g^ untereinander homotop in U, also 
einander homolog in U, und ebenso sind diese gj einander homolog 
in U'. Da die Verschlingungszahlen b(gt,gî) durch die Homologie- 
klassen von g< , g^ in U bzw. U' bestimmt sind, ist daher b (g^ , gj) kon- 
stant für te Tq. Zu jedem gibt es ein solches IntervaU Tq-, daraus 
folgt: b(gt, g0 ist konstant für aile t mit O^t^i. 

In dem damit bewiesenen Satz ist enthalten: Von den Paaren von 
Kurven, die in den Abbn. 29, 30. 31 angegeben sind, lâBt sich keines 


1 Vgl. Kap.I, §3, Nr.4. 
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1 ein anderes durch eine solche stetige Deformation der Kurven über- 
iihren, daB die beiden Kurven in keinem Augenblick zusammenstoBen. 

8. Entschlingungsfragen. Eine Deformation von 5 und j', die die im Deforma- 
lonssatz genannten Voraussetzungen erfüllt, môge kurz eine ,,erlaubte“ De- 
Drmation heiûen. Femer verstehen wir unter einer ,,Entschlingung‘' von j und g' 
ine solche erlaubte Deformation, daû es eine Ebene im i?** gibt, welche die 
yklen jJ, also die Ergebnisse der Deformation, voneinander trennt; da in 
iesem Falle offenbar Jj) = 0 ist — denn es ist ja in einem Halb- 

lum, der nicht enthâlt —, ergibt sich aus dem Deformation ssatz : notwendig 
[ir die Entschlingbarkeit von 5 und 5' ist die Bedingung b (j , g') — 0 . 

Die Frage, ob die Bedingung b (g , 5') =0 ftir die Entschlingbarkeit auch hin- 
sicht, verdient nur dann Interesse, wenn 5 und j' irreduzibel sind (Kap. VII, § 1) ; 
enn andernfalls kann etwa J = ï + 5') = » 5') 4= 0, b(5, g') = 0 

sin (man denke an ein Paar zueinander fremder Kreise ï, ^); dann sind 5 und 5' 
atürlich nicht entschlingbar, weil j und 5' verschlungen sind. Unsere Frage lautet 
aher: Wenn 5 und 5' irreduzihle, nicht miteinander verschlungene Zyklen sind 
i. h. b(j, 3') = 0], sind sie dann entschlingbar? 

Auf diese Frage ist uns die Antwort nur in zwei speziellen Fâllen bekannt: 
ie lautet ja, 1) für die Dimensionen y = s = 1 und daher w = 3, sowie 2) ftir 
iie Dimensionen f' — O, s = n — 1, bei beliebigem n. 

Im Falle 1) wird die Frage durch den Pannwitzschen Entschlingungssatz be- 
ntwortet: „Sind 3, 3' einfach geschlossene Kurven im mit b(3, 3') = 0, so 
ind sie entschlingbar,'^ Auf den Beweis gehen wir hier nicht ein^. 

Im Falle 2) ist 3 infolge der Irreduzibilitât ein Punkt. Den Beweis der Ent- 
chlingbarkeit werden wir im Kap. XIII, §2, SatzVII, führen. 

Eine andere Klasse von Entschlingungsfragen ergibt sich, wenn man die Ge- 
amtheit der betrachteten Zyklen und der ,,erlaubten“ Deformationen einschrànkt: 
lie Abbildungen / und /' in 3 = [f(z)] und 3' — [/'(^')] seien topologisch, und das- 
elbe gelte ftir aile /< und f\ wâhrend der Deformation. Bei der jetzt ,,erlaubten‘* 
)eformation sind also nicht nur gegenseitige Durchdringungen der beiden Zyklen, 
ondern auch Selbstdurchdringungen jedes einzelnen Zyklus verboten. In diesem 
inné sind z. B., wie man — mit ganz anderen Methoden^ — beweisen kann, 
ie beiden einfach geschlossenen Kurven in Abb. 32 nicht entschlingbar, obwohl 
(z,z') = 0 ist, sie also nach dem obengenannten Satz in dem frtiheren Sinne 
bei Zulassung von Selbstdurchdringungen) entschlingbar sind. 

4. Die Ordnung. Auch unter den Verschlingungen stetiger Zyklen 
leben wir, ebenso wie im § 1 , Nr. 9. einen Fall wegen seiner Einfach- 
leit und Wichtigkeit für Anwendungen hervor ; es sei r — n — \ , 
= 0 , z' ein Punkt, also auch g' = [f {z')] — o ein Punkt (und 5 be- 
andungsfâhig) ; dann heiOt t)(j, 0) die Ordnung des Punktes 0 in bezug 
uf § . Sie ist gleich b , 0) , wenn z^ eine hinreichend gute simpliziale 
approximation von 5 ist. Die Eigenschaften von 0) haben wir 
n § 1, Nr. 9, besprochen; ausführlich werden wir im Kap. XII, § 1, auf 
lie Ordnung eingehen; jetzt stellen wir nur noch fest: 

Nach Satz V' ist t)(5, 0) = t)(3, o') , wenn 0, 0' Punkte mit 0 <>■> 0' 
n iî" — j sind; dafi 0 00 0' in i?" — 3 ist, bedeutet: 0 und 0' gehôren 

‘ Man vgl. E. Pannwitz; Eine elementargeometrische Eigenschaft von Ver- 
chlingungen und Knoten; Math. Ann. 108 (1933) S. 629— 672 (Satz I). 

• Durch Betrachtung der ,,Fundamentalgruppe“ des Raumes 7?» — 5 — 5'. 
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derselben Komponente der offenen Menge R" — j an. Daher ist für 
jedes Komplementàrgebiet G von g (d. h. für jede Komponente von 
iî” — I) die Ordnung b (g, G) erklàrt: sie ist gleich b (g, o) , wobei o ein 
beliebiger Punkt (mit positivem Zeichen) des Gebietes G ist. 

§ 3. Die Existenzsâtze der Verschlingungstheorie. 

1. Die Fragestellung dieses Paragraphen ist im wesentlichen die 
folgende: ünter welchen Bedingungen existieren zu einem gegebenen 
r-dimensionalen stetigen Zyklus des iî” s-dimensionale Zyklen, die mit 
ihm verschlungen sind (r + s = n — 1)? Zum Beispiel: j = [/(^)] sei 
eine Jordankurve im d. h. es sei z ein einfach geschlossenes Polygon 
und / eine topologische Abbildung von z in den ; wir werden zeigen : 
es existieren eindimensionale Zyklen mit b(j, g') = 1 . Oder: es sei g 
eine Jordankurve in der Ebene R^; einer unserer Sâtze wird die Exi- 
stenz von Punkten o mit t)(j, o) =1= 0 behaupten^; hierin ist die Tat- 
sache enthalten, daB j die Ebene R^ zerlegt: denn für jeden Punkt o' 
auBerhalb eines Dreiecks J?, das j im Innern enthâlt, ist t)(j, o') = 0, 
weil J CND 0 in -Y ist, und daher gehôren o und o' nach § 2, Nr. 4, zu ver- 
schiedenen Komponenten von — g . 

Die genannten Fâlle sind in dem folgenden allgemeineren enthalten : 
Ç sei ein krummes Polyeder im R^, g ein stetiger Zyklus in Ç. Wenn 
g CND 0 in Ç ist, so gibt es nach § 2, Satz IV', keinen mit g verschlungenen 
Zyklus g'cil?" — Ç; die Fr âge lautet daher: wenn g 96 0 in Q ist, 
existiert dann ein a R^ — Q mit t)(g, g') =4= 0? Wir werden, unter 
geeigneten Voraussetzungen über die Koeffizientenbereiche, die Exi- 
stenz solcher Zyklen g' beweisen. (In den obigen Beispielen, in denen g 
eine Jordankurve ist, ist Ç = g .) 

Hat man die soeben ausgesprochene Existenz von cz R^ — Q 
bewiesen, so hat man zugleich eine Aussage über die Bettische Gruppe 
B^(R^ — Q) gemacht: denn es ist gewiB g' 9^ 0 in R^ — Q, da andern- 
falls b(g, g') = 0 wàre; folglich ist B^{R^ — Ç) 4= 0. Der angedeutete 
Existenzsatz zeigt also: wenn B^(Q) 4" 0 ist, d. h. wenn es einen 5 c: Ç 
gibt, der 96O in Ç ist, so ist auch B*{R^ — Ç) 4= 0. So kommt man 
von den Existenzsâtzen in natürlicher Weise zu der Aufgabe: man 
bestimme, wenn die Bettischen Gruppen von Q bekannt sind, die 
Bettischen Gruppen von R^ — Q, 

Diese Aufgabe wird durch den Alexanderschen Dualitâtssatz gelôst 
(§ 4) ; er ist eine leichte Folge aus den Existenzsâtzen des gegenwârtigen 
Paragraphen. Andererseits haben diese Sâtze selbst ihren Ursprung in 
Dwa/i^àïseigenschaften des Euklidischen Raumes, mit deren Behand- 
lung wir jetzt beginnen. 


1 Im § 4, Satz III, wird gezeigt werden, dafî dann b (j, 0 ) = ± 1 ist. 
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2. Duale Zellenzerlegungen des und ihre algebraischen Eigen- 
schaften, Zwei Zellenzerlegungen 328 und 328' des JR” heiBen zueinander 
dual, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfüllen: 

1) Bei jedem p, O^p^n, kônnen die ^-dimensionalen Zellen Xf 

der einen Zerlegung in eine solche eineindeutige Beziehung zu den 
(n — /))-dimensionalen Zellen der anderen Zerlegung gebracht wer- 
den, daB für j i i die Zellen und disjunkt sind, wâhrend 
und einen einzigen gemeinsamen Punkt besitzeu, welcher ein 

innerer Punkt der beiden Zellen ist ; die Zellen x'f und ÿf heiBen zu- 
einander dual. 

2) Falls x^ und ÿj einen nichtleeren Durchschnitt haben, so ent- 
hâlt jede der beiden Zellen unter ihren Seiten die duale Zelle zur an- 
deren, woraus insbesondere folgt, daB k l ist. 

In der nàchsten Nummer werden wir sehen, daB Paare dualer Zellen- 
zerlegungen, und zwar Paare beliebig feiner dualer Würfelzerlegungen, 
des JR” bei jedem n tatsâchlich existieren. In dieser Nummer woUen 
wir aber einige allgemeine Eigenschaften dualer Zellenzerlegungen auf- 
stellen, ohne uns um ihre Existenz zu kümmern. 

Wir gebrauchen folgende Bezeichnungen : x\ ist eine beliebig orien- 
tierte Zelle von 328 (evtl. eines festen absoluten Teilkomplexes K von 328) ; 
dann ist x\ die zu x^^ duale Zelle mit solcher Orientierung, daB x'^ 
== 1 ist. O, usw. bedeuten algebraische Teilkomplexe von 328 
(evtl. von K), C ist immer ein (w — r)-dimensionaler algebraischer 
Teilkomplex, z’ ein {n — r — 1)-dimensionaler Zyklus von 328'. Der 
Koeffizientenbereich Q ist ein fest gewahlter Ring, — Sodann gilt: 

I. Ist 0 (C', x^) == 0, so ist C' fremd zu x^. 

Denn für C' = ^t^ Xj gilt 

0 = 0 (C', xr) = xr) = i' 0 {x'i, x') = è ; 

J 

t* — 0 bedeutet aber, daB | C | die zu duale Zelle nicht unter seinen 
Elementen enthâlt ; da aile übrigen (n — r)-dimensionalen Zellen von SB' 
zu XI fremd sind, ist C' zu x^ fremd, w. z. b. w. 

Hieraus folgt leicht: 

II. K set ein f ester (absoluter) Teilkomplex von SB; r sei eine feste 
Zahl, O^r^n. Wenn für jeden algebraischen Teilkomplex von K 
und einen festen C 

(1) 0(C',e^+i)=O 

ist, so liegt der Zyklus C' = z' in f?” — R. 

Beweis. Nach § 1, Satz II, folgt aus (1), daB für jeden 

0 {z'. (7+1) = 0 {C', C’-+i) = ± 0 {C'. (7+1) = 0 

ist; insbesondere ist also die Schnittzahl von z' mit jeder (r + l)-dimen- 
sionalen Zelle von K gleich Null, woraus nach I folgt, daB z' zu allen 
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diesen Zellen, also (da die Dimensionszahl von z' gleich n — r — i ist) 
zu allen Zellen von K fremd ist, w. z. b. w. 

Wir kommen jetzt zu den algebraischen Konsequenzen des obigen 
Dualitâtsbegriffes. Unter einem „Charakter‘‘ einer Gruppe A verstehen 
wir^ im folgenden eine homomorphe Abbildung von A in den Koeffi- 
zientenbereich 3- Zunâchst gilt offenbar: 

III. K habe dieselbe Bedeutung wie in IL Jeder {n — r)-dimen- 
sionale C erzeugt durch die Festsetzung 

X(C^ = 0(C'. (7) 

einen Charakter % der Gruppe L^{K). 

Umgekehrt gilt : 

IV. Zu jedem Charakter % ^on L’^{K) gibt es einen C' niit %{€'') 
= 0 (C^, C*') fur jeden Komplex (7 aus Lg (K) . 

Zum Beweise von IV setzen wir 

c'==ZxK)^i- 

Dann ist für jedes A ‘ 

=Zx{4)0(xl 4) = 

i 

woraus für jeden (7 = 

k 

0(c;, en 4) =Z^x{xl) = x{cn 

folgt, w. z. b. w. * 

3. Duale Würfelzerlegungen des H". Es seien . . . , recht- 
winklige Koordinaten im i?". Ist e eine feste positive Zabi und durch- 
laufen k^, k^, . . . , k^^ unabhàngig voneinander aile ganzen Zahlen, so 
ist sowohl durch 

(1) \)e {i = \ , 2, .. .,n) 

als auch durch 

(2) {kj — ^tj^ {kj \)b (i = \ , 2, , n) 

eine Zerlegung SB bzw. SB' des i?" in Würfel von der Kantenlânge e 
gegeben. Wir behaupten, daB SB und SB' zueinander dual sind. 

Für den Beweis genügt es zu zeigen, daB ein beliebiger Würfel von SB die 
folgenden beiden Eigenschaften hat: 

1) Unter allen (« — r)-dimensionalen Würfeln von SB' gibt es genau einen 
— den zu dualen — Würfel von SB', der zu x'" nicht fremd ist; x^ und 
haben genau einen gemeinsamen Punkt, nâmlich den gemeinsamen Mittelpunkt. 

2) Fails x^ und aus SB bzw. SB' gemeinsame Punkte haben, so enthâlt 
den zu x'^ dualen Würfel unter seinen Seiten. 

Wir kônnen ohne Einschrânkung der Allgemeinheit annehmen, daB e == t 
und daB x^ durch die Relationen 

(3) (» = 1, 2, . . ., r) 

(4) U= ki 
bestimmt ist. 


* Vgl. Anhang I, § 5- 
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Es sei andererseits y* durch 


<3') 


J ^ ht ^ i 

kjg — + J 


<40 


hq+\ = + \ + i» . • + i 


gegeben. Wir nehmen an, daû und y* mindestens einen gemeinsamen Punkt, 
daû also (3), (4), (3')* (40 eine gemeinsame Lôsung haben. Da keine der Glei- 
chungen (40 niit einer Gleichung (4) vertrâglich ist, muô vor allem q'^n — r 
sein. Ist insbesondere q n — r, so mtissen (4) und (30 sowie (3) und (40 ein- 
ander entsprechen. Es kann also jgj^i == i , . . = r, /i = y + 1 » • • • . 

angenommen werden. 

Vergleicht man unter dieser Annahme (30, (40 mit (3), (4), so sieht man 
sofort, dafî ÆJ = ki ftir aile i ~ \ , . . . , n und der einzige Lôsungspunkt von 
(3), (4), (30. (40 der Punkt 


+ i I • • • » "h ^r-fl “ » • • •> 

ist. 

Ist ^ > w — r , so müssen die /j , . . , jq unter den Zahlen tz — r-f 1, 
die jqjf.\y ^ , in unter den Zahlen 1, . . y enthalten sein, so daÛ wir (3), (4), 
(30. (40 zusammen in der Gestalt 


(5) 


^ “h ^ 


<, = *{ + i 


^H-~q ifi—.q q ' j~' 1 

^n-g+1 ^n-ÿ+1 Ss *T 1 

kr kr -{■ 1 

^r+1 — ^r+1 


^n-q ^ "f" 4 

^n-g+1 — 4 ^ ^n-ÿ+1 ^n-q+l + 4 

4 ^ ^r+1 ^ ^r+l 4“ 4 
4 — 4" 4 


hinschreiben dürfen. Daraus folgt aber, dafi k[~ki, . . ., k[^_q ~ k^-q und 
, . . . , = A' ist, wâhrend man für jedes AJ, w ^ 4- 1 â ^ r , 

zwei zulâssige Werte 

AJ = A<, AJ — A/ + 1 , i ~ n — s + i , . . . , r 


erhâlt. Somit erfüllen aile Punkte 


(6) 


1 ^/-4â^<â^<4-4 


ftir t = 1 , . . . , y 


ftir Z = y + 1 , . . . , w 


aile Bedingungen der rechten Htilfte des Systems (5), und der [durch (6) definierte] 
duale Wûrfel zu bildet eine Seite von ÿ^, w. z. b. w. 

4. Der spezielle Existenzsatz in bezug auf 91. Wir kommen zu 
den Existenzsâtzen ; der erste Satz (Satz E^), den wir beweisen, ist 
insofem spezieller als die Hauptsâtze dieses Paragraphen, als er sich 
nicht auf stetige Zyklen, sondern auf Zellenzyklen bezieht. Er wird 
nachher als Hilfssatz beim Beweise der allgemeineren Sâtze dienen, 
deren algebraischen Bestandteile er bereits vollstândig enthâlt. Der 
Koeffizientenbereich ist 9î. 
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Satz ES- 2B und W seien duale Zellenzerlegungen des R^; K sei 
ein {absoluter) Teükomplex von 2B; z sei ein r-dimensionaler rationaler 
Zyklus in K, der in K nicht berandet. Dann gibt es in — R einen 
mit Z verschlungenen s-dimensionalen {berandungsfàhigen) Zyklus z' 
von SB' (es ist wie immer r + s — n — 1) . 

Bemerkung. z braucht nicht berandungsfâhig zu sein. 

Da man den Zyklus z' durch Multiplikation mit einer geeigneten ganzen 
Zabi w 0 zu einem ganzzahligen Zyklus mz' machen kann, und da 
\)(mz', z) — mï)(z', 2 ) 4^ 0 ist, kann man zu dem Satz den Zusatz 
machen: z' darf man sogar als ganzzahligen Zyklus wâhlen. Dies ist ins- 
besondere von Interesse, wenn 2 ganzzahlig ist; wir dürfen dann sagen: 

Satz Eo • SB, SB', K haben dieselben Bedeutungen wie oben. z sei 
ein ganzzahliger Zyklus in K, der in K in bezug auf nicht berandet 
{der also nicht schwach berandet), Dann gibt es in R^ — R einen mit z 
verschlungenen ganzzahligen {berandungsfàhigen) Zyklus z' von SB'. 

Der Satz EgJ , und daher auch der Satz E® , ist enthalten in folgender 

Verschàrfung des Satzes EsJJ. SB, SB', K haben wieder dieselben 
Bedeutungen. Die ganzzahligen Zyklen Z^, Z^, . . . , Z^ môgen eine r-dimen- 
sionale Homologiebasis mod 0 in K bilden (vgl. Kap. V, § 2, Nr. 8)^. 
Dann gibt es zu jedem i = 1 , 2 , p in R^ — R einen s-dimensionalen 
ganzzahligen {berandungsfàhigen) Zyklus von SB' mit 

D(2;,Z,) = 1, 

^{Z'i,Zj)=0 fur / + Î. 

Hierin ist in der Tat der Satz E^ enthalten: Ist der in Satz E^ 
genannte Zyklus, so erfüUt er eine Homologie 

zc^^afZi (in bezug auf 9î), 

mit rationalen a^, die nicht sàmtlich Null sind; ist etwa a^ 0 und 
hat Z{ dieselbe Bedeutung wie in der ,, Verschàrfung", so erfüllt der 
Zyklus z' = Z{ die Behauptung E§{ , denn es ist — mit Rücksicht auf 
§ i, Satz V - z) 


A. a. O. ist die ,, Homologiebasis mod 0‘* folgendermaben definiert worden : 


Die Zyklen Z^, 
Summe 


, Z P bilden eine solche Basis, wenn die Gruppe Lq^{K) direkte 

Uç,(K) ^ + [Zi] + . . . + [Zp] 


ist, wobei [ZJ die von Z, erzeugte unendliche zyklische Gruppe bezeichnet. — Diese 
definierende Eigenschaft ist offenbar mit jeder der beiden folgenden équivalent: 

1) Jeder ganzzahlige Zyklus von K erfüllt eine Homologie 

z^cKj'^c^Zf (in bezug auf 91), 

wobei die ganze Zahlen und durch z*” eindeutig bestimmt sind. 

2) Die Gruppe ^ {K) ist direkte Summe 

wobei die ganzzahlige Homologieklasse in bezug auf 8Î ist, welche den Zyklus Zf 
enthâlt, und [f,] die von erzeugte unendliche zyklische Gruppe bezeichnet. 
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Beweis der Verschârfung des Satzes E®- Die Zyklen Z{, 
Z 2 , , Zp sind in einer kanonischen Basis der Gruppe {K) ent- 

halten (Kap. V, § 2, Nr. 6ff.); die von den Z^ verschiedenen Elemente 
der Basis seien Xj.; gewisse bilden eine Basis der Gruppe 
Bei festem i wird ein (ganzzahliger) Charakter Xi von {K) durch die 
Festsetzungen 

Xii^i) = 1. = 0 für / 4= Î, Xi(Xi) = 0 für aile k 

erklârti. Dann ist Xi(^) = 0 für jedes Elément Xc H^ ÿi(K), also 
insbesondere — 0 für jeden Komplex Nun sei C', der 

(s-f 1)-dimensionale Komplex, der gemâB Nr. 2, IV, zu Xi gehôrt. Aus 

= O für jeden folgt nach Nr. 2, II, daB der 
Zyklus Z\ = C'^^ in R’' — R liegt. Ferner folgt aus Nr. 2 und der Définition 

m.Z,) = 0{C'^^,Z,)=Xi{Z^) = f > 

b(z;, Z,) = 0(C;, Z,) = Xi{Zi) = 0 für j + /. 

Folglich hat Z\ die gewünschten Eigenschaften. 

Aufgabe. Man zeige: dann und nur dann gibt es zu dem ganzzahligen Zyklus 
Z von K einen ganzzahligen Zyklus Z' von S®' in ~ K mit t) (Z', Z) == i , 
wenn keine Homologie 

Z CO m Z (in bezug auf 9fl) 

mit ganzem m und ganzzahligem z in K besteht. (Andeutung: wenn keine 
solche Homologie besteht, so ist Z co ^c^Z^y wobei die c* teilerfremde ganze 
Zahlen sind ; man setze Z* z=^ d} Z\ an.) 

5. Ein Lemma. Der Übergang von den Zellenzyklen, um die es 
sich in den Sâtzen der vorigen Nummer handelt, zu beliebigen stetigen 
Zyklen wird durch das folgende Lemma ermôglicht. 

Lemma I. Es sei i ein stetiger Zyklus des krummen Polyeders Q a R\ 
der in Q nicht herandet. Dann giht es eine Polyederumgebung^ U von Q, 
in welcher j ebenfalls nicht berandet. [Dabei gehôrt j zu irgendeinem 
festen Koeffizientenbereich 2 » wàhrend die Berandung in bezug auf einen 
beliebigen ( ebenfalls festen ) Koeffizientenbereich 3' ^ 

Wenn eine Folge 333^ (^ == 1 , 2, . . .) beliebig fein werdender Zellen- 
zerlegungen des vorgegeben ist, so kann man Ü als aus Zellen einer 
Zerlegung 3®^ aufgebaut wàhlen, 

Beweis. Es gibt eine Umgebung W{Q), die sich auf Q retrahieren 
lâBt (Kap. VIII, § 6). Man bestimme i so groB, daB jede Zelle von SB^, 
die einen Punkt mit Q gemeinsam hat, ganz in W{Q) liegt und verstehe 
unter U das von diesen Zellen gebildete Polyeder. Es ist eine ,,Eukli- 
dische Hülle'' von Q und hat daher die behauptete Eigenschaft (a. a. O., 
Satz IV, KoroUar 1). 

1 Anhang I, Nr. 60, 61. 

* Eine „Polyederumgebung“ einer Menge M des ist ein homogen «-dimen- 
sionales Euklidisches Polyeder, das die abgeschlossene Hûlle einer Umgebung U 
von M ist. 
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‘ Wir geben noch einen zweiten Beweis an, der den Begriff des ,,Retraktes** 
nicht benutzt, sondem lediglich mit kanonischen Verschiebungen (Kap. IX) und 
simplizialen Approximationen arbeitet: 

K sei eine (natûrlich krumme) Simplizialzerlegung von Q; sei ein Zyklus 
von K, der derselben Homologieklasse von Q angehôrt wie g (Kap. VIII, § 5, 
Nr. 3). Dann genügt es für den Beweis des Lemmas, zu zeigen, daB 96 0 in 
einem geeignet gewâhlten TJ ist. Somit lautet die Behauptung: Man kann U so 
wâhlen, daB jede hinreichend gute Approximation Zq von z (in bezug auf den 
Eckpunktbereich der offenen Menge U C /?") in Ü nicht berandet. Um diese 
Behauptung zu beweisen, wâhle man eine solche Zerlegung 28 ^, daB die Durch- 
messer der Zellen kleiner als e — a(K)l'i sind^. U bestehe sodann aus allen Zellen 
von die im Innern oder auf dem Rande Punkte von Q enthalten. Es sei Zq 
eine in U liegende Approximation von z. Wir dtirfen annehmen, daB die Sim- 
plexe von z^ kleiner als e sind und daB das Eckpunktnetz von z^ dasjenige einer 
Unterteilung von z ist. Wir nehmen jetzt an — im Gegensatz zu dem zu beweisen- 
den Satz —, daB es in Ü einen durch Zq berandeten Komplex C gibt. Es darf 
offenbar vorausgesetzt werden, daB die Simplexe von C kleiner als e sind. 

Für jeden nicht zu Zq gehôrenden Eckpunkt a, von C wâhlen wir einen Punkt 6; 
von Q unter der Bedingung 

e(«/. bi) = Q{ai, Q)\ 

falls üi selbst zu Q gehôrt, soll hi = sein. Dadurch, daB man jeden Eckpunkt a, 
durch den ihm zugeordneten Punkt ersetzt, geht C in einen ebenfalls durch Zq 
berandeten Komplex C' des i?” über, dessen Simplexe kleiner als 3 e = a (K) 
sind, und dessen Eckpunkte zu Q gehôren. Eine kanonische Verschiebung von C' 
in bezug auf K ergibt einen Teilkomplex C" von K, der durch z berandet ist, 
denn — auf Grund der Voraussetzung über das Eckpunktnetz von z^ — geht bei 
einer kanonischen Verschiebung Zq in z über. Unser Lemma ist hiermit bewiesen. 

Zusatz zum Lemma I. Die Zyklen Z^yZ^y . . .,Zp môgen eine 
r-dimensionale Homologiebasis modO in K bilden, wobei K eine [krumme) 
Simplizialzerlegung von Q ist, Dann kann man das im Lemma I ge- 
nannte Polyeder U so wàhlen, da^ die Z^ zusammen mit gewissen Zyklen 
Y J von U eine Homologiebasis modO von Ü bilden. (Die Anzahl der 
Yj kann 0 sein.) 

Dabei hat die Aussage, daI3 ein System stetiger Zyklen eine /'-dimen- 
sionale Homologiebasis modO von U bildet, den folgenden Sinn: die 
Homologieklassen dieser Zyklen bilden eine Basis der Gnippe 
(Anhang I, Nr. 17). 

Der Beweis <fes ,,Zusatzes‘* ergibt sich wieder einfach aus der Tat- 
sache, daB man U als Euklidische HüUe von Q wàhlen kann, in Ver- 
hindui^ mit Satz IV im Kap. VIII, § 6: nach diesem Satz besitzt 
solche Untergruppe F, daB 

ist. Bezeichnen wir eine Basis von F mit Y^, so bilden die Z^ und 
die Y J eine Basis von 

Aufgabe. Man beweise auch diesen ,, Zusatz*' ohne den Begriff des Retraktes 
lediglich mit Hilfe von simplizialen Approximationen und kanonischen Ver- 
schiebungen. 


1 Wegen der Définition der Zahl a (K) siehe Kap. IX, § 1, Nr. 5. 
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6. Der (allgemeine) 1. Existenzsatz in bezug auf 91 lautet: 

Satz E<g. Ist der (stetige) Zyklus j des krummen Polyeders Q c: 7?^* 
nicht cndO in Ç, so gibt es in — Q einen mit j verschlungenen {Euklidi- 
schen, berandungsfàhigen) Zyklus z\ (Dabei sind Zyklen, Berandungen, 
V erschlingungen in bezug auf den rationalen Koeffizientenbereich 91 zu 
verstehen,) 

Analog wie bei Behandlung des Satzes E'h in Nr. 4 sieht man, daB 
der Satz den folgenden Satz Eq enthâlt und in der nachstehenden 
,,Verschàrfung‘‘ enthalten ist: 

Satz Eo* Ist der ganzzahlige [stetige) Zyklus j des krummen Polyeders 
Q a nicht ooO in Q {in bezug auf 9î), so gibt es in R^ — Q einen mit 
3 verschlungenen ganzzahligen {Euklidischeny berandungsfàhigen) Zyklus z' , 

Verschàrfung des Satzes Eg^. Die ganzzahligen {krummen) 
Zyklen Z^.Z^, • . . , mô- 
gen eine r-dimensionale 
Homologiebasis mod O des 
krummen Polyeders Q c: R^ 
bilden. Dann gibt es in 
I^^ — Q ganzzahlige {Eu- 
klidische, berandungsfàhige) 

Zyklen Zi , Zg, . . . , mit 

^{Z\.Z,)^\, 

t)(Z^,Zy) == 0 für j i,^ Abb. 35. 

Beweis der Verschàrfung. Ü sei ein aus Zellen einer Zer- 
legung SB aufgebautes Polyeder, welches die im ,,Zusatz zum Lemma 
genannten Eigenschaften hat. Dann bilden die Z^ zusammen mit ge- 
wissen Zyklen Yj eine Homologiebasis von U. Es sei K die zu SB 
gehôrige Zellenzerlegung von (7, und es seien z^ und yj Zyklen von K, 
die denselben Homologieklassen Ci nnd r]j von K angehôren, wie die Z^ 
bzw. Yj, und die daher eine Homologiebasis modO von K bilden Zu 
diesen z^ und yj bestimme man in R^ — K Zyklen Z^ und YJ gemâB 
der ,, Verschàrfung des Satzes E^“ (Nr. 4) mit 

\){Z'i,Zj) =\>(Y'i,yj) = 0 

ü(Zlyj) = i>(Ylz,)^0. 

Uns interessieren hier nur die Verschlingungszahlen der Z^ mit den z.i 
und Zj] da Zj ^ Zj \n R und Z^cz R^ — R ist, erfüUen die Z\ die Be- 
hauptung. 

^ Hierzu Abb. 35 . 

* Daû es in jeder Zellenzerlegung von Tj Zyklen gibt, die zu den Homo- 
logieklassen t)zw. fjj gehôren, ist im Kap. Vr, § 1 , bewiesen worden (Satz II 
und Nr. 12). 
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Bemerkung. Der Satz Ejr ohne die „Verschârfung‘‘ lâBt sich in- 
sofem etwas einfacher beweisen, als man mit dem ,,Lemma an 
Stelle des „Zusatzes*' zu diesem Lemma auskommt; im übrigen ist 
der Beweisgang genau so wie oben. 

Beispiele. 1) z sei eine Jordankurve im (vgl. Nr. 1). Da -g: 96 o in 0 ~ ^ 
ist, gibt es einen mit z verschlungenen eindimensionalen (Euklidischen) Zyklus z'. 
Man kann ihn (nach der Verschârfung von Egî) so wàhlen, daB t) {z\ ^) — 1 ist. 
2 ) Q sei ein (« — l)-dimensionales krummes Polyeder im mit 
Dann gibt es in Q einen Zyklus der 960 in 0 (in bezug auf SR) ist, und folg- 
lich in i?" ~ 0 einen nulldimensionalen Zyklus z' mit t) (z\ .g”) ={= 0. — Daher gibt 
es einen Punkt 0 mit der Ordnung 6 ) o; denn andernfalls wàre 

z') ~ 0 ftir jeden nulldimensionalen z'. Hieraus folgt (vgl. Nr. 1): 
zerlegt den R^\ erst recht zerlegt somit 0 den i?”. 3) Man betrachte die Abb. 35 * 

7. Ein zweites Lemma. Unser nâchstes Ziel ist, dem 1. Existenz- 
satz einen 2. Existenzsatz für stetige Zyklen an die Seite zu stellen, in 
welchem, im Vergleich mit dem 1. Existenzsatz, die Rollen von Q und 

^ Q vertauscht sind. Dieser 2. Existenzsatz wird sich leicht aus 
dem Satz E^ durch Vermittlung des folgenden Lemmas ergeben, in 
welchem wieder die Koeffizientenbereiche beliebig sind: 

Lemma II. P = [/ sei eine Euklidische Polyederumgehung des 
krummen Polyeders Q, Dann gibt es eine in P gelegene Polyederumge- 
bung Pi von Q mit folgender Eigenschaft: zu jedem Zyklus j von P^ gibt 
es einen solchen Zyklus z von Ç, dafi I 00 z in P ist, Ist eine Folge 28^. 
beliebig fein werdender Zellenzerlegungen des vorgegeben, so kann 
man Pj aus Zellen einer Z erlegung aufgebaut wàhlen, 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Kap. VIII, §6, Satz V: 
man wâhle i so groB, daB jede ZeUe von die Punkte mit Q gemein- 
sam hat, sowohl in P liegt, als auch Euklidische HüUe von Q ist. Dann 
hat das aus allen diesen Zellen bestehende Polyeder P' die gewünschte 
Eigenschaft. 

Zweiter Beweis, ohne Benutzungdes Retrakt-Begriffes : K sei eine (krumme) 
Simplizialzerlegung von Q. Wir wàhlen : 

eine positive Zahl e < ie(Q. - P) -, 

eine e-Unterteilung von K; 

eine positive Zahl Ô < e, Ô < i a{K^); 

i so groÛ, daB 28 ,- eine ^-Zerlegung des i?” ist. 

Dann sei L der Komplex aller Zellen, die mit Q Punkte gemeinsam haben, und 
L = Pi. Jeder stetige Zyklus J von L ist in L eincm Zyklus ^ von L homolog; 
mittels einer kanonischen Verschiebung in bezug auf geht y in einen Zyklus y 
des R'^ über, dessen Eckpunktnetz dasjenige eines Zyklus z von ist. Der 
Zyklus y ist eine simpliziale Approximation des krummen Zyklus z\ jede Appro- 
ximation von z, der eine Unterteilung von z zugrunde gelegt ist, geht durch eine 
kanonische Verschiebung in bezug auf innerhalb U in y über. Daher sind y 
und z, und folglich auch ^ und z innerhalb U einander homolog. 

8. Der 2. Existenzsatz in bezug auf 91 lautet: 

Satz E^. Q sei ein krummes Polyeder des i?”. Dann ist jeder stetige 
rationale berandungsfàhige, aber in R^ — Q nicht berandende Zyklus g' von 
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— Q mit einem krummen Zyklus z von Q verschlungen {Koeffizienten- 
bereich 91). 

Beweis. P sei eine zu j' fremde Polyederumgebung von Ç; femer 
sei SB eine so feine Würfeleinteilung des P”, daB es eine ans Würfeln 
von SB aufgebaute Polyederumgebung P^ = U von Q gibt, die die im 
Lemma II genannten Eigenschaften bat; W sei ein aus Würfeln von SB 
aufgebauter groBer Würfel, der Q und j' im Innern enthâlt, und Q' sei 
das Polyeder W — Py- Dann ist 5' 96 0 in Q' , da Q’ c. R" — Q ist ; 
folglich gibt es nach dem 1. Existenzsatz (Satz Egj) einen mit 3' ver- 
schlungenen Zyklus Z in R” — Q’ = U + {R” — W) . Dann ist Z = 
mit cz Pj , Zq c P“ — IP ; es ist also 

0 + t) (3', Z) = b (3', Zi) + tt (3', Zo) . 

Da der berandungsfâhige Zyklus j' im Innem des Würfels W berandet, 
ist t)(g', ;2:o) = 0 und folglich t)(5', z^) =j= 0. Nun gibt es, da Pi gemàB 
dem Lemma II gebildet ist, einen Zyklus z in Q, der derselben Homo- 
logieklasse von P angehôrt wie >2:1. Dann ist auch t)(j', 2:) 4^ 0. 

Korollar. Ist der berandungsfâhige Zyklus j' c: P" — mit kei- 
nem zcz Q verschlungen, so ist co 0 — Q. 

Âhnlich wie bei dem 1. Existenzsatz heben wir hervor, daB in dem 
2. Existenzsatz der folgende enthalten ist: 

Satz Eo- Jeder ganzzahlige stetige berandungsfâhige, aber in — Q 
in bezug auf 91 nicht berandende Zyklus g' von R^ — Q ist mit einem ganz- 
zahligen Zyklus z von Q verschlungen, 

(Bemerkung. Eine ,,Verschârfung'' von E^, ahnlich derjenigen von 
Eyi, kônnen wir nicht aussprechen, da der Begriff der ,, Homologie- 
basis'' in der offenen Menge R^ — Q nicht definiert ist; daB er definiert 
werden kann, d. h. daB die Bettischen Gruppen von R^ ~ Q endlich- 
viele Erzeugende und daher auch Basen besitzen, wird sich im § 4 
(Nr. 2) herausstellen ; man kônnte es auch bereits jetzt zeigen.) 

Beispiele von Anwendungen (Spezialfâlle des Alexanderschen Dualitâts- 
satzes^) : 

1 ) Es sei — O. Aus dem Korollar zu E 91 folgt: Ist d R”^ — Q be- 

randungsfâhig, so ist g ' «no 0 in Q\ [g' ist {n — r— 1 )-dimensional]. Folglich: 

_ Q) == 0 für ^4:^—1, = 1 für 

Hierin ist enthalten: Ist p^~^(Q) = O, so zerlegt Q den R^ nicht (einfachstes Bei- 
spiel: Q ist ein ,, Elément", d. h. topologisches Bild eines Simplexes beliebiger 
Dimension) ; femer: Im Komplementàrraum eines Elementes, z. B. eines Jordan- 
bogens, im i?", ist jeder eindimensionale Zyklus 

2 ) Es sei — 'l und der Zyklus zdQ Basiselement von BKQ) . Nach 

dem 1 . Existenzsatz gibt es einen (berandungsfâhigen) Zyklus z' (Z R^ — Q mit 

= a 4 = 0; es sei z[ irgendein berandungsfàhiger 5 -dimensionaler Zyklus 

^ Der wichtigste Teil des Alexanderschen Dualitâtssatzes (Teil I in § 4, Nr. I) 
samt seinen Folgerungen (§ 4) kann bereits jetzt, vor Lektüre des Restes des 
gegenwârtigen Paragraphen, gelesen werden. 


28 * 
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in Æ* — 0 und b(zi, z) — b. Dann ist t>{bz' — az'i, cz) = 0 für jedes c, also nach 
dem Korollar: bz' — az[ <>3 0 in R" — Q. Da z' 96 o in R" — Q ist, bedeutet dies: 
Die Gruppe der berandungsfahigen s-dimensionalen Homologieklassen in R^ — Q 
hat den Rang 1. Folglich: 

pn-r-^R» _ Q) ^ i für >- = «-1, po{R’'-Q )^2 für r = 

Die letzte Formel enthàlt den Jordan -Brouwerschen Satz für den R”. 

9. Die Existenzsatze mod m . Wir legen den Koeffizientenbereich 
mit beliebigem »n è 2 zugrunde ; aile Zyklen, Berandungen, Verschlin- 
gungen sind also moàm zu verstehen. Wir werden uns davon über- 
zeugen, daB dann die den vorstehenden analogen Sâtze gelten. 

Wir knüpfen an Nr. 4 an; W , K sollen dieselben Bedeutungen 

haben wie dort. Dann gilt zunâchst 

Satz E^. Zu jedem r-dimensionalen Zyklus z modm in K, der 96O 
in K ist, gibt es einen mit ihm verschlungenen berandungsfâhigen Zyklus z' 
modm von SS' in — R. 

Es gilt auch hier sogar die folgende 

Verschàrfung von E^. Die Zyklen Z^,Z^, . . .,2^ môgen eine 
r-dimensionale Homologiebasis modm in K bilden; ihre Ordnungen seien 
m^, Wg, . . m^. Dann gibt es zu jedem i = \,2, . . qin R” — R einen 

Zyklus Z\ mod m von SS' mit 

t)(Zi.Zi) = 

0(Zi.Zj)=0 für j^i. 

DaB die eine Homologiebasis bilden und daB ihre Ordnungen m^ 
sind, bedeutet dabei: die Gruppe ist direkte Summe zyklischer 

Gruppen Si> Sz- ■> Sq der Ordnungen m^, m^, . . . , m^, wobei jede 
Gruppe 3i von der Homologieklasse erzeugt wird, welche Z^ enthàlt. 

Der Satz E^ ist in der Tat in der „Verschârfung“ enthalten; denn 
der Zyklus z aus Satz E^ erfüllt eine Homologie zoo^a^Zf, wobei 
nicht jedes Elément «* ein ganzes Vielfaches von r^imj) ist; ist etwa 
ein solches Elément, und hat Z\ dieselbe Bedeutung wie in der „Ver- 
schârfung", so erfüllt z' — Z\, wie man leicht bestâtigt, die Behaup- 
tung E“ . 

Der Beweis der ,, Verschàrfung" verlàuft analog dem Beweis in 
Nr. 4: es kommt nur darauf an, bei festem i einen mit Xi zu bezeich- 
nenden Charakter modw von L^^{R), d. h. eine homomorphe Ab- 
bildung Xi von U^^{K) in zu konstruieren, der die Bedingungen 

XiiZè = = 0 für j ^i, 

Xi[X) = 0 für jeden Rand Xczæ^JK) 

erfüllt. Diese Konstruktion geschieht folgendermaBen : Man definiert 
zunâchst einen Charakter der Gruppe {R) durch die Festsetzungen 

X'St) = . X'Sj) = 0 für j 4 i, 


^ Définition von Kap.V, §3, Nr. 1. 
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wobei die oben erkiàrten Homologieklassen sind; die angegebene 
Festsetzung von x!i{Q môglich, weil Ci die Ordnung hat (Anh. I, 
Nr. 60). Versteht man für jeden Zyklus z unter f seine Homologie- 
klasse, so ist durch Charakter der Zyklengruppe Z!^J,K) 

mit den gewünschten Eigenschaften erklârt; nach Nr. 70 des Anhan- 
ges I kann man ihn zu einem Charakter von (K) erweitern. 

Damit ist die Verschàrfung von bewiesen. 

Nun ergeben sich âhnlich wie früher die folgenden Sâtze, in denen 
immer Q ein krummes Polyeder im ist: 

Satz (1. Existenzsatz modw). Is^ j stetiger Zyklus in Q 
uni g 96 0 in Q, so gibt es in — Q einen mit g verschlungenen (be~ 
randungsfàhigen, Euklidischen) Zyklus z' . 

Satz E^ (2. Existenzsatz modm). Jeder stetigCy berandungs- 
fàhige, aber in R^ — Q nicht berandende Zyklus g' von R^ — Q ist mit 
einem (krummen) Zyklus z von Q verschlungen. 

Verschârfungdes SatzesE^. Die {krummen) Zyklen Z ^,Z 2 , 
môgen eine r-dimensionale H omologiebasis mod m von Q bilden; ihre Ord- 
nungen seien ^1,^2 ,...,^^. Dann gibt es in R^ — Q (Euklidische, be- 
randungsfàhige) Zyklen Z\y Z^^ , . . , Z'^ mit 

ü(Z'i,Zj) =--- 0 für J 4- ï. 

Die Beweise sind auf Grand des Satzes und seiner Verschàrfung 
genau so zu führen wie früher die Beweise der Sâtze Egj , E® und der 
Verschàrfung von Eg} auf Grund des Satzes E)« und seiner Verschàrfung. 
Für den Beweis der Verschàrfung von E^ beachte man, daB der „Zu- 
satz zum Lemma 1“ (Nr. 5) samt seinem Beweis seine Gültigkeit be- 
hâlt, wenn die Zf eine Homologiebasis nicht modO, sondera modw 
bilden, und daB die Homologieklassen C» der als Elemente von (Ü) 
dieselben Ordnungen haben wie als Elemente von (K) (vgl. Kap.VIII, 
§ 6, Korollar 2 des Satzes IV). 

10. Die Existenzsâtze in bezug auf Wir verwenden jetzt 

den Verschlingungsbegriff in bezug auf (3 , &), wie wir ihn im § 1 , 
Nr. 10, für den Fall eingeführt haben, daB Q eine beliebige Grappe, 
nicht notwendigerweise ein Ring, ist; und zwar sei 3 — Die Frage 
ist in erster Linie: gibt es zu einem ganzzahligen, nicht berandenden 
Zyklus zcz K einen mit ihm in bezug auf (9îi , ®) verschlungenen 
Zyklus z' (in bezug auf 9îi) in R" — R} Die Frage ist ohne weiteres 
zu bejahen, wenn x 96 o in bezug auf in Ç ist : dann gibt es nach E “ 
einen mit z verschlungenen ganzzahligen Z' c: R” — R, und z' = tZ' 
mit solchem i c 9fîi, daB ü (Z', 2) • i =}= O ist, ist mit z verschlungen 1. 

^ Z. B. kann man t — Xi(ilk) wahlen, wobei k eine ganze Zabi ist, welche 
nicht Teiler von h {Z', z) ist. Hierbei wie auch im folgenden bezeichnet (c) 
für jede rationale Zabi c die Restklasse modl, welche c enthült. 
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Wir werden also annehmen, dafi 2:cv>o in bezug auf 9î, d. h. dafi z 
Randteiler ist. Dann gibt es bestimmt keinen mit z verschlungenen 
Zyklus erster Art (vgl. § 1, Nr. 10). Übrig bleibt somit die Frage: Gibt 
es zu einem Randteiler z von Q einen mit ihm verschlungenen Zyklus 
zweiter Art in bezug auf in R" — Â ? 

Die Frage wird durch den folgenden Satz bejaht, aus dem 

weitere Sâtze dann wieder in der bereits bekannten Weise folgen; 
S33, 28', K haben ihre alten Bedeutungen. 

Satz Zu jedem Randteiler zcz K, der 96 o {in bezug auf (5)) 

ist, gibt es in R” — R einen mit ihm in bezug auf (9îi, ®) verschlun- 
genen Zyklus zweiter Art in bezug auf 91i von 28'. 

Um den Satz zu beweisen, müssen wir auf Nr. 2 zurückgehen; unter 
einem Charakter von L® {K) verstehen wir jetzt eine homomorphe Ab- 
büdung von L^{K) in dann gelten die Sâtze von Nr. 2 wie früher, 
nur haben wir jetzt unter C' immer einen Komplex des Koeffizienten- 
bereiches zu verstehen. Der Satz ® wird bewiesen sein, wenn 
es uns gelungen ist, einen Charakter x von L^{K) so zu konstruieren, 
daB xi^) 4= 0 für den gegebenen Zyklus z und x {^) — 0 für jeden 
Rand X c (K) ist ; denn wenn dann C' den gemâB Nr. 2, IV, zu x 
gehôrigen Komplex bedeutet, hat der Zyklus z' = C' die gewünschten 
Eigenschaften. (Daû er von der zweiten Art ist, folgt aus seiner Ver- 
schlingung mit z; vgl. § 1, Nr. 10.) 

Um X zu konstruieren, führen wir in L’^(K) eine kanonische Basis 
ein wie in Kap. V, § 2, Nr. 6, und wir halten uns auch an die dortigen 
Bezeichnungen. Unser Zyklus z erfüllt eine Homologie z co^b^Zf, imd 
hierin ist nicht für jedes i der Koeffizient durch fl teilbar (Bedeutung 
von fi a. a. O.) ; es sei etwa 6* nicht durch /[ teübar. Der Zyklus z[ 
gehôrt der Basis von L^(K), der Zyklus f[z\ einer Basis von H^{K) 
an. Setzen wir 

X{h) = h{^lfi) und X(R) = 0 

für aile von zl verschiedenen Elemente X der kanonischen Basis (wobei 
wir unter die durch Reduktion mod 1 entstehende Abbildung der 
rationalen Zahlen auf verstehen), so definieren wir einen Charakter, 
wie wir ihn brauchen (Anh. I, Nr. 60). 

Aus dem damit bewiesenen Satz E^,^® ergeben sich nun analog wie 
in den Nummem 5,6, 7, 8 die folgenden beiden Existenzsâtze, in denen 
wieder Q ein krummes Polyeder bezeichnet; 

Satz Ejn,,@ (1. Existenzsatz in bezug auf (9îi, ©)). Ist j stetiger 
ganzzahliger Zyklus in Q und Randteiler, aber nicht Rand in Q — d. h.: 
J 96 0 in bezug auf © , aber c-^0 in bezug auf 91 — , so gibt es in R” — Q 
einen mit ihm verschlungenen {berandungsfâhigen, Euklidischen) Zyklus 
zweiter Art in bezug auf 9îi. 

Satz EjR,^® (2. Existenzsatz in bezug auf (9îi, ©)). Jeder stetige, 
ganzzahlige Zyklus in R" — Q, der Randteiler, aber nicht Rand in R” — Q 
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ist, ist mit einem {krummen) Zyklus zweiter Art in bezug auf 9îi von Q 
verschlungen. 

Aus dem Beweis des Satzes leitet man leicht ,,Verschârfungen“ der 

Sâtze ® 2Lb, analog denen in Nr. 6 und Nr. 9. Wir überlassen die 

Durchführung dem Leser und begntigen uns hier mit der Formulierung der 
Verschârfung des Satzes Die (krummen) Zyklen Zg, . . Z^ 

môgen eine r-dimensionale ,,Torsionshasis*' [s. unten] von Q bilden; ihre Ordnungen 
seien fi, • tq- Dann gibt es in — Q (Euklidische , berandungsfàhige) Zyklen 

Zj , Z 2 , . . . , Z' in bezug auf 9ii mit 

\i[Z'i,Zj )=0 für i ^ i. 

DaB die Zyklen Zi eine f-dimensionale ,,Torsionsbasis“ von Q bilden, bedeutet 
dabei: Die Torsionsgruppe T' (g) ist die direkte Summc der zyklischen Gruppen, 
die von denjenigen Homologieklassen fj, •• •» erzeugt werden, welche 
Zj, Zg, . . •» Zg enthalten. 

11 . Die Existenzsàtze in bezug auf {%, ÜRi) unterscheiden sich 
von den vorigen Sâtzen durch Vertauschung der beiden Koeffizienten- 
bereiche: es ist also jetzt immer der gegebene Zyklus ein Zyklus zweiter 
Art in bezug auf 9}^, und der Zyklus, dessen Existenz behauptet wird, 
ein ganzzahliger Randteiler. Wir begnügen uns mit der Formulierung 
des Satzes wie die Sâtze E(ÿ, 3 {, und E@, 9 {, lauten, ist dann klar. 

Satz E@,îiî,. Zu jedem Zyklus zweiter Art in bezug auf in K gibt es 
in R” — R einen mit ihm verschlungenen ganzzahligen Randteiler von S®'. 
Wir führen ihn direkt auf den Satz EJ},, <3 zurück: 

Der in K gegebene Zyklus zweiter Art sei Z ; er entsteht durch Re- 
duktion modl aus einem rationalen Komplex; folglich gibt es einen 
ganzzahligen Komplex Y und eine ganze Zabi e mit 

2 =r.(iy); 

aus Z = 0 folgt 

Y = ez 

mit ganzzahligem z . Wâre z — C mit ganzzahligem C, so wâre 

1 1 

Y — eC — X ein ganzzahliger Zyklus , also wâre —Y = C~\-jX und 

Z = X^ = • X von der ersten Art; da dies nicht der Fall 

ist, ist z 96 0 in bezug auf © , also z Randteiler. Folglich gibt es 
nach Eg{,_® in R^ — R einen Zyklus Z' zweiter Art in bezug auf 9îj 
(von der Dimension s -)- 1 , wenn, wie immer, der Zyklus Z von der 
Dimension r und r + s = « — 1 ist) mit t),)),,@(Z', z) 0 . Zu ihm gibt 
es einen ganzzahligen Komplex Y' (der dualen Würfelzerlegung 8 ®') 
und eine ganze Zahl e' mit 



Ÿ' = e'z' 


dann ist durch 
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ein ganzzahliger Zyklus z' bestimmt, von dem man — analog wie oben 
von Z — erkennt, daB er Randteiler ist. Wir behaupten: z' ist mit Z 
verschlimgen. 

Beweis. Es ist^ 

^ = ti = »9i(y 7 ^) ' 

z) = ti%(7ÿ. y Y’), 

folglich (§ 1, Nr. 6, Dualitâtsformel) 

Damit ist E|,gi, bewiesen. Die Existenzsâtze und E@,gi, er- 

geben sich dann analog wie früher. 

12. Die Abwesenheit r-dimensionaler Torsion mit r^n — 2 imH". 
Zum SchluB ziehen wir eine wichtige Folgerung ans dem Satz 

Satz. Ein kruntmes Polyeder im R” besitzt für r^n — 2 keine 
r-dimensionale Torsion^. 

Beweis. Das krumme Polyeder Q a R’' besitze z-dimensionale 
Torsion; dann gibt es in Q einen (r + 'I)-dimensionalen Zyklus Z zweiter 
Art in bezug auf 9îi (Kap.V, § 3, Nr. 6). Folglich gibt es nach E@, 9 {, 
in R” — Q einen mit Z verschlungenen (« — r— 2)-dimensionalen Rand- 
teiler; dieser ist 96O, und daher ist n — r — 2>0, also r<n — 2, 
w. z. b. w. 

Korollar. Jedes irreduzible {krumme) {n — \)-dimensionale Polyeder 
im R” hat den natürlichen Modul^ Null. Jede geschlossene {n — \)-dimen- 
sionale {krumme) PseudomannigfaÜigkeit im R" ist orientierbar. 

§ 4. Der Alexandersche Dualitâtssatz. 

1. Formulierung und Beweis des Satzes. Der Satz handelt von 
einem krummen Polyeder Ç c R” und von dessen Komplementâr- 
menge. Wir zerlegen ihn in drei Teile: 

I. Der Dualitâtssatz für die Bettischen Zahlen: 

(1) j( P’'{Q)=P”-^-^{R”-Q) fürr^n-i* 

(i«) 

II. Der Dualitâtssatz für die Torsionsgruppen: 

(2) II -Ç)- 

1 Die Bezeichnungen sind im § 1, Nr. 10, eingeftihrt worden. 

t)ffi ist die Verschlingungszahl in bezug auf 9Î; offenbar ist bgn = bg^,® === b®,gî. 

2 Vgl. Kap. X, § 1, Nr. 10; der Satz ist noch einmal in Formel (2) des fol- 
genden § 4 enthalten. 

8 Kap. VII, § 1 , Nr. 5. 

* Bettische Zahlen und Gruppen negativer Dimension sind Null bzw. die 
Nullgruppe. 
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III. Der Dmlitâtssatz modula m: 

(3) III ( (Ç) ^ fi®:"* (^" -Q) türrA^n-\ ,(3o) 

(3o) -0.1 

Den Aussagen I kônnen wir* auch die folgende Gestalt geben : 

(1') j ^ -Br'-’ (B” - 0 türr:^n-\, 

(lî.) |Br‘(0<^B'^«(i?»-0: 

oder auch die folgende Gestalt: 

(1") iJ B^.9,(0 ^ - 0 fürr^n-\, 

do) 1 Bl-X{Q)^E^l^{R-~Q). 

♦* 

Da femer die Gruppen T'~^{Q) und B^^{Q) isomorph sind (Kap. V, 
§ 3> Nr. 6), ist (2) gleichbedeutend mit 

(2') ir b\(Q)^t”-'-^{r--Q). 

Wir werden den Alexanderschen Dualitâtssatz in den Formen I", 
ir, III beweisen. 

Beweis. Die behauptete Isomorphie wird sich in jedem Fall dar- 
aus ergeben, daB die beiden zu vergleichenden Gruppen ein ,, duales 
Gruppenpaar" im Sinne der algebraischen Dualitâtssâtze von Pontrjagin 
(A nhang I, Nr. 64—66) bilden, wenn man die Bildung derVerschlingungs- 
zahlen als Gruppenmultiplikation auffaCt. Wir verstehen unter A die 
auf der linken Seite einer der Formeln I", II', III, unter B die in der- 
selben Formel rechts stehende Gruppe. 

Im Falle I" ist A eine freie Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden; 
jedem Paar von Elementen x(Z.A, yC.B wird die ganzzahlige Ver- 
schlingungszahl ü(y ,x) zugeordnet ; t>(y,x) hat die f ür die Gültig- 
keit des 1. algebraischen Dualitâtssatzes® notwendigen Eigenschaften : 
erstens ist sie distributiv, und zweitens gibt es zu jedem Xq =|= 0 ein y 
mit t)(y, Afo) 4= 0 und zu jedem yo 4= 0 ^ niit ü(yo, *) 4= 0 — das ist 

gerade der Inhalt der Existenzsâtze Eq und Eq- Mithin sind A und B 
dual, also isomorph. 

Im Falle IF ist A eine endliche Gruppe; die Verschlingungszahl 
t)@ gjjCy, x) ist für jedes Elementenpaar x cz A, y c. B definiert (vgl. 
§l,Nr. 10); sie ist Elément von Hier ist der 2. algebraische 

Dualitâtssatz anwendbar : dies folgt aus der Distributivitât von 
(y* den Existenzsâtzen und Egj,,®. 

Im Falle III ist A eine endliche Gruppe, deren Elemente Ordnungen 
haben, die Teiler von m sind. DaB die Verschlingungszahl modw 
Oly,x) eine Gruppenmultiplikation ist, welche die Voraussetzungen des 

^ Définition von B®®: Kap. V, § 1, Nr. 5- 

* Auf Grund von Kap.V, § 2, Nr. 10 und § 1, Nr. 5. 

* Die in Anh. I, Nr. 66 mit a, P, y bezeichneten Fâlle nennen wir den 1., 
2., bzw. 3. algebraischen Dualitâ^tssatz. 
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3. algebraischen Dualitâtssatzes erfüUt, ergibt sich aus den Existenz- 
sâtzen und Em- 

Damit ist der Alexandersche Dualitâtssatz in allen drei Teilen be- 
wiesen. 

Korollar. Die Bettischen Zahlen von R” — Q sind endlich. Die 
Torsionsgruppen und die Bettischen Gruppen modm von R’* — Q sind 
endliche Gruppen. 

2. Die ganzzahligen Bettischen Gruppen von R" — Q. Wir be- 
haupten, daJ 3 die Strukturen dieser Gruppen durch die folgenden For- 
meln bestimmt sind: 

(4) 1 ^ Br-^{R- - Q) fur r - 1 . 

(4o) 1 Bl:M + (^^Bf'^(R»-Q). 

Beweis. Die Formel (4o) ist mit Rücksicht auf Kap. V, § 1, Nr. 5 
bereits in der Formel (Iq) enthalten. Es sei also r ^ n — \ . Nach 
Kap. V, § 2, Nr. 3 ist^ 

/e\ rin-r-l n^ri-r-l on-r-l ^ jyn-r-l 

(5) — i ~ -Oq gj . 

Nun folgt aus (2) und (1"), daÛ und Gruppen mit end- 

lich-vielen Erzeugenden sind; daher ist nach ( 5 ) und Nr. 38 des An- 
hanges I auch eine Gruppe mit endlich- vielen Erzeugenden. 

Folglich ist (Anhang I, Nr. 43 ) eine direkte Summendarstellung 

(6) = F"-'-' 4 - U 
gültig, und hierbei ist (Anhang I, Nr. 15) 

( 7 ) U - 7 '”-’-* . 

Aus (6), (2), ( 7 ), ( 5 ), ( 1 ") ergibt sich ( 4 ). 

Korollar I. Die Gruppen B(ÿ{R^ — Q) sind Gruppen mit endlich- 
vielen Erzeugenden. 

Korollar II. Sind Q und Q' zwei Polyeder im R", die miteinander 
homologie-âquivalent in bezug auf @ sind, so sind auch die Komple- 
mente R” — Q und 7 ?" — Q' miteinander homologie-âquivalent in bezug 
auf @. Die Voraussetzung ist insbesondere erfüllt, wenn Q und Q' 
homôomorph sind^. 

3 . Duale Basen. Wir werden jetzt dadurch, daB wir die ,,Verschâr- 
fungen" der Sâtze Egj und E^ (§ 3, Nr. 6 und Nr. 9) heranziehen, die 
Dualitàt zwischen den Bettischen Gruppen von Q und denen von — Q 
noch klarer in Evidenz setzen. Den in Nr. 1 gegebenen Beweis des 
Duahtâtssatzes werden wir übrigens nicht benutzen. 

^ Aile Bettischen und Torsionsgruppen in diesem Beweise sind diejenigen 
von i?" — g . 

* Das analoge Korollar gilt, wie aus dem Teil III des Alexanderschen Duali- 
tâtssatzes unmittelbar folgt, ftir die Koeffizientenbereiche ^ 2 . 
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Satz I (Verschârfung des Telles I des Dualitâtssatzes). 
Die Zyklen Z^, Z^, . . . , môgen eine beliebige r-dimensionale Homo- 
logiebasis tnod 0 in Q bilden, und Z\, Z'^^ , . . . ,Z'j. seien die gemâp der Ver- 
schârfung von Ejr existie- 
renden Zyklen in R” — Q. 

Dann bilden die Z\ eine 
Homologiebasis mod 0 in 
R” — Q. Dabei sei 
r ^n — 2.^ 

Beweis. EsseiZ'ein 
beliebiger ganzzahliger 
s-dimensionaler Zyklus in 
R” — Q, y-}-s = « — 1. 

Dann ist 

ü({z'-2'ü(z',z,)z;}, z,) = o 

} 

für i = 1 , 2, . . . , Da der Zyklus Z' ~ J^t)(Z\ Zj)Zj somit mit 

7 

keinem Basiselement verschlungen ist, ist er überhaupt mit keinem 
Zyklus aus Q verschlungen; da seine Dimension ist, ist er be- 

randungsf àhig ; aus dem Korollar zum Satz folgt daher, daB er in 
bezug auf 9î berandet, d. h. 

Z' co'^\){Z', Zj) Z J (in bezug auf ÿ {) . 

i 

Somit erzeugen die Homologieklassen der Z' die Gruppe [R^ — Q ) . 
Für den Beweis, daB die Z\ eine Basis bilden, ist noch zu zeigen: Aus 

^VZyojQ (in bezug auf 9î) 

7 

folgt — 0 für aile i. Dies ergibt sich aber daraus, daB 

7 

ist. 

Satz II (Verschârfung des Telles III des Dualitâtssatzes). 
Die Zyklen Z^, Zg, . . .,Z^ môgen eine beliebige r-dimensionale Homo- 
logiebasis modm in Q bilden, ihre Ordnungen seien m^, m^; 

ferner seien Z^, Z 2 , . . Z' die gemàfi der Verschârfung von existie- 

renden Zyklen in — Ç. Dann hat auch Z\ die Ordnung m^, und die Z- 
bilden eine Homologiebasis mod m in RJ^ — Q (r ^ n — 2) . 

Beweis. Wir zeigen zuerst, daB Z\ die Ordnung m^ hat: Da der 
Zyklus m^ Z \ nicht nur mit Z^ für j^i, sondern infolge D {Z\ , Z^) = x^{mjmi) 
auch mit Z^ die Verschlingungszahl 0 hat, ist er mit keinem Zyklus 

1 In Abb. 35 bilden demnach Z[, Z' eine Basis in — Q; daû in der Tat 
Z. B. der in Abb. 36 gezeichnete Zyklus Z' einer linearen Verbindung von Z[y Z' 
homolog ist, wird durch Abb. 36 illustriert (Z' cnd Z' -f Z'). 
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von Q verschlungen, also ist er in 2?" — Ç nach ist andererseits 
aZi<^0, so ist b(aZi, Z,) = x^{amlm^ = 0, d. h. amlnii durch m, und 
a durch teilbar. 

Jetzt beweisen wir, dal3 die Homologieklassen der Z\ die Gruppe 
B^^{R^ — Q) erzeugen: Z' sei ein beliebiger s-dimension aler Zyklus in 
iî" — Q, und es sei t)(Z', Z^) = da Z^ die Ordnung hat, ist 

miX^{a*) = 0, d. h. = mb* mit ganzem 6*. Nun ist 

für î = 1 , 2 , . . . , 9 . Daher folgt aus , daB 

Z'co2r^(6^)Z;. in ir-Q 
ist. i 

Für den Beweis, daB die ZJ eine Basis bilden, ist noch zu zeigen : Aus 
2t„(c^)Z;~0 in R«-Q 

folgt = mj(ÿ mit ganzem d-'. Dies ergibt sich aber aus 

^i) = tm(c‘wK). 

da x^{àm{m^ = 0 gleichbedeutend mit c‘ = ist. 

Bemerkung. Die Beschrânkung r-gkn — 2, die wir den beiden 
soeben bewiesenen Sâtzen auferlegt haben, ist nicht wesentlich: die 
Sâtze behalten samt den Beweisen auch für y = « — 1 ihre Gültigkeit, 
wenn man nur die Behauptung so ausspricht: Die Zyklen Z\ bilden 
eine Homologiebasis für die berandungsfàhigen Zyklen in R" — Q [ihre 
Homologieklassen also im Fally = w— 1 eine Basis von — Ç) 

bzw. 

Eine analoge Verschârfimg des TeUes II des Dualitâtssatzes aufzu- 
stellen, überlassen wir dem Leser (man vgl. den kleingedruckten Ab- 
schnitt in § 3 , Nr. 10). 

4. Die (n — l)>dimensionalen Polyeder im R". Der Jordan- 
Brouwersche Satz. Aus jeder der Formeln (lo) und (3o) — letztere 
mit beliebigem w — in Nr. 1 lâBt sich der folgende Satz ablesen: 

Spezieller^ Zerlegungssatz. Ist Q ein krummes Polyeder im /?", 
so besteht R^ — Q aus 1 +P”~^{Q) Komponenten. 

Wir gelangen jetzt auch leicht zum 

Jordan-Brouwerschen Satz (allgemeine Fassung)*. Jedes ein- 
fach geschlossene {n — i)-dimensionale krumme Polyeder Q des R^ ist 
eine regulàre Gebietsgrenze, d. h. : Q zerlegt den Jfî“ in genau zwei Gebiete 
und ist mit der Begrenzung jedes der beiden Gebiete identisch. 

Beweis. DaB die Anzahl der Gebiete zwei ist, ist in dem (speziellen) 
2^rlegungssatz enthalten. Um zu zeigen, daB Q mit der Grenze jedes 
Gebietes identisch ist, genügt es, wie im Kap. X, § 2, Satz F (2. Teil 
desBeweises), gezeigt wurde, zu beweisen, daB keine echte Teilmenge F' 
von Q den F” zerlegt. Nun ist aber jede echte Teilmenge F' von Q' in 

1 Im Gegensatz zu dem allgemeinen Satz des Kap. X. * Kap. X, § 2, Satz V. 
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einem echten Teilpolyeder Q' von Q enthalten (das aus Simplexen 
einer hinreichend feinen Simplizialzerlegung von Q besteht) ; da Q ein- 
fach geschlossen ist, ist = 0, folglich zerlegt Q' den iî" nicht, 

und hieraus folgt leicht, daB auch F' den R" nicht zerlegt. 

Als Zusatz heben wir die folgende, schon im § 3, Nr. 12, bewiesene 
Tatsache hervor: 

Jedes irreduzibel geschlossene {n — \)-dimensionale krunptne Polyeder 
des i?” ist einfach geschlossen {d. h. sein natürlicher Modul ist Null). 

Neben diesen Sâtzen, die aile schon im Kap. X bewiesen worden sind, 
lâBt sich auch die Gebietsinvarianz (Satz IX aus Kap. X, § 2) leicht 
im Rahmen der Sâtze des gegenwàrtigen Paragraphen heweisen^. — 

SchlieBlich betrachten wir noch die ,,Ordnungen“ (§ 2, Nr. 4) der 
beiden Gebiete, in welche der R” durch ein einfach geschlossenes Poly- 
«der Q zerlegt wird. Von diesen Gebieten ist eines unbeschrânkt — wir 
nennen es das ,,AuBengebiet‘‘ G„ —, das andere beschrânkt — es heiBt 
das ,,Innengebiet‘‘ G^. Der irreduzible (« — 1)-dimensionale Zyklus, 
der Q zugrunde liegt, sei Z, also Q = Z. Dann ist die Ordnung* 
t)(Z, GJ = 0; denn definitionsgemâB ist t)(Z,G„) = b(Z,o„) für jeden 
Punkt o„c G^ ; nun kann man auBerhalb eines Simplexes annehmen, 
das Q im Innern enthâlt ; dann sieht man, daB Z 0 in R” — , also 

b (Z, oj = 0 ist. Nun bestimmen wir die Ordnung a. — b (Z, G^); sei 
ein tester Punkt von G^ (mit positivem Zeichen); nach der Verschâr- 
fung von Ejî (§ 3. Nr. 6) gibt es einen nulldimensionalen Zyklus Z' 
mit b {Z', Z) = 1 in R" — Q. Es ist Z' oo «o, + in R" — Q, also 
1 = t>(Z',Z) — a- CK, und folglich (\ = il . Damit haben wir den 
folgenden Satz bewiesen: 

Satz III. Es sei Z ein {n — \)-dimensionaler irreduzibler krummer 
Zyklus im R". Dann hat das Aufiengebiet G„ von Z in bezug auf Z die 
Ordnung tj (Z, GJ = 0 , das Innengebiet Gf die Ordnung b (Z, G^) = i 1 . 

5. Irreduzibel geschlossene Polyeder. Die Invarianz der Ver- 
schlingungszahl. Die irreduzibel geschlossenen Polyeder (Kap. VII, § 1 ; 
Kap. VIII, § 4, Nr. 7) verdienen auch innerhalb der Verschlingungs- 
theorie besondere Beachtung. Es bezeichne im folgenden Z einen 
r-dimensionalen irreduziblen Zyklus; sein natürlicher Koeffizienten- 
bereich sei wobei m = 0 oder m^2 und stets ® setzen 

ist ; Z = Q sei ein krummes Polyeder im R". 

Zunâchst ergibt sich leicht 

Satz IV. In R^ — Z gibt es einen Zyklus Z[ mit b{Z[, Z) — 1 {in 
bezug auf @^); die Homologieklasse Ci jedes solchen Zyklus Z[ erzeugt 
die Gruppe (^" — • 

Dies gilt für s + 0; für s = 0 hat man durch zu er setzen. 

1 Ein solcher Beweis wird iii Nr. 9 des ,,Anhanges“ zu dem gegenwàrtigen 
Kapitel dargestellt. 

a Vgl. § 2, Nr. 4. 
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Beweis. Da Z eine Homologiebasis în Z bildet, ergibt sich die Exi- 
stenz von Z{ und die Gleichung t}(Z{,Z) =1 ans den Verschârfungen 
der Sàtze Egi und (§ 3 ) [bei der Anwendung der Verschârfung von 
E„hat man zubeachten, dafi (in der dortigen Bezeichnung) = m ist]. 
DaB — Z) ist, folgt aus den Teilen III (Nr. 1) und IV 

(Nr. 2) des Dualitâtssatzes^. DaB die Gruppe (^” “ erzeugt^, 
ergibt sich im Fall m^2 unmittelbar aus Satz II; im Falle m = 0 
bildet nach Satz I eine Homologiebasis mod 0 in iî" — Z ; da aber 
in diesem Fall B® (iî” — Z) «ÿ @ ist, also i?" — Z keine s-dimensionale 
Torsion besitzt, also B® = B@^ jî ist, bildet Z( sogar eine Homologie- 
basis in bezug auf (3; das bedeutet: Ci erzeugt B@(B” — Z). 

Damit ist der Satz IV bewiesen. — 

Weiter muB die folgende Tatsache hervorgehoben werden: Für jeden 
beliebigen Zyklus zc R” gilt der Satz, daB jeder mit ihm verschlungene 
Zyklus 96 0 in 2?" — 2 ist (§ 1, Satz IV; § 2, Satz IV'), jedoch ist dieser 
Satz im allgemeinen nicht umkehrbar — man vgl. § i, Nr. 6, Abb. 33 
und den Text zu dieser Abbildung; für irreduzible Zyklen aber ist der 
Satz umkehrbar, d. h. es gilt 

Satz V. Ist Z irreduzibel und b ( 2 ', Z) = 0, so ist 2 ' cv> 0 in B" — Z. 

Beweis. Ist Z( der im Satz IV auftretende Basiszyklus in R'' — Z, 
so ist 2 ' ~ aZi in B" — Z, also 0 = b ( 2 ', Z) = a, d. h.: z' 0. (Es 
ist immer der natürliche Koeffizientenbereich von Z zugrunde 
gelegt.) - 

Die wesentliche Bedeutung der irreduzibel geschlossenen Polyeder 
für die Verschlingungstheorie beruht darin, daB bei Beschrânkung auf 
diese Polyeder der Verschlingungsbegriff einen in jeder Hinsicht topo- 
logisch invarianten Sinn erhâlt: 

Es seien Q und Q' zwei zueinander fremde, irreduzibel geschlossene, 
krumme Polyeder im R^) ihre Dimensionszahlen seien r und s, r + s 
= n — \ ] Q und Q' sollen den gleichen natürlichen Modul w , m = 0 
oder m '^2 besitzen. Sind K, K' (krumme) Simplizialzerlegungen von 
Q bzw. Q' und bezeichnen Z, Z' irreduzible Zyklen mit \Z\ = K, 
|Z'| == K\ so sind Z, Z' bis auf Faktoren, welche Einheiten des Rin- 
ges sind, eindeutig durch K bzw. K' bestimmt (Kap. VII, § 1, Nr. 5) ; 
die Homologieklassen von Z und Z' in Q bzw. Q' sind daher bis auf die 
genannten Faktoren eindeutig durch Q bzw. Ç' bestimmt. Folglich ist 
auch die Verschlingungszahl t) (Z', Z) bis auf einen Faktor der genannten 
Art eindeutig durch das Polyederpaar Ç, Ç' bestimmt^; wir nennen sie 


^ Im Fall s = 0 ist immer B®® an die Stelle von j 5 ® zu setzen. 

2 Z) ist also im Fall m ~ O bis auf das Vorzeichen, im Fall m = 2 voll- 
stàndig bestimmt; für jedes m ist die Tatsache, daB t)(Z',Z) 4 0 bzw. = 0 ist, 
unabhângig von dem unbestimmten Faktor. Ist m Primzahl, so ist jedes von 
Null verschiedene Elément von @,n Einheit, also kann man dann nur die beiden 
Fâlle t)(Z', Z) 4 0 und t)(Z', Z) = 0 unterscheiden . 



§ 4. Der Alexandersche Dualitâtssatz. 


447 


die Verschlingungszahl der irreduziblen Polyeder Q und Ç' und be- 
zeichnen sie mit t)(Ç, Ç'). 

Wir dürfen also sagen: 

Für zwei zueinander fremde, krumme Polyeder Ç, Ç' der Dimensions- 
zahlen r , s mit r + s = n — 1 im welche irreduzibel geschlossen sind 
und den gleichen natürlichen Modul m, m — 0 oder m ^2, besitzen^ ist 
die Verschlingungszahl Q) erklàrt; sie ist ein Elément des Ringes 
und eindeutig bis auf einen Faktor bestimmt, der eine Einheit aus ist 
(vgl. FuBnote 2 auf S. 446). 

Q und Q' heifien miteinander verschlungen oder unverschlungen, je 
nachdem t) (Ç', Ç) + 0 oder b {Q\ Q) ~ 0 ist. 

Die Verschlingungszahl b {Q\ Q) hângt nicht von speziellen Simpliziah 
zerlegungen von Q und Q' sb; vielmehr drückt sie eine Eigenschaf t eines 
Paares von Polyedern, also von speziellen Punktmengen, aus, und zwar 
bezieht sich diese Eigenschaf t auf die gegenseitige Lage von Q und Ç' 
im R!^\ daB dies eine topologisch invariante Lageeigenschaft ist, lehrt der 
Satz VI (Satz von der Invarianz der Verschlingungszahl). 
Die Polyeder Q und Q' des 2?" môgen dieselben V oraussetzungen wie 
bisher erfüllen; ferner sei f eine topologische Abbildung des 2?” auf 
einen zweiten Euklidischen Raum R^. Dann ist 

»(/(<?'). /(0) = ^- »((?',<?). 

wobei e eine Einheit des Ringes ist^. 

Beweis. Es seien Z, Z' irreduzible Zyklen mit Z — Q, Z' — Q'. 
Nach dem Satz IV gibt es Zyklen Y' , in R" — Q bzw. Jî" — f(Q) mit 

(8) ü{Y',Z) = i, (8,) t){yj'./(Z)) = 1, 

und die Homologieklassen dieser Zyklen erzeugen die Gruppen 

— /(Ç))- Daher gelten Homologien in 

bezug auf 

(9) f{Y')c^eY{ inR--f{Ç). 

(9,) f-^{Yi)ooe,Y' inR^-Q, 

wobei e, Elemente von sind. Übt man /“^ auf (9) aus, so folgt 
mit Hilfe von (9i) 

Y'c^eeiY' ini?"-Ç, 

also, da die Homologieklasse von Y' die Gruppe — Q) erzeugt, 

ee^ — i. 

Folglich ist e eine Einheit aus ©^. 

Der Zyklus Z' erfüllt eine Homologie 

(10) Z'^cY' iniî»-Ç, 


* Man beachte: Im Fall m = 0 ist e = ±1, im Fall m = 2 ist e = 
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und aus (8) folgt, dafi hierin 

(10') c = t)(Z', Z) 

ist. Aus (10), (10'), (9) ergibt sich 

/(Z')~tj(Z',Z).e. y( ini?ï-/(Ç). 
und mit Hilfe von (Sj) folgt daher 

t)(/(Z')./(Z)) = ^.t,(Z', Z). 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Korollar. Die Polyeder f{Q), f{Q') sind dann und nur dann mit- 
einander verschlungen, wenn Q, Q' miteinander verschlungen sind^. 

Bemerkung. Die Verschlingungszahl zweier irreduzibel geschlosse- 
ner Polyeder Q, Q' lâBt sich auch erklâren, wenn Q einen natürlichen 
Modul m'^2, Q' den natürlichen Modul 0 hat : Man setzt b {Q', Q) 
— b (r,„ (Z') , Z) , wobei Z' ein ganzzahliger irreduzibler Zyklus mit 
Z' = Q' , Z ein irreduzibler Zyklus mod m mit Z = Q ist und b die 
Verschlingungszahl in bezug auf bezeichnet. — Man überzeuge 
sich davon, daü aile Ausführungen dieser Nummer, die sich auf b {Q', Q) 
beziehen, bei dieser neuen Définition ihre Gültigkeit behalten. — 

6. Weitere spezielle Polyeder. Es sei p'{Q) — 0 und T^~^{Q) die 
Nullgruppe. Dann ist auch (Q) für jedes nt die Nullgruppe (Kap. V, 
§ 4, Nr. 6, Korollar). Aus den Sâtzen Eq und folgt, daB in R”—Q 
jeder berandungsfâhige s-dimensionale Zyklus berandet, wenn man als 
Koeffizientenbereich & oder einen zugrunde legt. Es gilt aber sogar 
Satz VII. Ist Çc R”, ^'■(0 = 0, 7^'*(Ç) die Nullgruppe, so be- 
randet in R*' — Q jeder [berandungsfâhige) s-dimensionale Zyklus z' jedes 
beliebigen Koeffizientenbereiches (es ist wie immer r + s — « — 1). 
Beweis. Ist s = 0, also r = » — 1 , so folgt aus (1^) in Nr. 1, daB 
— Ç zusammenhângend, die Behauptung also richtig ist. Es sei 
s è 1, also jeder s-dimensionale Zyklus berandungsfàhig. Nach Kap. V, 
§ 4, Nr. 3. ist* z' = ^s*Zf + wobei s\ t^cz Zf ganzzahlige 

Zyklen des Komplexes K =\z'\, yj ganzzahlige Komplexe von K mit 
pj — tj^~^ ifj g£iuz, ganzzahlig) sind und fjP = 0 ist. Wie wir so- 
eben (am Anfang dieser Nummer) sahen, ist Z^ cvo o in jR” — Q, also 
Zj = Ci mit ganzzahligem CiCZ R” — Q; da ferner Xij(yj) Zyklus modfj 
ist, ist, wie wir ebenfalls soeben sahen, t/jiyj) ^ 0 in R” — Q, also 
XfjiyP = Xfj (Dj) mit ganzzahligem DjCZ R” — Q, d. h. : — Dj . 

Es folgt 

y = (2;s‘0 -I- oo 0 in i?» - Ç. 

^ Dies kann man auch leicht aus dem Satz V folgem. 

* Wir benutzen die Bezeichnungen aus Kap. V, a. a. O.; da wir den s-dimen- 
sionalen Zyklus z' in dem s-dimensionalen Komplex | z' | = K betrachten, tre- 
ten die dort eingeführten Zyklen und W/ nicht auf. 
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Bemerkung. Die Umkehrung des Satzes VII folgt unmittelbar 
aus den Sâtzen Eq und . 

Aufgabe. Man beweise den 

Satz VIII. Unter allen r-dimensionalen Polyedern des i?” sind die irreduzihel 
geschlossenen durch die folgenden beiden Eigenschaften ausgezeichnet : i) In R^~Q 
gibt es einen nicht berandenden (berandungsfàhigen) s-dimensionalen Zyklus z' 
eines gewissen Koeffizientenbereiches) 2) für keinen echten Teilkomplex Q' von Q 
gibt es in — einen solchen Zyklus z' (irgendeines Koeffizientenbereiches). 

7. Allgemeine Bemerkungen über Eigenschaften der Lage. Der 

Alexandersche Dualitàtssatz gehôrt zweifellos zu den wichtigsten topo- 
logischen Entdeckungen der letzten Jahrzehnte; ailes, was wir über die 
Lageeigenschaften von Polyedern und abgeschlossenen Mengen der 
mehrdimensionalen Râume wissen, führt direkt oder indirekt zu diesem 
Satz. Die Lageeigenschaften einer Menge F in einem Raume R sind 
ja in erster Linie die gestaltlichen Eigenschaften des Komplementàr- 
raumes R — E, und der Dualitàtssatz lehrt uns für ein Polyeder irn 
Euklidischen Raume diese Eigenschaften zu bestimmen, soweit sie sich 
durch Bettische Zahlen und Torsionsgruppen ausdrücken lassen. 

Andererseits aber zeigt der Satz, daB die Untersuchung gerade dieser 
genannten Lageeigenschaften bei der wichtigsten Aufgabe versagen 
muB: man soll die Verschiedenheit zweier Lagen feststellen. Wir wer- 
den von zwei miteinander homdomorphen Mengen F und F' in einem 
Raume R sagen, daB sie ,,gleiche topologische Lage*' haben, wenn 
man R topologisch so auf sich abbilden kann, daB F in F' übergeht ; 
andernfalls sind die beiden Lagen voneinander verschieden. Die Auf- 
gabe besteht in der Angabe von Eigenschaften, durch welche sich F 
und JF', wenn sie verschiedene Lage haben, voneinander unterscheiden. 
Der Alexandersche Dualitàtssatz zeigt : die Homologieeigenschaften des 
Komplementàrraumes des Polyeders Q im R” sind hierfür ungeeignet. 
Denn aus dem Alexanderschen Duahtàtssatz folgt ja die Homologie- 
àquivalenz der Komplementàrmengen R^ — Q und R^^ — Q' homôomor- 
pher Polyeder Q und Q' (vgl. Nr. 2, KoroUar II), obwohl, wie man 
weiB, R" — Q und R” — Q' nicht homôomorph zu sein brauchen. 

Das sich damit erôffnende Problem ist nur in einem einzigen Fall 
systematisch in Angriff genommen worden: in der Knotentheorie unter- 
sucht man die Lage eines einfach geschlossenen Polygons im R^ da- 
durch, daB man in erster Linie die ,,jy’omo/o^i^"-Eigenschaften der 
AuBenràume der Knoten studiert, um Unterscheidungsmerkmale zwi- 
schen verschiedenen Knoten zu erhalten. Aber von abgeschlossenen 
Resultaten ist man auch hier weit entfernt. 

VerlàBt man den polygonalen Fall, fragt man also z. B. nach den Lage- 
eigenschaften einer beliebigen krummen Linie im dreidimensionalen 
Raume, so muB man, gewarnt durch die von Antoine entdeckten Bei- 
spiele, auf Überraschungen gefaBt sein. Begibt man sich gar in mehr 
Dimensionen, so gérât man in ein Gebiet, das heute noch vôlUg dunkel ist. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Anhang zum elften Kapitel, 

Der Lebesgue-Alexandersche Beweis des speziellen 
Jordan-Brouwerschen Satzes. 

1. Die folgenden beiden Zerlegungssâtze soUen — nach den Beweisen 
in den Kapiteln X und XI — hier zum dritten Male bewiesen werden : 

Satz I. Dur ch dus auf der Sphàre gelegene topologische Bild 
eines r-dimensionalen Simplexes wird die nicht zerlegt (r beliebig). 

Satz II (Spezieller Jordan-Brouwerscher Satz). Durch das 
auf der Sphàre gelegene topologische Bild ^ einer {n — i)-dimensio- 
nalen Sphàre wird die S^ in genau zwei Gebiete zerlegt. 

Da die Sphàre als Euklidischer mit einem nicht auf bzw. 
gelegenen unendlich fernen Punkt aufgefaBt werden kann, sind 
hierin die entsprechenden Zerlegungssâtze für den enthalten [n ^2). 

Der Beweis wird sich wesentlich von den beiden früheren Beweisen 
unterscheiden. Er benutzt weder die Verschlingungs- oder Schnitt- 
methoden des gegenwàrtigen Kapitels noch die Methoden der Invarianz- 
beweise, sondern an ihrer SteUe die ,,Additionssâtze'‘ der kombina- 
torischen Topologie (Kap. VII, § 2). Er hat einen ausgesprochen 
kombinatorischen Charakter, und erstaunlich ist das geringe MaB 
mengentheoretischer Überlegungen, die er benotigt : sie sind vollstândig 
in einem ganz elementaren Hilfssatz enthalten (Nr. 3)^- 

Obwohl der Beweis, wie schon erwâhnt, sich nicht auf die in diesem 
Kapitel bewiesenen Verschlingungssâtze stützt, wird auch er — âhn- 
lich wie der Beweis im vorigen Paragraphen — die ,,Zerlegung“ als 
Spezialfall der ,,Verschlingungen‘‘ deuten. Die Verknüpfung zwischen 
diesen beiden Begriffen wird aber jetzt noch enger als früher: bei der 
Herleitung des Jordan-Brouwerschen Satzes als eines Spezialfalles des 
Alexanderschen Duahtâtssatzes hâtten wir uns von vornherein auf Ver- 
schhngungen zwischen nuUdimensionalen und (w — 1)-dimensionalen 
Zyklen beschrânken kônnen; in dem Lebesgue-Alexanderschen Beweis 
aber ist der Zerlegungssatz das letzte Glied einer Kette von Verschlin- 
gungssâtzen, die sich nicht nur auf das Dimensionenpaar 0, n — \ , 
sondern der Reihe nach auf die Paare w — — — 1 

beziehen^. 

2. Es sei immer K ein endlicher Euklidischer Komplex, G eine 
offene (echte oder unechte) Teilmenge von R. Unter einem „algebra- 
ischen Komplex in G' verstehen wir in diesem Anhang einen algebraischen 
Komplex C von K oder einer Unterteilung von K mit C c: G. 

1 Für das Verstàndnis dieses Beweises ist daher nur die Kenntnis der Grund- 
begriffe der kombinatorischen Topologie einschlieBlich einiger Addition ssâtze, je- 
doch keinerlei Kenntnis von Invarianzsâtzen, Approximationsmethoden u. dgl. 
erforderlich. 

* Vgl. die Erlâuterungen in Nr. 8. 
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Den Begriff der „H ontologie in G" definieren wir — im Gegensatz 
zu allen anderen Teilen des Bûches — hier f olgendermafien : Es sei z 
ein Zyklus in G; dann bedeutet die Aussage ,,z cv. 0 in G" die Existenz 
eines Komplexes C in G mit C = z', wobei z' Zyklus in G und Unterteilung 
von z ist (die natürlich auch mit z identisch sein darf). Die Aussage 
„ 2 i 00 Za in G“ für zwei Zyklen z^, Zg in G bedeutet die Existenz eines 
Komplexes C in G mit C = 2( — Za, wobei z,', z^ Zyklen in G und 
Unterteilungen von z^, Za sind. 

Man beweist leicht die Gültigkeit des transitiven Gesetzes; „Aus 
Zj cn:» Za und Zg ~ Zg folgt z, Zg." Daraus ergibt sich, daB auch dieser 
Homologiebegriff eine Einteilung der Menge aller Zyklen in „Homologie- 
klassen” bewirkt^ 

Für diese Homologieklassen erklârt man die Addition folgendermaBen : 
Sind Zi , Za Zyklen aus den Homologieklassen Ci , C 2 . so ist Ci + C 2 
diejenige Homologieklasse, in welcher sich ein Zyklus z{ -j- z^ befindet, 
wobei Zj', Za Unterteilungen von Zj, Zj sind; man überzeugt sich leicht 
davon, daB Ci + C 2 durch Ci und C 2 eindeutig bestimmt ist. Offenbar 
bilden die Homologieklassen in bezug auf diese Addition eine Gruppe. 
Wir nennen die sich so ergebenden Gruppen B' (G). Es ist klar, daB 
die damit definierte Gruppe B' (K) mit der in der früheren Weise er- 
klârten Bettischen Gruppe B’' {K) isomorph ist*. 

Dies gilt für jeden Koeffizientenbereich Dessen Wahl ist für 
das Folgende gleichgültig®. 

3. Ein Hilfssatz. Es seien Gj , Gg zwei offene Mengen von R. Wir 
betrachten nur noch Komplexe und Zyklen in Gj + Ga . DaB ein Kom- 
plex ein Komplex in G^ oder Ga ist, deuten wir durch den unteren 
Index 1 bzw. 2 an (C^, Ca, Zj , . . .) ; ist er Komplex in Gj • Gg, so erhâlt 
er den Doppelindex 12 (vgl. Kap. VII, § 2 , Nr. 1). 

Hilfssatz. Zu jedem algebraischen Komplex C in Gj + G^ gibt es 
eine Unterteilung C , die sich als Summe C' — darstellen 

mpt. 

Beweis. Es sei Fi = R — G^, = R — G^] da C c G^ + Gg ist, 

ist C • Fj • Fg = 0 , also q(C • Fj , Fj) = a > 0 . Unter | C' | verstehen wir 
die durch eine Unterteilung von K mit Simplexdurchmessern <« be- 
wirkte Unterteilung von |C|. Es bestehe jCil aus den zu Fj fremden 

^ Man sieht auch leicht: Ist z' eine Unterteilung von z, so ist z' z in G. 

2 In dem für uns wichtigen Falle K — ist jede echte offene Teilmenge G 
von K einer offenen Menge des R** homôomorph. Dann ist, wie man ohne groBe 
Schwierigkeit zeigt, die soeben erklàrte Gruppe B^(G) mit der Bettischen Gruppe 
im früheren Sinne (Kap. V, § i, Nr. i; Kap. IX, § 2, Nr. 10 und H) isomorph. 

^ Will man den in diesem Anhang gegebenen Beweis der Sütze I und II ab ovo 
durchführen, und verzichtet man darauf, auBerdem noch môglichst allgemeine 
Sâtze zu erhalten, so empfiehlt sich der Koeffizientenbereich — @ 2 : man braucht 
die Hilfsmittel aus der kombinatorischen Topologie dann nur modulo 2, also 
ohne jede Vorzeichenbetrachtung. herzuleiten. 
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Simplexen von | C \ und deren Seiten, | Cj | ans den übrigen Simplexen 
von |C'| und deren Seiten; unter Q und sind die entsprechenden 
algebraischen Komplexe zu verstehen, in denen die Simplexe dieselben 
Koeffizienten haben wie in C'. Dann ist = also C-^dG^, 

ferner ist, da jedes Grundsimplex von einen Punkt von C • ent- 
hâlt, C^’F^ — O (auf Grund der Définition von a), also CgC: Gj. 

4. Additionssâtze. Es ist jetzt leicht, festzustellen, daû die Addi- 
tionssâtze aus Kap. VII, § 2 , sich von den dort betrachteten Kom- 
plexen auf unsere offenen Mengen G^.G^, + Gj, Gj • G^, übertragen 

lassen. Die einzigen Abânderungen haben darin zu bestehen, daÛ man 
zuweilen einen Koniplex durch eine seiner Unterteilungen ersetzen muC. 
So definieren wir jetzt: Der Zyklus Z in G^ + Gg heiBt Summenzyklus, 
wenn er eine Unterteilung Z' mit Z' = besitzt ; der Zyklus ^ 

in Gi • Gj heiÛt Nahtzyklus, wenn es Komplexe , Cj und eine Unter- 
teilung 2 von Zi 2 mit = (^2 = 2 gi^t (dabei sind verabredungs- 

gemâÛ Zi, in G^ und Z2, C2 in G2). Bei dieser Festsetzung und auf 
Grund xmseres soeben bewiesenen Hilfssatzes (der den Hilfssatz aus 
Kap. VII, § 2 , Nr. 2 ersetzt), lassen sich nun sâmtliche früher bewie- 
senen „Additionssâtze“ auf unseren Fall übertragen; dabei sind natür- 
lich aUe Homologien und Bettischen Gruppen so zu verstehen, wie 
wir es in Nr. 2 erklârt haben. Der Unterschied von dem früheren 
Standpunkt besteht, kurz gesagt, darin, daB wir jetzt nicht mehr 
zwischen einem Komplex und seinen Unterteilungen unterscheiden 
— und zwar bezieht sich dies sowohl auf die Définition der Homologie, 
als auch auf den Hilfssatz, als auch auf die Summen- und Nahtzyklen. 

Die Durchführung der Beweise der neuen Additionssâtze ist eine 
Wiederholung der alten Beweise, die wir uns ersparen dürfen. Von den 
Additionssâtzen, zu denen man gelangt, werden wir nur die beiden 
folgenden benutzen — sie entsprechen dem Satz IV und einer Hâlftc 
des Satzes VIII aus Kap. VII. Nr. 2 : 

1 . Additionssatz. In Gj -t- G2 sei, für ein gewisses r , jeder (r-f i)- 
dimensionale Zyklus cs^o. Ist dann ein Zyklus in Gj •G2, der ~0 
sowohl in G^ als auch in G^ ist, so ist ZÏ 2 - 0 auch in • Gg . 

2 . Additionssatz. Es seien und Gg offene H^Simplexe^, und 
Gj + G2 sei der Sphàre homologie-âquivalent^. Dann ist Gi*G2 der 
Sphàre homologie-aquivalent. 

^ Daû die offene Menge G offenes H-Simplex ist, bedeutet: sie ist nicht 
leer, und jeder berandungsfàhige Zyklus in G ist o in G. Daû die offene Menge G 
der Sphàre homologie-âquivalent ist, bedeutet: f) jeder 5-dimensionale beran- 
dungsfâhige Zyklus in G mit s<r ist c>o0 in G; 2) B'^(G) ^ fûr r>0, 

(G) 3 4- 3 t' = 0 . Die Homologie- Aquivalenz mit einem Simplex oder 

einer Sphàre braucht übrigens nicht im Sinne der ,,vollstândigen'' Homologie- 
Aquivalenz, sondem nur in bezug auf den zugrunde gelegten Koeffizientenbereich g 
verstanden zu werden. 
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5 . Zwei Eigenschaften der Sphâre. Bisher war K beliebig; jetzt 
sei K einer Simplizialzerlegung der Sphâre S” isomorph (Kap. III, 
§ 4, Nr. 2), also etwa ein «-dimensionaler simplizialer Zellenrand 
(Kap. III, § i, Nr. 2). Der Komplex K hat die beiden folgenden Eigen- 
schaften : 

A) R ist der Sphâre S” homologie-àquivaleni. 

B) Fiir jeden Punkt pc. R ist die offene Teilmenge R — p ein offenes 
H-Simplex. 

Die Eigenschaft A ist bekannt (vgl. Kap. VI, §2, Nr. 7). Wir deuten 
den leichten Beweis von B an; i? sei der Rand einer (n-|-I)-dimensio- 
nalen Zelle Ç; 2 sei ein berandungsfâhiger Zyklus in R—p ) man kon- 
struiere einen in der Zelle Q gelegenen Kegel über z, auf welchem p 
nicht liegt ; man projiziere den Kegel von einem derart gewâhlten Punkt 
von Q aus auf R, daü die Projektion den Punkt p nicht enthâlt ; man 
nehme eine solche Unterteilung von K, daB sie eine Unterteilung der 
Projektion als Teilkomplex enthâlt; der Rand der so untergeteilten 
Projektion ist eine Unterteilung von z ; folglich ist 2 co o in R — p.^ 

Bemerkung. Wir werden keine anderen Eigenschaften der Sphâre 
benutzen als A und B. Die Sâtze I und II (und ihre spâteren Ver- 
allgemeinerungen) gelten also nicht nur für die Sphâre R — S”, sondern 
für jedes Polyeder R, welches die Eigenschaften A und B besitzt. 

6. Die r-dimensionalen Elemente auf der Sphâre. Wir kommen zum 
Beweise des Satzes I, den wir jetzt verschârfen und genauer als Satz 1^ 
bezeichnen (r ^ 0) : 

Satz I,. Ist E' ein r-dimensionales Elément — d. h. topologisches 
Bild eines r-dimensionalen Simplexes — auf der Sphâre R = S”, so ist 
die offene Menge R — E^ ein offenes H-Simplex. 

Beweis durch voUstândige Induktion in bezug auf r (bei festem n)\ 
Der Satz I^ ist mit der Eigenschaft B identisch ; der Satz I, j sei be- 
wiesen, und E^ a R sei gegeben. 

Ef kônnen wir statt als topologisches Bild eines Simplexes auch als 
topologisches Bild eines r-dimensionalen Würfels W deuten, der im 
Euklidischen {x^, x^, ... , A;,)-Raum durch Of^Xjéi (;’ = 1, 2, . . . , r) 
gegeben sei. Dem durch x^ = t gegebenen (r — l)-dimensionalen Würfel 
in W entspricht ein (r — l)-dimensionales Elément das Teil von 
ist. Dem durch t^^ x^^t^, ti <1^, gegebenen Teilquader von W ent- 
spricht ein r-dimensionales Teilelement von E’’. 

Zuerst zeigen wir, daB R — E' nicht leer ist : t sei ein fester Wert 
zwischen 0 und I; dann ist E*" = E^^ + da es Punkte in EJ'j gibt, 
die nicht zu Eq^ gehôren, ist = R — Elt nicht leer; ebenso ist 
R — Eh nicht leer; wâre nun IC — £^ = Go*Gi leer, so bestünde 


Setzt man die einfachsten Invarianzsâtze als bekannt voraus, so sind die 
Eigenschaften A und B vôllig trivial. 
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Gq + Gi = aus zwei Komponenten, was nicht der Fall ist, 

da diese Menge nach Satz I^_j ein offenes Jï-Simplex ist. 

Wir haben zu zeigen : z sei ein berandungsfahiger Zyklus in K — E' ’, 
dann ist z coO in R — E'. 

Es sei 0 â < <2 < ^3 = i 2 cv) 0 sowohl in i? — EU als auch 
in K ist, so ist z oo o auch in R — denn setzt man 

Gi = R-EU. G, = R-El,t^, so ist G, + G^ = R-EU nach 
Satz I,_i ein offenes //-Simplex; daher ist der f. Additionssatz an- 
wendbar, und nach ihm ist z o- 0 in Gj • Gg = /“t — E'i^ . Durch Wieder- 
holung dieser Überlegung ergibt sich ; Ist 0 — /q < < ^2 < • • * < — 1 . 

und ist Z 00 0 in K — Etj_^(j für j = \ , 2, . . . , k, so ist z 0 in 
R — E7. Man hat also zur Vollendung unseres Beweises nur die tj so 
zu finden, daB z^ 0 in jedem R — ist. 

Nach Satz ist z -v 0 in R — E\~^ für jedes /; es gibt also für 
jedes t einen von einer Unterteilung von z berandeten Komplex Cf 
mit Cf • EU — 0; infolge der gleichmâBigen Stetigkeit der zwischen 
W und £'’■ bestehenden topologischen Beziehung gibt es dann zu jedem 
/ ein t enthaltendes, relativ zu der Strecke 01 offenes Intervall t't", 
so daB für t' < h auch fremd zu Cf, daB also z ^ 0 auch 
inR — E'gf, ist. Da die abgeschlossene Strecke OÏ mit diesen <'<"-Inter- 
vallen vollstândig bedeckt ist, gibt es eine natürliche Zahl A so, daB jede 
/-Strecke von der Lange 1/^ganz in einen /'/"-Intervall enthalten ist. 
Dann haben die Zahlen — jjk mit / =; 1 , 2 , . . . , ^ die gewünschte 
Eigenschaft. 

Der Satz I,. ist damit bewiesen. 

7. Krumme r-dimensionale Sphàren auf der n-dimensionalen 
Sphâre. Wir sprechen den Satz II in verallgemeinerter und verschârfter 
Form aus und wenden die genauere Bezeichnung „Satz II,." an: 

Satz II,.. Es sei S'' ~ R die n-dimensionale Sphâre; ferner sei J' 
eine auf S" gelegene krumme r-dimensionale Sphâre — d. h. das topolo- 
gische Bild einer S’'. Dann ist R — J’’ der (n — r — i)-dimensionalen 
Sphâre homologie-âquivalent. 

Berner kung. Hierin ist der Satz II enthalten; denn für r = n — \ 
ist n — r — 1 = 0, die nulldimensionale Sphâre ist ein Punktepaar, 
und jede mit dem Punktepaar homologie-âquivalente Menge besteht 
aus zwei Komponenten. 

Beweis durch voUstândige Induktion in bezug auf r: Es sei zuerst 
r = 0‘, dann ist ein Punktepaar pi, Pz- Da nach der Eigenschaft B 
die Mengen Gj = /? — /»! und Gz — R — pz offene f/-Simplexe sind, da 
femer G^-\-Gz — R und da R nach der Eigenschaft A mit der S” homo- 
logie-âquivalent ist, folgt aus dem 2. Additionssatz : Gj • Gj = /? — /** 
ist der homologie-âquivalent. 

Der Satz II,._i sei bewiesen, und a R sei gegeben. J' ist topo- 
logisches Bild einer Kugel S’'; einem ,,Âquator“ S’’"* von S' entspricht 
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eine die Teil von /*' ist. Die von begrenzten r-dimensionalen 
Halbkugeln sind Elemente (denn man kann jede von ihnen eineindeutig 
auf die von 5’’“^ in der Âquatorebene begrenzte r-dimensionale Voll- 
kugel projizieren) ; diesen Halbkugeln entsprechen also in J' zwei Ele- 
mente E[ , £ 2 • Setzen wir G^ — R — E[, 0^ = R — E’^ , so ist + G^ 
= R — ^ G^~ G^ = R ~ /'■. Nach dem Satz I, sind und Gj 

offene H-Simplexe; nach dem Satz ist G^ -f Gg der S" homo- 

logie-âquivalent ; daher folgt aus dem 2. Additionssatz : Gj • Gg ist der 
5" “ " 1 homologie-âquivalent . 

Der Satz 11^ ist damit bewiesen. 

8. Erlàuterungen zu den Beweisen. Umschlingungen. Mit den Sàtzen l, 
iind 11^ haben wir nicht nur die in Nr. 1 aiisgesprochenen Zerlegungssàtze be- 
wiesen, sondern allgemeinere Sàtze, die man als ,,Verschlingungssâtze‘‘ bezeichnen 
kônnte — allerdings bei einer etwas anderen Définition der ,,Verschlingung“, als 
wir sie bisher benutzt haben. Frtiher handelte es sich immer um die Verschlin- 
gung zwischen zwei Zyklen; jetzt brauchen wir den folgenden verwandten Begriff 
der ,,Umschlingung** : die Menge F wird von dem (zu F fremden, berandiings- 
fàhigen) Zyklus z ,,umschlungen“, wenn ^960 in — F ist^. Nach unseren 
früheren Verschlingungssâtzen ist klar: sind die Zyklen z und z' miteinander 
verschlungen, so wird z von z' und z' von z umschlungen (§ 1, Satz IV); sowie 
(§ 4, Nr. 5)- ist z irreduzibel, und wird z von z' umschlungen, so sind z und z' 
miteinander verschlungen. 

Bei Benutzung dieses Umschiingungsbegriffes lautcn die Satze und II,.: 
Fin Elément C S” wird von keinem Zyklus umschlungen: und .* Eine krumme 
Sphcire ivird von keinem q-dimensionalen Zyklus mit ^ w — r — 1 um- 
schlungen: es giht einen sie umschlingenden Zyklus und im wesentlichen 

nur einen einzigen solchen Zyklus [die letzte Behauptung soll .sagen: man kann 
^n-r-i gQ wâhlen, daû jeder (w — r — l)-diniensionale Zyklus in S” — einem 
Vielfachen von homolog ist]. 

Diese Umschlingungssâtze sind nicht nur Nebenergebnisse bei den Beweisen 
unserer Zerlegungssàtze, sondern unentbehrliche Hilfsmittel bei diesen Beweisen 
selbst. Man erkennt dies, wenn man den InduktionsschluB in den Beweisen 
genauer betrachtet: 

Die Behauptung des Satzes I,. besteht darin, daB F'' von keinem q beliebig, 
umschlungen wird (fur den Satz I ist ^==0); für den Beweis muB man wissen, 
daB die Voraussetzung des 1. Additionssatzes in der folgenden Form erfüllt ist: 
ein F'' ^ wird von keinem z^'^^ umschlungen. Diese Tatsache wird durch den 
InduktionsschluB darauf zurückgeführt, daB die Voraussetzung des 1. Additions- 
satzes in der Form erfüllt ist: ein wird von keinem umschlungen; und 
so fort, bis man zu der, in der Eigenschaft B enthaltenen, Tatsache gclangt: cin 
Punkt F® wird von keinem umschlungen. 

Bei einer âhnlichen Analyse des Bewei.ses von Satz II beschrànken wir uns 
auf denjenigen Teil des Satzes, der besagt: zerlegt S" in wenigstens zwei Ge- 

biete, mit anderen Worten: wird von einem umschlungen. Bei seinem 

Beweise benutzt man von dem 2. Additionssatz, wie man sich leicht überlegt, 
den folgenden Teil (Satz III aus Kap.VII, §2): 

Sowohl in als auch in sei, für ein gewisses r, jeder cnd 0 . Ist dann 
96 0 in Gj -f- Gg, - 2^2 Hciht von so ist z\^ 9 ^ 0 in G^ • G.g. 

1 Auf diesen Begriff kommen wir im 2. Band zurück. Vgl. Alexandroff, 
,,Gestalt und Lage“ (Annals of Math. 30 ), Kap. IV und ,,Dimensionstheorie“ 
(Math. Annalen 106), §§ 4, 5- 
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Die Existenz des , der umschlingt, ergibt sich nun so: wird durch 

den ..Aquator'* in zwei Elemente mit zerlegt; 

es sei schon bewiesen: Ij) wird von keinem z'^ umschlungen, 2i) wird 

von einem umschlungen ; dann ist nach dem soeben formulierten Additions- 
satz jede Naht von ein wie wir ihn suchen. Nun ist die Behauptung l^) 
schon durch den Satz In_i — auf Grund des oben analysierten Induktionsschlusses 

— sichergestellt ; um die Behauptung 2-^ zu beweisen, hat man wieder folgender- 

maûen zu schliefien: 7**“^ wird durch in die Elemente E”-^ EJ zerlegt; 

die Existenz von Z^ steht nach dem Additionssatz fest, falls man weiÛ: Ig) E"”^ 
wird von keinem z^ umschlungen, 2^ wird von einem Z^ umschlungen; und 
so fort, bis zu den beiden folgenden Behauptungen : l^-i) E^ — also ein Jordan- 
bogen — wird von keinem z^~^ umschlungen i, 2n_i) 7® — also ein Punktepaar — 
wird von einem Z^~^ umschlungen. Die Behauptung l„_i) ist bereits im Satz 
bewiesen; die Richtigkeit von 2n- 1 ) ist trivial — man braucht als nur den 
Rand eines Simplexes at** zu wâhlen, welches den ein en, aber nicht den anderen 
Punkt des Paares 7® enthâlt [oder man kann 2n-i) noch einmal, wie oben im 
Beweis von auf einen Additionssatz zurückführen]. 

9. Zusâtze. Wir wissen von früher (Kap. X, § 2, Nr. 4, und Kap. XI, 
§ 4, Nr. 6), daB man zu dem Satz II den folgenden Zusatz machen kann; 

yn-i J- £n derGrenze jedes der beiden durch bestimmten 

Gehiete identisch, in welche die S“ durch zerlegt wird. 

Es ist leicht, auch diesen Zusatz ganz im Rahmen der Sâtze dieses 
Anhanges zu beweisen; es genügt ja zu wissen (Kap. X, a. a. O.): eine 
echte Teilmenge F von zerlegt die S” nicht. Dies ergibt sich aber 
unmittelbar aus dem Satz I, im Spezialfall r — n — \ , da jede F in 
einem Teilelement von enthalten ist. — 

Femer ist es leicht, den Satz von der Gehietsinvarianz (vgl. Kap. X, 
§ 2, Nr. 5) aus unseren Sâtzen I und II — dem Satz I für r = m — 
herzuleiten*; er ist ja enthalten in der folgenden Behauptung: 

Ist f eine topologische Abbildung eines Simplexes in die S” und p 
innerer Punkt von x", so ist f(p) innerer Punkt des Elementes E" = /(«"). 

Beweis dieser Behauptung : Nach Satz II wird S" durch ‘ — / (à:”) 
in zwei Gebiete G^, G^ zerlegt; es sei etwa f(p)^Gi. Da /(/>) innerer 
Punkt von G^ ist, genügt es, zu zeigen : c E”. Vorher zeigen wir : 

in der Tat: ist q' — f(q) ein nicht zu gehôriger 
Punkt von E", so ist q innerer Punkt von i", also mit p durch die zu x” 
fremde Strecke qP verbindbar, und daher ist f{q) mit f{p) durch den 
zu fremden Weg f{qp) verbindbar, folglich f{q) c: G^. Die damit 
bewiesene Inklusion E" c Gj + bedeutet; kein Punkt von Gj ge- 
hôrt zu E”. Gâbe es nun einen Punkt r' c G^ , der nicht zu E” gehorte 

— wâre also Gj et E“ —, so kônnte man r' nach Satz I mit jedem 
Punkt von 5" — E”, also insbesondere mit einem Pimkt s' von Gj, 
durch einen zu E" fremden Weg verbinden; dieser Weg wâre auch 
fremd zu — im Widerspruch zu y' c: G^, s' c Gg. — 

1 Man beachte, daB wir uns in der S“, nicht im R" befinden. 

* Wir hâtten diesen Beweis auch an die Sâtze des S a anschlieBen kftnnen 
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SchlieBlich heben wir noch hervor; 

Jedes der beiden Komplementàrgebiete und von /”“* ist ein 
offenes H-Simplex'^. 

Denn ist z ein berandungsfâhiger Zyklus etwa in G^, so folgt ans 
Satz n„_i: 2 0=0 in S” — — G^ G^, also existiert ein Kom- 

plex C in Gj + G^ mit C = z' , wobei z' Unterteilung von z ist. Nun 
ist C als Summe C = darstellbar, mit c Gj , C2 c Gj . Da 

^1 + ^2 = , Cl in G] , C2 in Gj liegt, und G] • Gg = 0 ist, muB 

C2 = 0 , z' = Cl, also 2 (NO 0 in Gj sein. 


Zwôlftes Kapitel. 

Der Brouwersche Abbildungsgrad. 

Die Kroneckersche Charakteristik. 

Obwohl die Begriffe und Sâtze dieses Kapitels Spezialfâlle teils der 
Verschlingungstheorie (Kap. XI), teils der Théorie der Homologietypen 
stetiger Abbildungen (Kap. VIII) sind, verdienen sie eine besondere 
und ausführliche Darstellung; erstens wegen ihrer geometrischen Ein- 
fachheit, zweitens im Hinblick auf ihre wichtigen und verschieden- 
artigen Anwendungen und drittens aus einem historischen Grunde: der 
von Brouwer entdeckte Abbildungsgrad bildet die Grundlage einer 
ganzen Reihe der klassischen Brouwerschen Arbeiten. Wir werden in 
unserer Darstellung allerdings nicht die ursprüngliche Définition des 
Grades, sondern die allgemeine Verschlingungstheorie (Kap. XI, §§ 1 
und 2) zum Ausgangspunkt nehmen. DaB man andererseits auch die 
Théorie des Abbildungsgrades an die Spitze der Verschlingungstheorie 
stellen kann, geht aus dem „Anhang“ zu diesem Kapitel hervor. 

§ 1 . Die Ordnung eines Punktes in bezug auf einen Zyklus. 

1 . Wiederholung von Tatsachen aus der Verschlingungstheorie. - 2. Die 
Sàtze von Poincaré-Bohl und Rouché. — 3. Homologien in i?" — o. -- 
4. Der Abbildungsgrad im Groûen. — 5. Deutung der Ordnung als Grad. - 
6. Die Umlaufzahl in der Ebenc. — 7. Das Kroneckersche Intégral. 

§ 2 . Die Kroneckersche Charakteristik. Der lokale Grad von Abbildungen in den 

1. Der Existenzsatz für o-Stellen. — 2. Anwendung: der Fundamentalsatz 
der Algebra. — 3. Die Charakteristik eines Funktionensystems. ~ 4. Der 
Index einer o-Stelle. — 5. Die algebraische Anzahl der o-Stellen. - 6. Der 

1 Die Gebiete brauchen aber nicht mit den Innengebieten von Simplexen 
homôomorph zu sein — das lehrt ein Antoine- A lexandersches Beispiel (mit « — 3)- 
Für M = 2 allerdings sind die Komplementàrgebiete G^, Gg einer Jordankurve 
auf der Kugel immer auf das Innengebiet eines Kreises topologisch abbildbar — 
das ist aus der Théorie der konformen Abbildungen bekannt. Für w = 3, aber 
nur für diesen Fall, hat Alexander bewiesen: ist die krumme Sphàre ein 
Euklidisches Polyeder, so sind G^ und Gg dem Innengebiet einer Kugel homôo- 
morph. 
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lokale Abbildungsgrad im i?”. — 7. Topologische Abbildungen. — 8. In- 
varianzsâtze. — 9. Funktionaldeterminanten. 

§ 8. Spezielle Sâtze und Anwendungen. 

1. Der Zusammenhang zwischen Vektorfeldern im i?” und Abbildungen. — 

2. Vektorfelder in der Vollkugel. — 3. Der Brouwersche Fixpunktsatz für 

das w-dimensionale Elément. — 4. Vektorfelder auf den Sphâren gerader 
Dimension; ein Fixpunktsatz. — 5. Spiegelungen von Sphâren; noch ein 
Fixpunktsatz. — 6. Der Borsuksche Satz über antipodentreue Abbildungen. — 
7. Analytische Folgerungen; Abbildungen der 5" in den — 8. Ein 

Überdeckungssatz für die S”. 

S 4. Der Grad von Abbildungen in ein Polyeder. 

i. Définition des lokalen Grades. — 2. Stetige Abânderung der Abbildung. 
— 3. Abbildungen von Zyklen. ~ 4. Abbildungen von Zyklen in irreduzibel 
geschlossene und azyklische Komplexc. Die Übereinstimmung des‘ lokalen 
Grades mit dem Grad im Grofien. — 5. Die Sonderstellung des ,, Grades im 
GroBen'* unter den Konstanten des Homologietypus. — 6. Wesentlichkeit 
von Abbildungen. 

Anhang: Die Brouwersche Deutung der Verschlingungszahl als Charakteristik. 
Das Gaufische Intégral. 

1. Die Schnittzahl als Abbildungsgrad. - 2. Die Verschlingungszahl als Ord- 
nung. — 3. Das (iauBschc Intégral. 


§ 1. Die Ordnung eines Punktes in bezug auf einen Zyklus. 

1. Bereits an drei Stellen des Kap. XI — (§1, Nr. 9; § 2, Nr. 4; 
§ 4, Nr. 4 (Satz III)) — haben wir die ,,Ordnung'‘ eines Punktes 0 in 
bezug auf einen (w — l)-dimensionalen (berandungsfahigen) stetigen 
Zyklus 5 im als einfachsten Spezialfall der Verschlingungszahl her- 
vorgehoben: diese ,, Ordnung'' ist die Verschlingungszahl b(i,d). Der 
Inhalt dieses und der folgenden beiden Paragraphen besteht im wesent- 
lichen aus Anwendungen und Deutungen allgemeinerer Satze der Ver- 
schlingungstheorie in diesem Spezialfall. 

Der genannte Zyklus j gehôre immer zu einem beliebigen Koeffi- 
zientenbereich der Punkt 0 dagegen soll immer als ganzzahliger 
Komplex, und zwar als Simplex mit dem Koeffizienten +1 , aufgefaBt 
werden ; die Ordnung b (5 , 0) ist also eine Verschlingungszahl in bezug 
auf (3, &) im Sinne von Kap. XI, § 1, Nr. 10; sie ist ein Elément von 3- 

Der Définition von t)(5, o) kann man jede der beiden Eigenschaften 
zugrunde legen, die durch die Formeln (10) bzw. (12) in Kap. XI, § 1, 
Nr. 9, ausgedrückt werden; es môge jetzt die Formel (12) ins Auge 
gefaBt werden; sie liefert, in Verbindung mit den Approximations- 
betrachtungen aus Kap. XI, § 2, die folgende Définition: 

Die Ordnung b (5,0) des Punktes 0 in bezug auf den {n — \)-dimen- 
sionalen {berandungsfahigen)'^ stetigen Zyklus j im ist die Schnittzahl 
0 {H, z^ eines beliebigen von 0 ausgehenden Halbstrahles H mit einer 

^ Da der Fall « = 1 kaum Interesse verdient, werden wir im folgenden die 
Voraussetzung der Berandungsfâhigkeit des (w — l)-dimensionalen Zyklus j nicht 
mehr hervorheben. 
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hinreichend guten, itn übrigen heliehigen, simplizialen Approximation Zj 
von g. (Dabei mtissen sich H und Zi natürlich in relativ-allgemeiner 
Lage befinden.) 

Nach Kap. XI, § 2, Nr. 4 , àndert sich 0(5, 0) nicht, wenn man 0 
innerhalb einer Komponente von R”^ — I variiert. In Abb. 37 sind 
die Ordnungen der fünf Komponenten von i?* — g angegeben (g = ©) . 

2. Die Sâtze von Poincaré-Bohl und 
Rouché. Für viele Anwendungen ist es 
zwecks Bestimmung von b(g,o) nützlich, 
bei festem Punkt 0 den Zyklus g mit einem 
anderen Zyklus g' zu vergleichen. Dabei 
ist ein gutes Hilfsmittel der 

Satz von Poincaré -Bohl. Es seien 
und /j zwei solche Abbildungen des (« — 1)- 
dimensionalen Zyklus z in den R”, dap der 
Punkt O des R^ für keinen Punkt p von z 
auf der Strecke f^ (p) f^ (p) liegt. Dann sind 
[/o (2)] und [/j (2)] einander homotop in JR" — 0 , 
und es ist ü ([/o( 2 )] , 0) = ü ([/i(2)] , o) . 

Beweis. Für jeden Punkt pcz und 
jeden Wert t mit sei /,(/>) der 

Punkt des P", der die Strecke f^ (p) J^(p) 
im Verhâltnis t\ {\ — t) teilt. Dann ist 
immer ^ [p] 4' 0 , und daher sind die stetigen 
Zyklen [/o(2;)] und [fi{z)] einander homotop in R'‘ — 0. Auf Grund 
des ,,Deformationssatzcs“ in Kap. XI, § 2, Nr. 2, gilt 

o) = b([/i( 2 )],o). 

Aus dem Satz von Poincaré-Bohl folgt der 

Satz von Rouché. Es seien /q und f^ zwei solche Abbildungen des 
(n — \)-dimensionalen Zyklus z in den JR", daP für den f est en Punkt 
oC. R”' und jeden Punkt pcz z 

Q{foiP)> fi(p)) < Q(fo(p)> 0) 

ist. Dann ist to([/o(^)],o) — ü ([/i (z)] , 0) . 

Denn wenn die Voraussetzung des Satzes von Rouché gilt, so ist 
die des Satzes von Poincaré-Bohl erst recht erfüllt. 

3 . Homologien in R" — o. Der R" sei — wie auch in den vorigen 
Nummern — orientiert, x sei ein positives n-dimensionales Euklidisches 
Simplex im R" und 0 ein innerer Punkt von X. Dann ist 

{!) 0(;i, 0) = +1 

(Koeffizientenbereich @); dies folgt aus Kap. XI, § 1, Formel (10) in 
Nr. 9 und der Bemerkung I in Nr. 1 . 
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Wir behaupten nun: 

Die Ordnung von o in bezug auf einen beliehigen Zyklus ^cz — o 
là fit sich folgendermafien charakterisieren: es ist 

(2) in JR" — O 
und hierin ist t durch 

( 3 ) «' = 0 ( 5 , 0 ) 
eindeutig bestimmt (Koeffizientenbereich beliebig). 

Beweis. Der Zyklus 3 = [f{z)] œ. — 0 sei gegeben. Für jeden 
Punkt qcz R” — 0 verstehen wir un ter ^{q) den Punkt von x, in den q 
von O aus projiziert wird. Dann ist j' = [^/(^)] ein stetiger Zyklus, 
der zusammen mit 3 die Voraussetzung des Satzes von Poincaré-Bohl 
erfüllt ; daher sind 3 und 3' einander homotop in iî” — 0 , und es gilt 
erst recht die Homologie 

3' es:, 3 in i?" — 0 . 

Da der Zyklus 3' auf dem Simplexrand x liegt, erfüllt er eine Homologie 
3' eso tx in X, also in R” — 0 

(Kap. IV, § 4, Nr. 6, und Kap. VIII, § 5 ). Folglich gilt auch (2), und 
daher ist (Kap. XI, § 2, Satz V') : 

0(3, 0) = b{tx, 0) 

und mit Rücksicht auf Formel (9) in Kap. XI, § i, Nr. 7 '- 

0(3, 0) = / • D(x, 0). 

Hieraus und aus (t) folgt (3). 

Es bleibt noch festzustellen, daB t durch die Homologie (2) 

in eindeutiger Weise bestimmt ist; hierfür genügt es, zu zeigen: ist 

0 in R" — 0, so ist < = 0. Aber in der Tat; ist <>-' 0 in 7 ?" — 0, 

so ist , . V , . > 

0 = b{tx, 0) — t • 0(x, 0) = t. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Korollar. Zwei {n — \)-dimensionale ZykUn 3, 3' {desselben Koeffi- 
zientenbereiches) sind dann und nur dann einander homolog in R’^ — 0, 
wenn 0 (3 , 0) = ù (3', 0) ist. 

Der obige Satz lâBt sich folgendermafien verallgemeinern ; 

Ist Z irgendein {i. a. krummer) ganzzahliger Zyklus in R 7 ^ — 0 mit 
(t') 0 (Z, 0) = -f-l , 

so gilt für jeden beliebigen Zyklus ^cz R'^ — 0 eine Homologie 
(2') t • Z in R" — 0, 

und hierin ist t durch (3) eindeutig bestimmt. 

Denn um (2') mit dem durch (3) gegebenen Wert von t zu bewei- 
sen, hat man nur das obige „Korollar“ auf 3 und 3' = 0(3, 0) • Z an- 
zuwenden ; dafi andererseits 0 (3 , 0) durch ( 2 ') eindeutig bestimmt ist. 
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ergibt sich genau so wie die analoge Tatsache in dem oben bewie- 
senen Satze. 

Für viele Anwendungen ist es praktisch, den Zyklus Z folgender- 
maBen zu wahlen: Es sei eine Sphâre mit dem Mittelpunkt o , 
ferner x ein ^-dimensionales Simplex, das o im Inneren enthâlt, und 
(p{cj) bezeichne für jeden Punkt qczR^ — o denjenigen Punkt von 
in den q von o aus projiziert wird; dann ist 9^ (1^1) eine krumme 
Simplizialzerlegung von 5 ^ und Zq = [(p[x)] ein ganzzahliger Zyklus 
dieser Zerlegung^. Unter einer (durch die Orientierung des 7 î”) 
natürlicher Weise orientierten Sphàre'* verstehen wir nun einen orientier- 
ten (krummen) Zyklus Z mit Z = 5 ”“^, welcher in derselben 

Homologieklasse angéhôrt wie Zq. Da die Zyklen x und Z = [9?(^)] 
die Voraussetzungen des Satzes von Poincaré-Bohl erfüllen, folgt aus 
(1), daB auch t)(Zo,o) = +i ist; da eine beliebige, in natürlicher 
Weise orientierte Sphâre Z (mit Z = Zo) in also in — 0, der- 

selben Homologieklasse angéhôrt wie Zq , ist daher auch b (Z, 0) = -f 1 . 
Mithin sehen wir: 

Jede in natürlicher Weise orientierte Sphâre Z, deren Mittelpunkt 0 
ist, kann zur Bestimmung der Ordnung t)(3, 0) eines beliebigen Zyklus g 
mit Hilfe der Homologie (2') und der Gleichung (3) verwendet werden. 

4. Der Abbildungsgrad im GroBen. Wir führen jetzt einen Begriff 
ein, der für die Untersuchung stetiger Abbildungen von hôchster Be- 
deutung ist; an dieser Stelle werden wir ihn verwenden, um der „Ord- 
nung'' eine neue Deutung zu geben (Nr. 5 ) ; im § 4 werden wir dann 
ausführlich auf ihn zurückkommen. 

Es sei K ein einfach geschlossener r-dimensionaler Komplex 
(Kap. VII, § 1); dann gibt es einen, bis auf das Vorzeichen eindeutig 
bestimmten, irreduziblen ganzzahligen Zyklus Z =^Xj (wobei Xj die 
orientierten Grundsimplexe von K sind) mit folgender Eigenschaft: 
jeder r-dimensionale Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches 3 ) in K 
ist von der Form tZ, wobei t ein durch z eindeutig bestimmtes Elément 
von ^ ist (Kap. VII, § 1, Satz IV). 

Hieraus und àus Kap. VIII, § 5 , folgt: Ist [g (5:)] ein stetiger r-dimen- 
sionaler Zyklus in K, so gibt es ein und nur ein Elément t von jür 

[g{z)\c^tz in Z = K 

giU. 

Dieses Elément t heiBt der ,,Grad“ — oder zur Unterscheidung von 
dem ,,lokalen“ Grade, der im nâchsten Paragraphen eingeführt wird — 
der ,,Grad im Gro 0 en“ der Abbildung g des Zyklus z in das einfach 
geschlossene Polyeder R. 

Dabei ist das Vorzeichen des Grades allerdings unbestimmt ; es wird 
erst bestimmt, nachdem man sich für einen der beiden irreduziblen 

1 Die Orientierung von x” ist durch die Orientierung des R" bestimmt; da- 
durch ist eindeutig festgelegt. 
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Zyklen Z und Z' = — Z in K oder, invariant ausgedrückt, für eines 
der beiden erzeugenden Elemente der freien zyklischen Gruppe (Jï) 
entschieden hat. Man spricht dann von dem Grad der Ahbildung g von 
Z in Z {bzw. Z'). Falls R ein orientierbares regulâr zusammenhângen- 
des Polyeder ist (Kap. X, § 3, Nr. 7) ist diese Entscheidung gleichbedeu- 
tend mit der Auszeichnung einer Orientierung. 

Wir werden im § 4 den Grad noch ausführlicher betrachten. Im 
Augenblick heben wir besonders seine anschauliche Bedeutung hervor; 
diese tritt am klarsten zutage, wenn g eine simpliziale Abbildung von z 
in K ist: 

Die Grundsimplexe von und Z seien bzw. Xy, derart, daB 
;2: — Z' ~ ist; dann ist 

ZtXj-=tz = g{z) =:^n{x,). 

Hieraus ist ersichtlich: 

Für ein beliebiges testes Grundsimplex von Z, etwa für seien 

und xh diejenigen Simplexe von z, die im positiven bzw. im nega- 
tiven Sinne auf Xj abgebildet werden (d. h. für welche ^ 

bzw. g{Xii) = — Xi i.st), und es seien bzw. die Koeffizienten 
dieser x^j^ bzw. x^j in z. Dann ist 

k l 

îinabhàngig von der Wahl des Simplexes X|. 

Ist der Zyklus ^ insbesondere ein orientierter Komplex, sind also 
aile = +1, so sind die Zahlen und die Anzahlen der 

k i 

Simplexe x^j^ bzw. x{i\ in diesem F ail ist der Grad t somit gleich der 
Anzahl der positiven Bedeckungen von vermindert um die Anzahl der 
negativen Bedeckungen von Xj , bei willkürlich gewàhltem | X^ | . 

Im gegenwârtigen Paragraphen wird übrigensX immer eine Sphâre sein. 

5. Deutung der Ordnung als Grad. Kehren wir zu den Bctrach- 
tungen von Nr. 3 zurück, so sehen wir, dal3 der folgende Satz gilt: 

Es sei Z eine in natürlicher Weise orientierte [n — \)-dimensionale 
Sphâre im mit dem Mittelpunkt 0 und g — [f{z)] ein stetiger (n — 1)- 
dimensionaler Zyklus in R ~ 0; jerner bezeichne (p {q) für jeden Punkt 
q cz R — 0 den Punkt von Z, in den q von 0 aus projiziert wird. Dann 
ist die Ordnung b (g, 0) gleich dem Grade der Abbildung cpf von z in Z. 

Die hierin ausgedrückte Charakterisierung der Ordnung ist prak- 
tisch brauchbar (man vgl. die nâchsten beiden Nummern) und wird 
oft geradezu als Définition der Ordnung benutzt. 

6. Die Umlaufzahl in der Ebene. Wir betrachten den Spezialfall, 
in dem n — 2 und z eine Zerlegung einer orientierten Kreislinie in 
Kreisbogen ist. Ferner sei / eine Abbildung von z in die Ebene R und o 
ein Punkt in R, der nicht auf dem „geschlossenen Wege'* g = [f(z)] 
liegt (d. h. nicht zu der Punktmenge l~f[z) gehôrt). 
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Der Punkt 0 sei der Pol eines in der üblichen Weise in i?- definierten 
Polarkoordinatensystems Die Punkte p — p(s)czz seien der- 

art auf einen von —00 bis +00 laufenden Parameter s bezogen, daB 
zu zwei Werten Sj , Sg dann und nur dann derselbe Punkt p (s^) — p (Sg) 
von Z gehôrt, wenn Sg modl ist und daB dem Wachsen von s 
die positive Durchlaufung des orientierten Kreises -a: entspricht. Unter 
einer ,,zu / gehôrigen Winkelfunktion^' F verstehen wir jede reelle 
Funktion F {s), welche die beiden folgenden Eigenschaften hat: 
I. F (s) ist eindeutig und stetig fiir —00 C s < +00. IL Für jeden 
Wert s ist F (s) einer der Werte des Polarwinkels (p , welche zu dem 
Bildpunkt fp{s) gehôren (dabei ist zu beachten, daB der Winkel ç? für 
jeden Punkt qc: ~~ 0 nur modln bestimmt ist). 

Um eine solche Winkelfunktion F zu konstruieren, teilen wir die 
Strecke 1 in so kleine Strecken Sj, Sg, . . ein, daB für 

je zwei s-Werte s' und s" desselben Intervalles 5 ^ immer 

QifPis'), fp(s")) < e(s, 0) 

ist ; dann liegt offenbar das dem Intervall entsprechende Stück von 3 
ganz in einer Halbebene, welche von einer Geraden durch den Punkt o 
begrenzt wird. Daraus folgt offenbar: Wenn für einen Wert s' c: 
ein Wert F (s'), der die Eigenschaft II besitzt, festgesetzt ist, so laBt 
sich eine eindeutige und stetige Funktion F für das ganze Intervall 
so erklâren, daB dort die Eigenschaft I besteht. 

Nun verstehe man unter F{ 0 ) einen willkürlichen der zum Punkte 
fp{ 0 ) gehôrigen Werte von (p; damit ist F (s), wie wir eben gesehen 
haben, in dem ganzen Intervall bestimmt, also insbesondere auch 
im Anfangspunkt von 5 g; daher auch im ganzen Intervall Sg; so fort- 
schreitend bestimmt man F für aile s mit 0 ^ 1 . Dann ist infolge 

der Eigenschaft II: F {i) = F ( 0 ) ti • 2 7 t mit einer ganzen Zahl 
Nun definiert man weiter F (s) für aile s durch die Funktionalgleichung 
F {s + 1) — F(s) — w • 2 3T. 

Damit ist eine Winkelfunktion F (s) konstruiert. Ist F' (s) eine zweite 
zu / gehôrige Winkelfunktion, so folgt aus II, daB es für jedes s eine 
ganze Zahl ^(s) so gibt, daB 

F' (s) -F(s) - k{s) -271 

ist; infolge der Stetigkeit von F und F' ist auch k stetig, also infolge 
der Ganzzahligkeit konstant, d. h. es ist 

F' (s) -F(s) + k- 27 t 

mit konstantem ganzem k, Infolgedessen ist auch 
F' (s + 1) — F'(s) = w • 2 TT. 

Die ganze Zahl u ist somit von der speziellen Konstruktion der Winkel- 
funktion F unabhàngig. Wir nennen sie die ,,Umlaufzahr' des ge- 



464 XII. Der Brouwersche Abbil<Iungsgrad. Die Kroneckersche Charakteristik. 

schlossenen Weges j = [/(«)] um den Punkt o — eine Bezeichnung, 
deren geometrische Berechtigung wohl einleuchtet. 

Nun gilt der Satz: 

Die Umlaufzahl u von j um o ist gleich der Ordnung von o in bezug 
auf I (Koeffizientenbereich @) . 

Beweis. Setzen wir für 0 ^ T si 1 

( 4 ) F^{s) = {\ — x)F{s) + X - U - s-2n, 

wobei F eine zu / gehôrige Winkelfunktion, u die Unnlaufzahl von 5 
ist, so erfüllen aile Funktionen F^ dieselbe Funktionalgleichung 

( 5 ) F,(s 4- 1) — F,(s) = «• 2:^ 

wie Fo == F. Verstehen wir für jeden Punkt p — p{s) czz unter. (p) 
den Punkt, der von 0 denselben Abstand bat wie f(p) und dessen 
Winkelkoordinate Fj(s) ist, so ist eine eindeutige und stetige Ab- 
bildung von z in ~ o; die stetigen Zyklen = [/, (z)] sind einander 
homotop in F® — 0 , und daher ist b (jj , 0) = b (5 , 0) für aile x ; ferner 
haben sie, wie ( 5 ) zeigt, sâmtlich die Umlaufzahl u um 0. Es genügt 
daher, zu zeigen, daB b (jj , 0) = m ist. 

Wir bestimmen b (ji , 0) als Abbildungsgrad gemâB Nr. 5 : indem 
man von 0 aus auf eine Kreislinie Z um 0 projiziert, entsteht eine 
Abbildung g von z in Z ; da nach (4) die Winkelfunktion F^ (s) = w • s • 2 
ist, sieht die Abbildung g folgendermaBen aus: wâhrend der Punkt p 
die Kreislinie z einmal im positiven Sinne durchlâuft, durchlâuft der 
Bildpunkt g (p) die Kreislinie Z monoton genau | u |-mal, und zwar im 
positiven oder negativen Sinne, je nachdem u positiv oder negativ ist 
(ist « = 0, so ist g(z) ein fester Punkt von Z). Diese Abbildung g lâBt 
sich bei geeigneter Zerlegung von z und Z in Kreisbôgen als simpliziale 
Abbildung von \z\ in \Z\ auffassen, bei der jeder Bogen von Z durch 
die Bilder von genau | u | Bogen von z bedeckt wird, und zwar sind aile Be- 
deckungen positiv oder negativ, je nach dem Vorzeichen von u. Daraus ist 
ersichtlich: Z — uz, die Abbildung g hat den Grad u, w. z. b. w. 

Bemerkung. Für die Anwendungen der Théorie der Ordnung (wie 
sie in den nâchsten beiden Paragraphen behandelt werden) ist es bei 
Beschrânkung auf den Fall n = 2 sehr bequem, die Ordnung b(j,o) 
für geschlossene Wege 5 von vornherein als Umlaufzahl zu definieren. 
Man beweist dann zunâchst durch Betrachtung der Winkelfunktion F 
(ohne Benutzung von Homologiebegriffen) sehr leicht den ,,Deforma- 
tionssatz"; Wenn man 0 und g stetig so abândert, daB 0 niemals auf g 
liegt, so bleibt die Umlaufzahl b(g,o) ungeândert. Dieser Satz bildet 
zusammen mit den aus ihm folgenden Sâtzen von Poincaré-Bohl und 
Rouché die Grundlagen für die meisten Anwendungen^. 

Darstellungen von Théorie und Anwendungen im Fall n = 2 : W. Fenchel: 
Elementare Beweise und Anwendungen einiger Fixpunktsatze. Mat. Tidsskr. B 
1932. — E. Schmidt; Über den Jordanschen Kurvensatz. Sitzgsber. preuB. Akad. 
Wiss. Bd. 28 (1923). 
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7, Das Kroneckersche Intégral. Es sei wieder n beliebig, Wir werden zeigen, 
daû — unter geeigneten Regularitâtsvoraussetzungen ftir die Abbildung / — die 
Ordnung t) ([/ (z )] , o) durch ein Intégral, welches über ~z zu erstrecken ist, aus- 
gedrückt werden kann^. 

Wir beschrânken uns im wesentlichen auf den wichtigsten Fall: der Zyklus z 
sei ein orientierter Komplex, es sei also z = wobei die Xi (ti— 1)-dimensio- 

nale orientierte Simplexe sind. Ferner setzen wir zunâchst voraus: / sei eine 
simpliziale Abbildung von z in — o. Um die Ordnung zu bestimmen, bedienen 
wir uns der Deutung als Abbildungsgrad wie in Nr. 5; dabei sei Z die orientierte 
(w l)-dimensionale Sphâre mit dem Mittelpunkt o und dem Radius 1. Da / 
simplizial ist, ist das durch die Abbildung g — (pf (Nr. 5) gelieferte Bild eines 
Simplexes | Xt | von | z | ein krummes (sphârisches) Simplex von Z ; verschiedene 
Bildsimplexe g (x^ kônnen sich vollstândig oder teilweise überdecken ; jedoch gibt 
es offenbar eine solche Simplizialzerlegung \ Z\ von Z, daû jedes Bildsimplex | 

Summe gewisser Simplexe von \Z\ ist; indem wir dann zu einer geeigneten Unter- 
teilung \z'\ von \z\ übergehen, erreichen wir, daÛ g eine simpliziale Abbildung 
von \z'\ in \Z\ ist. 

Wir setzen wieder z = ^Xi statt z' und nehmen also an, daû g eine simpliziale 
Abbildung von z in Z ■-== ^Xj ist. Das (w — l)-dimensionale {positive) Volumen 
des sphârischen Simplexes X nennen wir VolX, und un ter Vol[ — X) verstehen 
wir die négative Zabi —VolX. Bezeichnen wir nun, bei festem Xj, mit Xj^. die 
Simplexe von z, die auf Xj abgebildet werden, für die also g(xjj^.) ~ i-A'y und 
daher auch 

Volg(^,,) - ±VolXj 
ist, so ergibt sich aus Nr. 5, daû 

2: Vol^(;rj*) - t ■ VolA', 

k 

ist, wobei t den zu bestimmenden Grad von g bezeichnet. Durch Summation 
über j ergibt sich 

:SVolg(;r,.) ^ 

i J 

wobei links über aile Simplexe x^ von z, rechts über aile Simplexe Xj von Z zu 
summieren ist. Bezeichnen wir mit das (Oberflâchen-) Volumen der (« — D- 
dimensionalen Sphare vom Radius 1 , so ist demnach 

(6) < = ^-L-2;Volg(;r,). 

«n-1 i 

Es handelt sich also um die Aufgabe, das Volumen des sphàrischen Simplexes 
g(Xi) durch ein Intégral auszudrücken. Es seien u^, u^, . . Wn i Cartesische 
Koordinaten in die Abbildung g ist durch den Vektor Q(«i, «2» • ■ - ^n-i) 
gegeben, dessen Anfangspunkt o und dessen Endpunkt der Punkt , U2, u„_i) 

ôt) 

ist. Wir setzen — = t}j. Um das Volumenelement dco von Z zu bereclmen, 
v tlj 

1 Wir werden uns in dieser Nummer zum Teil mit Andeutungen bégnügen 
und die Durchführung mancher Einzelheiten dem Leser überlassen. 

Wir empfehlen hier die Lektüre der Note von J. Hadamard: Sur quelques 
applications de l’indice de Kronecker (abgedruckt in Tannery; Introduction à 
la théorie des fonctions d’une variable II, 2. éd. 1910). — Wâhrend in unserer 
Darstellung von der topologischen Théorie der ,, Ordnung*' ausgegangen wird, 
woraus sich insbesondere die Ganzzahligkeit des Kroneckerschen Intégrais (9) 
ohne weiteres ergibt, wird bei Hadamard umgekehrt zuerst mit den Methoden 
der Integralrechnung die Ganzzahligkeit dieses Intégrais bewiesen und auf dieser 
Tatsache die Théorie der Ordnung aufgebaut. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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bringen wir im Endpunkt des Vektors t) die Tangentenvektoren dui, t)2 àu^, • • , 
^n~-\du^-\ an. Das (« — l)-dimensionale Volumen des von ihnen aufgespannten 
Parallelepipedes ist, da der Vektor ^ auf ihnen senkrecht steht und die Lânge 1 
hat, gleichdem w-dimensionalen Volumen des von 152^^2» • • •» ^n~idUn-\ 

aufgespannten Parallelepipedes, also bekanntlich gleich der Déterminante 
D(\), - • •* Daraus folgt 

d(0 = D(^, ^ 2 » ^ 2 * * • • ^»-l) ^^2 • • • ^^n-1 • 

Nun betrachten wir die Abbildung / ; sie ist durch die Vektoren ï («2 * ^2 > • • » ^n- 1) 
mitdem Anfangspunkt 0 und den Endpunkten f(u^,U2, ...» bestimmt. Es ist 



(wobei 1 wie üblich die Lânge des Vektors x, bezeichnet). Wenn wir == ij 
setzen, folgt ^ 

wobei es auf den Wert des skalaren Faktors kj nicht ankommt. Es folgt weitcr 

und daher 

(7) Volg(;ir() = j ,ï„_,) rfM, (iMj . . . . 

[Dabei hat man, damit Yo\g(Xi) das richtige Vorzeichen erhàlt, die Orientierung 
des Integrationsbereiches Xi in der üblichen Weise zu berücksichtigen.] Durch 
Summation über aile Simplexe Xi ergibt sich schlieBlich mit Rücksicht auf (6) ; 

1 fi 

(8) t = - j D (j , l'i , ^2 » • • •> ïn - 1 ) ^^2 • • • ^ - 1 » 

wobei das rechts stehende Intégral als, über aile i erstreckte, Summe der in (7) 
rechts stehenden Intégrale zu verstehen ist. 

Bisher haben wir vorausgesetzt, daB / simplizial ist; von dieser Voraussetzung 
kann man sich leicht befreien, falls die Koordinaten der durch / gelieferten Bild- 
punkte stetig differenzierbar nach den Parametern Uj sind ; denn dann wende man 
die Formel (8) auf eine Folge gegen / konvergierender simplizialer Approxima- 
tionen /* an; dann sind von einem gewissen h an die zugehôrigen Abbildungs- 
grade gleich dem zu / gehôrigen Grade und die in (8) rechts stehenden Inté- 
grale konvergieren — wenn man bei der Auswahl der Folge eine gewisse Vor 
sicht walten lâBt — gegen das entsprechende Intégral ftir /. 

Fassen wir zusammen: 

Satz : Es seien : / eine Abbildung des (n — 1)-dimensionalen orientierten Zyklus z 
in den R**, welche in jedem Simplex von z stetig differenzierbar ist; o ein Punkt 




du„ 


^ Haben die Vektoren die Komponenten aj^ (;, A — 1 , 2 , . . 
definitionsgemâB la„ a. „ 


n) , so ist 


0 û„) 



^nl ^n2 • • • ^nn 
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a ~ f(z)\ l(p) fûr jeden Punkt p d z der Vektor mit dem Anfangspunkt o 
vind dem Endpunkt /(/>) \ u^, u^, • • > Cartesische Koordinaten in den einzelnen 
Grundsimplexen von z (diese Koordinatensysteme wechseln also von Simplex zu 
Simplex); das (,,Oberflâchen“-) Volumen der (w — l)-dimensionalen Kugel 
vom Radius 1 . Dann ist die Ordnung i) ([/ (z )] , o) — die etwa wie in Nr. 1 als 
Schnittzahl 0 (iî, [/(^)]) eines von o ausgehenden Halbstrahls mit U(z)] erklârt ist — 
durch das (über den orientierten Komplex z erstreckte) ,,Kroneckersche IntegraV 


(9) 




ÊJL ÊA. 

du^* ÔU2’ 


du, 


Mi», 

n - 1 / 


d>u^ . . . du^ 


auszudrücken. 

Zusatz. Wenn der Zyklus z nicht ein orientierter Komplex, sondem von 
der Form z /( C ^ ( 3 î beliebig) ist, so tritt an die Stelle von (6) : 


(6') 

also an die Stelle von (9) : 


«B- 1 t 


(9') ^([/Wl.o) 



isr 


D 


(*■ 


H 

êui 


Êï. \ 

ôu^' ' du„ ,) 


duidu2 . . . 


wobe^ T diejenige stückweise konstante Funktion auf z ist, die in den Simple- 
xen Xi die Werte besitzt. 

Bemerkung. Ist z eine Kreislinie (also w = 2), 5 der Parameter auf z, sind 
ferner rechtwinklige Cartesische Koordinaten in mit o als Anfangspunkt, 

so lâût sich t) ([/ (<^)] , o) nach (9) folgendermaBen ausrechnen : 


t)([/(^)],o) 


JL r. .j_.„ 

2^ J «1 


il fa j 

d^i d^ \ • ds 
ds ds I 



d arc tg - 


ds 


ds . 


Das bedeutet : die Ordnung t) (-s' , o) ist die durch 2 n dividierte Ânderung, die der 
Winkel tp ~ arctg-^ bei Durchlaufung des geschlossenen Weges z erleidet; sie 

SI 

ist also die ,,Umlaufzahr' von z urn o — in Übereinstimmung mit Nr. 6. 


§ 2. Die Kroneckersche Charakteristik. Der lokale Grad von 
Abbildungen in den JR". 

Die Grundlage des gegenwàrtigen Paragraphen besteht aus der 
Formel (10) in Kap. XI, § 1, Nr. 9, der unmittelbar aus ihr folgenden 
Formel (11) (a. a. O.) sowie den eng mit ihr zusammenhângenden 
Sâtzen IV und IV' (§ 1, Nr. 7 bzw. § 2, Nr. 1 des Kap. XI). 

1. Der Existenzsatz für o-Stellen. Wenden wir den zitierten 
Satz IV' auf den Fall an, in dem g' ein Punkt o ist, und benutzen wir 
die Bezeichnungen und Begriffe des vorigen Paragraphen^, so ergibt 
sich: wenn j cnd o in — o ist, so ist die Ordnung b(5, o) ~ 0; hieraus 
folgt unmittelbar der 

Satz I (Allgemeiner Kroneckerscher Existenzsatz). Es 
seien: C" ein Euklidischer n-dimensionaler algebraischer Komplex; f eine 

^ Auch das in Nr. 1 des vorigen Paragraphen bezüglich der Koeffizienten- 
bereiche Gesagte soll seine Gültigkeit behalten. 
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Abhildung von C” in den o ein Punkt in — f{C^)* F ails dann 
die Ordnung t)([/((^")], o) des Punktes o in bezug auf das Bild des Randes 
von C” nicht Null ist, so gibt es in C” wenigstens einen Punkt p mit 

Denn wenn es kein’en solchen Punkt p gibt, so berandet [/((î^)] den 
in R^ — 0 gelegenen stetigen Komplex [/(C”)], und es ist daher 

Im Hinblick auf zahlreiche Anwendungen verdient der folgende 
Spezialfall hervorgehoben zu werden: 

Satz la (Spezieller Kroneckerscher Existenzsatz). Es seien: 

eine n-dimensionale Vollkugel^; der Rand von E^; Z eine orien- 
tierte Sphàre mit Z — / eine Abbildung von E^ in den R^; o ein 

Punkt in R^ — Falls dann die Ordnung t)([/(Z)], o) 4= 0 ist, 

so gibt es wenigstens einen Punkt p a E^ mit f{p) — o . 

Offenbar ist der ,,spezielle'' in dem „allgemeinen'' Existenzsatz ent- 
halten: man braucht ja nur unter \0^\ eine krumme Simplizialzerlegung 
von E^ zu verstehen und die krummen Simplexe von | C” | geeignct zu 
orientieren, um einen solchen algebraischen Komplex zu erhalten, 
daB =: Z wird. Jedoch kann man den speziellen Existenzsatz auch 
folgendermaÛen auf den ,,Deformationssatz‘' (Kap. XI, § 2. Nr. 2) 
zurückführen^: 

Es gebe keinen Punkt paE^ mit f{p) — o\ dann ist f{E^^) c R' — o. 
Die Sphâre lâBt sich innerhalb E^^ stetig in einen Punkt q zusammen- 
ziehen; diesem Vorgang entspricht vermoge der Abbildung / eine Zu> 
sammenziehung des stetigen Zykius [/(Z)] in den Punkt j{q), welche 
ganz innerhalb R^ — o vor sich geht und bei welcher daher — nach 
dem Deformationssatz — die Ordnung des Punktes o in bezug auf den 
deformierten stetigen Zykius ungeândert bleibt. Diese Ordnung ist am 
SchluB des Vorganges gewiB Null, da dann der stetige Zykius punkt- 
fôrmig ist ; sie war daher auch am Anfang, also in bezug auf [/ (Z )] , 
gleich Null, w. z. b. w. 

Der einfachste Fall des speziellen Existenzsatzes ist der, in dem 
n = i und E^ daher eine Strecke ist; dann besteht S® aus zwei Punk- 
ten a, b, und die orientierte Sphâre Z ist der nulldimensionale Zykius 
b — a. Aus der Définition von o) als Schnittzahl eines von o aus- 
gehenden Halbstrahles mit js: — (vgl. § 1, Nr. 1) — ist ersichtlich: ist 
^ == 1 und Z = b' — a' (wobei a\ b' positiv signierte Punkte sind), so 
ist dann und nur dann t) (z, o) 4= 0 (und zwar = itl), falls o zwischen a' 
und F liegt. Daher ist im Fall n = \ der spezielle Kroneckersche Exi- 

^ Eine w-dimensionale Vollkugel ist eine im n-dimensionalen Euklidischen 
(x^, X 2 , • . . , ;»;J-Raume durch 2^? ^ definierte Punktmenge. 

2 Dadurch ergibt sich insbesondere ein einfacher Beweis für n — 2, da in 
diesem Fall der Deformationssatz besonders einfach zu beweisen ist (vgl. die Be- 
merkung in § 1, Nr. 6). 



§ 2. Der lokale Grad von Abbildungen in den JR". 459 

stenzsatz gleichbedeutend mit dem klassischen Satz von Bolzano: 
Eine auf der Strecke ab stetige reelle Funktion / nimmt dort jeden 
zwischen f{a) und i{b) gelegenen Wert an. 

Somit kann der Kroneckersche Satz als Verallgemeinerung des 
elementaren Bôlzanoschen Satzes gelten; die Aussage liegt zwi- 
schen / (a) und f{by' ist zu der Aussage verallgemeinert : ,,o bat in bezug 
auf [f(C^)] eine von Null verschiedene Ordnung''. 

2. Als Anwendung^ beweisen wir den Fundamentals.atz der Algebra: 
Jedes komplexe Polynom 

f(P) — 4" ~ + * ' * 4“ (w ^ 1) 

hesitzt ivenigstens eine Nullstelle. (Mit p bezeichnen wir sowohl die komplexe Va- 
riable als auch den entsprechenden Punkt der GauBschen Zahlenebene.) 

Der Beweis wird auBer dem speziellen Kroneckerschen Existenzsatz (für n~ 2 ) 
nur die übliche geometrische Deutung der komplexen Zahlen und die Tatsache 
benutzen, daB f{p) eine stetige Funktion von p ist, jedoch nicht die Differenzier- 
barkeit von f(p), also -- im Gegensatz zu bekannten anderen Wendungen des- 
selben Beweises — keine für analytische Funktionen typischen Eigenschaften eines 
Polynoms“. 

Beweis. Wir setzen g{p) — und fassen / und g als Abbildungen der 
/>-Ebene in eine zweite Ebene von komplexen Zahlen auf, deren Nullpunkt o 
heiBe. Ist r eine positive Zabi, für die 

(la) > 1, 

(lb) »- > |ai| -I- • • • + |a„l 

gilt, und Z die Kreislinie mit dem Radius r um den Nullpunkt der /)-Ebene, so 
gilt für pCz 'Z : 

Q(f(P)-giP)) == \f{p) - «■(/’)! ^ + • • • + |a«| 

(la, I + l^zl + 1- [nach (ia)J 

< r" [nach (Ib)] 

= k(#’)l = Q(g(p).o), 
also Q (/ (p) , g (p)) <Q{g (p) , o) . 

Hieraus folgt nach dem Satz von Rouché (§ 1, Nr. 2): 

(2) 0([/(Z)].o) = dte(Z)],o). 

Die Abbildung g des Kreises Z sieht aber folgendermaBen aus: Wàhrend p den 
Kreis Z einmal monoton durchlàuft, durchlâuft g{p) einen Kreis mit 0 als Mittel- 
punkt genau «-mal monoton; folglich (§ 1, Nr. 6) ist t)([g(Z)], 0) — « 4" Nach 
(2) ist auch t)([/(Z)], 0) rj= 0, und nach dem speziellen Kroneckerschen Existenz- 
satz gibt es in der von Z begrenzten Kreisscheibe wenigstens einen Punkt p 
mit f(p) = 0, w. Z. b. w. 

3. Die Charakteristik eines Funktionensystems. Es handelt sich 
dabei im Grunde nur um eine andere Formulierung des Begriffes der 
Ordnung : 

Es sei Z ein (« — l)-dimensionaler Euklidischer Zyklus, und auf z 
seien n reelle " Funktionen gegeben, die daselbst keine 

^ Weitere Anwendungen werden im § 3 gemacht. 

2 Man beachte überdies die „Bemerkung“ über die Einfachheit des Falles 
n == 2 in § 1, Nr. 6. Man vgl. Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I 
(zweite Auflage) S. 220 — 221. 
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gemeinsame Nullstelle besitzen. Dann definiert man die ,,Charakte- 
ristik des Systems der auf dem Zyklus ï* folgendermaBen : Es seien 
Xi, X2, • . • , Cartesische rechtwinklige Koordinaten im ; zu diesem 
Koordinatensystem gehôrt eine bestimmte Orientierung des gemâB 
Kap. IV, § 2, Nr. 6; der Nullpunkt der Koordinaten heiBe 0; durch 

= fi(P) (i = i, 2, . . n; pCLz) 

wird eine Abbildung / von z in den Raum 7 ?” — 0 erklârt; unter der 
Charakteristik des Funktionensy stems auf z versteht man die Ordnung 
\^(\J{z)], 0). Falls die stetig diffcrenzierbar nach Cartesischen Koordi- 
naten in den Simplexen von ^ sind, kann man die Charakteristik âuch 
durch das Intégral (9) in § 1, Nr. 7 , ausdrticken. 

Der allgemeine Existenzsatz aus Nr. 1 lâBt sich nun so aus 
sprechen : 

Es sei ein Euklidischer algebraischer Komplex, und auf C" seien 

n stetige reelle Funktionen /i, /2> • • • . /n gegeben, welche auf dem Rande 
keine gemeinsame Nullstelle besitzen, Falls dann die Charakteristik dieses 
Funktionensy stems auf von Null verschieden ist, besitzen die Funk- 
tionen in C^ wenigstens eine gemeinsame Nullstelle, 

4. Der Index einer o-Stelle. Um die bisherigen Existenzsâtze für 
o-Stellen — d. h. für Punkte p mit f{p)=o — zu Sâtzen über die 
Anzahl der o-Stellen verfeinern zu kônnen, führen wir den Begriff des 
,,Index“ oder der ,,Vielfachheit‘' einer o-Stelle ein. 

Es sei / eine Abbildung des w-dimensionalen Euklidischcn Sim- 
plexes X in den i?”; es gebe einen inneren Punkt p von X mit f[p)~Oy 
für aile von p verschiedenen Punkte q einer Umgebung U von p sei 
aber f{q)^ o]p sei also eine ,,isolierte (?-Stelle'‘. Es sei nun X orien- 
tiert, X ein entsprechend orientiertes w-dimensionales Simplex in C/, das 
p im Innern enthâlt, und Z eine dadurch in natürlicher Weise orien- 
tierte (w — 1)-dimensionale Sphâre in x mit dem Mittelpunkt Da 
auf Z keine t?-Stelle liegt, ist [/ (Z)] ein stetiger Zyklus in — 0 , und 
daher ist die, (ganzzahlige) Ordnung t)([/(Z)],o) erklârt. Diese Zahl 
heiBt der ,, Index' ' von p, Sie ândert bei Umkehrung der Orientierung 
von X das Vorzeichen, da dann Z durch —Z zu ersetzen ist. 

Dieser Index ist von dem Radius der gewâhlten Sphâre Z unab- 
hângig ; es gilt sogar der viel allgemeinere Satz : ist 5 = [h (2:)] 
irgendein ganzzahliger (w — 1)-dimensionaler stetiger Zyklus in x — p, 
für welchen = +1 ist, so ist die Ordnung von 0 in bezug 

auf /(j) — also die Zahl t)([/Â(2:)], 0) — unabhângig von der Wahl 
des Zyklus 5, und somit gleich dem soeben mit Hilfe von Z erklâr- 
ten Index. 

In der Tat: es sei ^cz ^ — p und t)(j, />) = 1 ; dann ist 5 Z in 
X — p nach § 1 , Nr. 3 (daB wir früher statt des Simplexes x den ganzen 
R^ zur Verfügung hatten, spielt für den Beweis keine Rolle). Hieraus 
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folgt, da i{x ~ P) c: — 0 ist : 

/(î)-[/(^)] 

also t) ([/(J)] , o) = t) ([/(Z)] , o) , w. Z. b. w. 

Man kann somit zur Bestimmung des Index D([/(g)], o) von p einen 
beliebigen stetigen Zyklus 5c — p mit t}{i,p) = 1 zugrunde legen. 
Oft ist es bequem, einfach ^ = x zn wâhlen. 

Bemerkung I. Es sei speziell / eine nicht-singulâre affine Ab- 
bildung von x, also x' — f{x) ein (orientiertes) n-dimensionales Euklidi- 
sches Simplex des R^, und o innerer Punkt von 5c'; dann gibt es in 5c 
genau eine e-Stelle p, und zwar liegt sie im Innern von 5c; sie besitzt 
also einen Index. Wir behaupten: der Index ist +1 oder — 1 , je nach- 
dem x' — f (x) ein positives oder négatives Simplex des orientierten R^ ist. 

In der Tat: je nachdem jr' positiv oder negativ ist, ist die Schnitt- 
zahl 0 (x',o) gleich +1 oder gleich —1 (Kap. XI, § 1, Nr. 1, Bemer- 
kung I); daher ist nach Kap. XI, §1, Nr. 9, Formel (10), auch t){x', o) 
— il je nach dem Vorzeichen von x'. 

Bemerkung II. Wenn die o-Stelle p einen von Null verschiedenen 
Index hat, so ist o innerer Punkt der Bildmenge f {5c ) . 

Denn ist G die Komponente von R^ — f{x), welche o enthâlt, und 
o' irgendein Punkt von G, so ist auch tf([f{x)], o') i 0 nach Kap. XI, 
§ 2, Nr. 4, und daher o' (Z f {5c) nach Satz I ; da somit G cz / (f ) , da ferner 
oc: G und da G offen ist, ist o innerer Punkt von / {5c ) . 

Bemerkung III, Es ist klar, was man bei Benutzung der Termi- 
nologie aus Nr. 3 unter dem ,,Index“ oder der ,,Vielfachheit‘' einer iso- 
lierten gemeinsamen Nullstelle der Funktionen /i, / 2 . • • •, /n zu ver- 
stehen hat. 

DaB der ,, Index" eine Vcrallgenieincrung des in der Funktionentheorie üblichen 
Begriffes der ,,Vielfachheit" ist, lehrt der Satz; 

Durch die Potenzreihe + • * * mit w 1, + 0 sei eine 

in der Umgebung von p = 0 analytische Funktion f(p) der komplexen Veràndcr- 
lichen p gegeben. Fassen wir / als Abbildung der Umgebung des Punktes p ^ o 
der />-Ebene in eine Ebene komplexer Zahlen mit dem Nullpunkt o auf, so hat 
die (isolierte) o-Stellc p == 0 den Index n. 

Beweis als Aufgabc! (Anleitung: Man beschrànke sich auf eine Umgebung 
von p Q, in der |a„^£ + + •••!< M ist, wahle eine positive Zabi r 

mit M ' r <: \ an\, verstehe unter Z den Kreis mit dem Mittelpunkt p und 
dem Radius r und vcrgleiche / mit der durch g(p) = gegebenen Abbildung g. 
Ahnlich wie in Nr. 2 ergibt sich t)([/(Z)],o) = t) ([g (-8^)] , o) und hieraus die Be- 
hauptung.) 

5. Die algebraische Anzahl der o-Stellen. Es sei wieder / eine 
Abbildung des Euklidischen w-dimensionalen algebraischen Kom- 
plexes C” in den R^ und o ein Punkt des 2?". Eine o-Stelle p cz 
von / heiBe ,,regular'‘, wenn sie 1) im Innern eines w-dimensionalen 
Simplexes X von C” liegt und 2) isoliert ist; sie hat dann einen (von 
der Orientierung von X abhângigen) Index. Wir setzen voraus, daB 
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keine anderen als regulâre o-Stellen in C" besitzt; deren Anzahl ist 
dann gewiB endlich, da andernfalls ein Hâufungspunkt der o-Stellen 
eine irregulâre o-Stelle wâre. Es seien die o-Stellen, ']f^ ihre Indexe, 
für jedes h sei das Simplex von C", in welchem pj^ liegt, und der 
Kôeffizient von Xj, in C”; dann ist unabhângig von der Orieiv 

tierung des Simplexes Xj^y da bei Umkehrung dieser Orientierung so- 
wohl als auch das Vorzeichen wechselt. Die Summe / = 

heiBt die y^algebraische AnzahV der o-Stellen von / in wenn 

ein orientierter Komplex ist, so ist J einfach gleich der Summe ^ 7 ;, 

der Vielfachheiten. 

Es gilt nun der grundlegende 

Satz IL Wenn die Abbildung / des n-dimensionalen Kontplexes 
in den keine anderen als regulâre o-Stellen besitzt y so ist deren alge- 
braische Anzahl gleich der Ordnung von o in bezug auf das Randbild 

[/ ^ ([/(^'')] » • 

Beweis. Die Bezeichnungen pf^y j^y t^ sollen dieselbe Bedeutung 
haben wie oben. Wir stellen eine solche Unterteilung |C"| von |C^| 
her, daB für jedes h der Punkt pj^ im Innern eines ^-dimensionalen 
Simplexes \Xf^\ von |Cf| liegt und daB jedes Simplex \xj^\ hochstens 
eine o-Stelle enthalt^; unter Q verstehen wir den bei dieser Unter- 
teilung aus entstehenden algebraischen Komplex; in ihm haben die 
Simplexe Xj^ die Koeffizienten t^. 

Die Abbildung / hat in dem Polyeder Cl keine o-Stelle ; 

daher ist nach Nr. 1 : ^ 

^([/(Q ” 0, 

h 

also — mit Rücksicht auf Kap. XI, § 1, Nr. 7 ~ ^ 

^{[t(Cl)\yO) = y,t^t>[[f(Xj,)\yO), 
h 

Nun ist aber nach Nr. 4‘. 

»([/(^ a )]. o ) = ih> 

und auBerdem ist, da C'I eine Unterteilung von C" ist, V) ([f iC”)] , o) 
= 0 ([;/((^”)], o); mithin gilt in der Tat die behauptete Gleichheit 

Ans dem damit bewiesenen Satz ergibt sich mit Hilfe des Satzes 
von Rouché (§ 1 , Nr. 2) das 

Korollarl. Es seien h und zwei Abbildungen von in den R^, 
die beide nur regulâre o-Stellen besitzen, und deren Abweichung vonein- 

ander auf dem Rand durch 

Q{U(p), fiip)) < Q(fi(p). o) für pcz C” 

^ Eine solche Unterteilung konstruiert man leicht nach den Methoden von 
Kap. III, § 2, Nr. 8. 



§ 2. Der lokale Grad von Abbildungen in den R**. 47^ 

beschrànkt ist. Dann hahen h und /g die gleichen algebraischen Anzahlen 
von o-Stellen in C^. 

Ferner ergibt sich auf Grund von Kap. XI, § 2 , Nr. 4, das 
Korollar IL Es sei f eine Abbildung von C" in den es seien 0 
und 0' zwei Punkte in derselben Komponente von — f ((^”) , und / be- 
sitze in nur regulàre o-Stellen und nur regulàre o'-Stellen. Dann ist 
die algebraische Anzahl der o-Stellen gleich der algebraischen Anzahl der 
o'-Stellen. 

Bemerkung I. Es liegt auf der Hand, wie die Sâtze dieser Nummer 
zu formulieren sind, wenn man sich der Terminologie aus Nr. 3 bedient. 
Man kann dann, falls die Funktioncn /i, /2> • • •> /« stetig differenzier- 
bar sind, die algebraische Anzahl ihrer gemeinsamen Nullstellen durch 
das über erstreckte Intégral (9) bzw. (9') aus §d, Nr. 7 , ausdrticken. 

Bemerkung IL Wenn n 2 und / die durch eine analytische 
Funktion vermittelte Abbildung des (im allgemeinen krummen) Teil- 
polyeders einer Ebene oder einer Riemannschen Flâche ist, so erhàlt 
man bekannte Sâtze aus der klassischen Funktionentheorie. 

6. Der lokale Abbildungsgrad im R". Wir verzichten jetzt auf die 
Voraussetzung der Régulant ât aller o-Stellen in C^. Dann bemerken 
wir erstens, daB der folgende Satz gilt: 

Satz IIL Ist f eine beliebige Abbildung von in den 0 ein be- 
liebiger Punkt im R^ und e eine beliebige positive Zahl, so gibt es Ab- 
bildungen il mit 

Q{fi(p), f(p)) < s ftir aile Punkte pcz C”' y 

welche nur regulàre o-Stellen {oder gar keine o-Stellen) besitzen. 

In der Tat kann man ja un ter h z. B. eine beliebig gute simpliziale 
Approximation von / verstehen (Kap. VIII, § 5 , Nr. 10 ), bei welcher die 
Bilder der Eckpunkte der zugrunde gelegten Unterteilung | Cf | von | C" | 
derart gewâhlt sind, daB 0 nicht dem Bild eines Nebensimplexes von 
|Cf| angehôrt^. 

Zweitens gilt: 

Satz IV. Es sei f eine Abbildung von in den R^, bei loelcher keine 
o-Stelle auf liegt, Dann sind fiir je zwei Abbildungen /j, /g von C”, 
welche f hinreichend gut approximieren und welche beide nur regulàre 
o-Stellen besitzen, die algebraischen Anzahlen der o-Stellen einander gleich. 
Beweis. Da auf keine o-Stelle von / liegt, ist 

( 3 ) Q{f{C"),0) = 0C> 0. 

Sind dann /,, zwei Abbildungen von C" in den i?" mit 

( 4 ) {i= \,2-, pc(>) 

1 Im Kap. VIII a. a. O. haben wir f^(e)^f(e) für die Eckpunkte von [Cfl 
gesetzt; es genügt aber für die Gûte der Approximation, fi{e) in hinreichender 
Nâhe von f(e) zu wâhlen; diese Wahl kann man so treffen, daB die obige 
Forderung bezüglich der Nebensimplexe erfüllt wird. 
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so ist offenbar die Voraussetzung des Korollars I in Nr. 5 erfüllt, und 
daher ist unsere Behauptung richtig. — 

Die Sâtze III und IV berechtigen zu der folgenden 

Définition. Es sei / eine Abbildung von in den R\ welche 
auf keine o-Stelle besitzt. Dann verstehen wir unter dem ,,lokalen^ 
Grad der Abbildung / im Punkte o*' die algebraische Anzahl der o-Stellen 
einer beliebigen, jedoch hinreichend guten^ Approximation von /, 
welche nur regulâre o-Stellen besitzt. 

Der ,,lokale Grad'' ist somit ein Ersatz für die ,, algebraische An- 
zahl", wenn statt der Voraussetzung der Regularitat aller o-Stellen 
nur die schwâchere Voraussetzung erfüllt ist : auf liegt keine o-5telle. 
Ans seiner Définition, aus dem Satz II und aus der Tatsache, daB 
t) ([/^((^^)] , 6) = t)([/(Ç^)], o) für jede hinreichend gute Approximation 
von / ist (Satz von Rouché), ergibt sich in Vcrallgemeinerung des 
Satzes II der folgende Hauptsatz dieses Paragraphen: 

Satz V. Es sei j eine Abbildung von in den R^\ welche auf C" 
keine o-Stelle besitzt. Dann ist der Grad von f in o gleich der Ordnung 
von 0 in bezug auf [/ ((^^)] . 

Bemerkung. Man kann sich bei der Définition des lokalen Grades 
auf simpliziale Approximationen von / beschrânkcn ; da die Indexe der 
o-Stellen einer simplizialen Abbildung nach Nr. 4 gleich 1 sind, ist die 
,, algebraische Anzahl" der o-Stellen dann gleich der ,,Bedeckungszahr‘ 

/=2X-2> 

k l 

(vgl. Kap. XI, §1, Nr. 9), wobei bzw. t^_ den in auftretenden 
Koeffizienten eines Simplexes bezeichnet, welches eine o-Stelle enthalt 
und im positiven bzw. negativen Sinne in den abgebildet wird. Ist 
insbesondere ein orientierter Komplex, so ist die Bedeckungs- 

zahl gleich der Anzahl der den Punkt o positiv bedeckenden Bild- 
simplexe, vermindert uni die Anzahl der ihn negativ bedeckenden Bild- 
simplexe. Der lokale Grad einer beliebigen Abbildung / im Punkte o 
ist gleich der Bedeckungszahl von o bei einer hinreichend guten, im 
übrigen beliebigen simplizialen Approximation von /, von der nur vor- 
ausgesetzt ist, daB aile e-Stellen im Inneren von Grundsimplexen von 
|C| liegen. 

Dies ist die ursprüngliche Définition des Grades von Brouwer. 

7. Topologische Abbildungen. Der folgende Satz tràgt zur Recht- 
fertigung der Aussage bei, daB der Index eine ,,Vielfachheit" ist. 

Satz VI. Es sei p innerer Punkt des n-dimensionalen Simplexes x 
und f eine topologische Abbildung von x in den R mit f(p) ^ o. Dann 
hat die o-Stelle p den Index 1 . 

^ Den Zusatz ,,lokar‘ lassen wir zuweilen weg, wenn keine Verwechslung mit 
dem ,,Grad im GroBen"' aus § 1, Nr. 4, zu befürchten ist. 

2 Die durch (3) und (4) gegebene Güte der Approximation ist hinreichend. 



§ 2. Der lokale Grad von Âbbildungen in den iî". 


475 


Beweis. Nach Satz III in Kap. XI, §4, Nr. 5, gibt es einen Punkt 
o' c: — f[x) mit b([/(«)],o') = Nach Satz I (des gegenwâr- 

tigen Paragraphen) gibt es einen Punkt p' ci x mit / (/>') = o' ; da 
o'czR^ — Kx) ist, ist p'czx — x, also innerer Punkt von x. Das 
durch / gelieferte Bild der Strecke pp' ist ein stetiger, o mit o' ver- 
bindender Weg in J?" — f{x)\ da somit o und o' zu derselben Kom- 
ponente von R” — x gehôren, ist ü {[f {x)] , o) = ü ([f (x)] , o’) , also 

^ , o) = ± 1 • 

Aus dem damit bewiesenen Satz VI und der Bemerkung II in Nr. 4 
folgt noch einmal (vgl. Kap. X, § 2, Nr. 5 ; Kap. XI, Anhang, Nr. 9) 
der Satz von der Gebietsinvarianz: Ist f eine topologische Abbil- 
dung einer offenen Menge G des in einen ebenfalls n-dimensionalen 
Euklidischen Raum so ist die Bildmenge f[G) eine in R^ offene 
Menge. 

Der Beweis des Satzes VI zeigt überdies, daB die Indexe der e-Stelle p 
und der o'-Stelle p' entweder beide gleich + 1 oder beide gleich — \ 
sind. Wir verallgemeinern diese Tatsache sogleich zu 

Satz VII. Es sei G ein Gebiet im n-dimensionalen Euklidischen 
Raume R^ und f eine topologische Abhildung von G in einen n-dimen- 
sionalen Euklidischen Raum R^. Dann sind die Indexe der Punkte^ 
von G entweder sàmtlich gleich + 1 oder sàmtlich gleich — 1 . 

Beweis. Der Punkt pczG habe den Index +1; d. h. es sei 
^ ([f id:)] y f (p)) = +1, wobei ein positiv orientiertes >^-dimensionales 
Simplex in G ist, welches p im Innern enthâlt; ist p' ein beliebiger 
innerer Punkt von x, so ergibt sich wie im Beweis des Satzes VI, daÜ 
auch ^{[f{x)], f(p')) = +1 ist. Daraus ist ersichtiich: die Punkte mit 
dem Index + 1 bilden eine offene Teilmenge von G. Dasselbe gilt ftir 
die Punkte vom Index -- 1 . Da G ein Gebiet, also zusammenhângend 
ist, muÛ eine der beiden Teilmengen leer sein, w. z. b. w. 

Je nachdem die Punkte von G die Indexe +1 oder —1 haben, 
sagt man, daB die topologische Abbildung / den Grad + 1 oder — 1 
hat; diese Ausdrucksweise ist berechtigt, da ja die Abbildung eines 
beliebigcn in G gelegenen, positiv orientierten w-dimensionalen Sim> 
plexes a; in dem Bildpunkt f{p) eines beliebigen inneren Punktes p 
von X den lokalen Grad + 1 oder — 1 besitzt, je nachdem p den Index 
+ 1 oder —1 hat. 

^ Der zitiertc Satz war das Ergebnis verhàltnismâûig schwieriger Betrach- 
tungen (Alexanderscher Dualitâtssatz) ; ftir den Fall n = 2 findet man einen 
sehr einfachen Beweis dieses Satzes im § 2 der auf S, 464 zitierten Arbeit von 
E. Schmidt. — Einen Beweis des Satzes VI, der den Satz III aus Kap. XI, § 4, 
nicht benutzt, entnimmt man leicht den in der FuÛnote auf S. 312 zitierten 
Arbeiten von Brouwer und Le ray. 

2 Unter dem Index des Punktes p ist natürlich der Index der f{p)-Steîle p 
zu verstehen. 
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Von den topologischen Abbildungen des Grades +1 sagt man ge- 
wôhnlich, daB sie ,,die Orientierung erhalten'', von denen des Grades 
— 1 , daB sie ,,die Orientierung umkehren*'. Dabei sind nattirlich immer 
teste Orient ierungen der Râume und zugrunde gelegt. Àndert 
man die Orientierung eines dieser Râume, so ândert der Grad das Vor- 
zeichen; àndert man sowohl die Orientierung von Rf, als auch die 
von so bleibt der Grad ungeândert. Hieraus folgt: Falls Rf mit R^ 
identisch ist, falh man also ein Gebiet des R" topologisch auf ein Gehiet 
desselhen ahhildef, so ist der Grad von der Orientierung des R" nicht 
abhàngig. 

8. Invarianzsàtze. Satz VIII (Invarianz der Ordnung). Essei: 
O ein Punkt des Rf ; g ein stetiger [n — \ )-dimensionaler Zyklus in R^ — o; 
X ein n-dimensionales Simplex des R^ , welches sowohl o als auch g im 
Innern enthàlt; f eine topologische Abbildung von x in einen n-dimensio- 
nalen Euklidischen Raum R? und r — 1 der Grad von f . Dann ist 

fio)) = T. 0(s, o). 

Beweis. Es sei a; das positiv orientierte Simplex x und ferner y 
ein positiv orientiertes Simplex in , welches den Punkt o' = f (o) im 
Innern enthâlt. Setzen wir 3 ' = /(j), so ist nach § 1 , Nr. 3 ; 

(5) ^c<\)d,o)-x in X — o, 

( 6 ) 3 ' t) ( 3 ', 0') • ÿ in — 0'. 

Nach Nr. 7 ist t)([/(^t)], 0') ~ t, also (§ i, Nr. 3 ): 

\i{x)\ rÿ in — 0' , 

il der Grad von / ist. Aus (5) folgt, da /(jf — 0 ) c: - o' 

fih) = d' > 5 ( 3 . 0) • f{x) in /?? - 0', 
also mit Rücksicht auf (7): 

(8) i' • ^(h,o) • ÿ in R? — 0'. 

Aus (6) und (8) folgt nach § 1, Nr. 3 , die behauptete Beziehung 
l)(3', 0') = T - 0(3, 0). 

Aus dem Satz VIII folgt auf Grund des Satzes V unmittelbar 
Satz IX (Invarianz des lokalen Grades). Es sei h eine Ab- 

bildung des Komplexes C” in den welche auf G” keine o-Stelle hat 
und fUy welche somit der lokale Grad J im Punkte 0 definiert ist; es seien 
weiter X ein Simplex des Rf, welches sowohl h{C") als auch 0 im Innern 
enthâlt, und f eine topologische Abbildung von X in den Raum R^. Dann 
hat die Abbildung fh von C" im Punkte f{o) den lokalen Grad r • J, wobei 
T = i 1 der Grad von f ist. 

DaB in analogem Sinne auch der ,, Index" topologisch invariant ist, 
ergibt sich unmittelbar aus dem Satz VIII, da der Index ja als eine 
spezielle Ordnung definiert ist. 


(7) 

wobei T = 
ist; 
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9, Funktionaldeterminanten. Es seien und zwei Euklidische Ràume, 
in denen Cartesische Koordinaten fi» ^ 2 » • • •» fn bzw. rfi» r] 2 > • • > Vn eingeführt 

sind; der Nullpunkt in R^ heiBe pQ, der in i?” heifie Eine Umgebung von p^^ 
sei durch eine Abbildung /, die durch 


(9) 

Vt = h’ 

■■■.in) 

(f 1 , 2, . . 

. , n) 

gegeben ist, so in 

abgebildet, daÛ f(p^} 

= îo. d. h. 



(9o) 

fi (0,0 

0) = 0 

(i = i, 2, . . 

n) 


ist. Dann gilt bekanntlich der Satz: Wenn die Funktionen /, stetig differenzier- 

àfi 

bar nach den sind und wenn die Funktionalde ter minante D — an der 

Stelle pQ nicht Null ist, so gibt es eine Umgebung von pQ, die durch / topologisch 
auf eine Umgebung von abgebildet wird. Es besteht daher die Frage: Wic 
entscheidet man, ob diese topologische Abbildung den Grad +1 oder — i hat? 
Wir werden diese Frage, ohne den soeben zitierten Satz zu benutzen, beantworten, 
indem wir den folgenden Satz beweisen: 

Die F unktionaldeter minante D sei an der Stelle p^ von Null verschieden. Dann 
ist pQ eine isolierte qQ-Stelle, und ihr Index ist -fl oder i je nach dem Vorzeichen 
von D. 

Beweis. Wir setzen 

( 10 ) a, J = , 

( 11 ) ^i(P) 

(hier wie auch im folgenden setzen wir als Argument den Punkt p statt seiner 
Koordinaten fg» • • •> èn 

Dann folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen fi in der Um- 
gebung von pç^ leicht, daB 

(12) fdP) ^ Si(P) + l'iiP) 

mit 

ist. Aus (12) folgt 

eiKp). g(p)) =\'X'Pi(P)'- 

also mit Rücksicht auf (13): 

(14) lim 

Qip, Pq) *>0 9\P» Po) 

mit anderen Worten: zu jedem a > 0 gibt es ein solches r > 0, daÛ 

(15) Q (fip), g {p)) < « • {> (p, Pn) für O (p, pa) < )' 


Da nun nach Voraussetzung die Déterminante 

D = Det. (a^j) rf o 

ist, ist g{p) q^ für p ^ Pq] folglich besitzt Q(g(p), qo) , wenn p auf der Sphare 
mit dem Mittelpunkt p^ und dem Radius 1 variiert, ein positives Minimum (x; 
dann gilt infolge der Linearitât von g für aile p: 

( 16 ) Q{e(P)’q^'^o<--Q{p-Pi>)- 

Wir bestimmen zu dieser Zahl qç eine Zahl r so, daB (15) gdt; dann ergibt 
sich aus (15) und (16): 

(17) Q(f(p),g(p)) < Q{g{p).q<,)> q(P. P„) < r. 
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Hieraus folgt erstens: für Q(p, <r ist f(p) =[= Çq, d. h. : pQ ist isolierte qQ-Stelle, 
Zweitens: ist x ein in der r-Umgebung von p^ gelegenes, pQ im Innern enthalten- 
des Simplex, so folgt ans ( 17 ) auf Grund des Satzes von Rouché: 

Aber nach der Bemerkung I in Nr. 4 ist t)([g(i)], ^o) gieich +1 oder gleich —1,. 
je nachdem das Simplex g(x) positiv oder ncgativ ist, also je nach dem Vorzeichen 
der Déterminante D. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung I. Aus dem soeben bewiesenen Satz und der Bemerkung II in 
Nr. 4 folgt die (in dem am Anfang der Nummer zitierten bekannten Satz enthaltene) 
Tatsache: Zu jedem hinreichend nahe bei gelegenen Punkt q gibt es (wenig- 
stens) einen Punkt p mit f{p) — q. 

Bemerkung II. Unser Beweis zeigt: Die Voraussetzung, daû die fi in einer 
Umgebung von p^ stetig differenzierbar sind, kann durch die schwâchere Voraus- 
setzung ersetzt werden: die Funktionen fi besitzen in pQ ein ,, totales Differential", 
d. h. sie gestatten eine Darstellung (12), wobei die gi durch (11) mit konstanten 
gegeben sind und die (pi die Bedingung (13) erfüllen. 

§ 3. Spezielle Sàtze und Anwendungen. 

1. Der Zusammenhang zwischen Vektorfeldern im und Ab- 
bildungen. Ist auf einer Punktmenge M des ein System von n reellen 
stetigen Funktionen gegeben, so kônnen wir es auf 

zweierlei Weisen geometrisch deuten: erstens wie in den vorigen Para- 
graphen als Abbildung v, dergestalt, daB wir für jcden Punkt pcz M 
unter v{p) denjenigen Punkt eines Euklidischen, mit Cartesischen Ko- 
ordinaten V 2 y • . . y vcrsehencn Raumcs 7?” verstehen, der die Ko- 
ordinaten v-^(p) ^ v^ip) y • • • y v^{p) hat; zweitens als Vektorfeld, indem 
wir in jedem Punkt pci M denjenigen Vektor b {p) anbringen, dessen 
Komponenten die Werte v-^[p) y • • •» ’^niP) besitzen. 

Somit ist die Untersuchung von Vektorfeldern im mit der Unter- 
suchung von Abbildungen âquivalent; insbesondere kann man den 
meisten Begriffen und Sâtzen aus den vorigen beiden Paragraphen 
einen auf Vektorfelder bezüglichen Sinn geben. Wir werden dies hier 
nur in einigen speziellen Fâllen tun (Nr. 1, 3, 4)^. Wir werden, wenn 
die Vektoren b die Komponenten besitzen, unter der ,,zu dem Vektor- 
feld b gehôrigen Abbildung'* immer die obengenannte Abbildung v 
verstehen. 

Es sei Z ein (n — 1)-dimensionaler (im allgemeinen krummer) Zyklus 
im R^y und auf Z sei ein stetiges Vektorfeld b gegeben, das auf Z keine 
Nullstelle besitzt (d. h. es ist b(/)) 4" 0 für p c: Z)\ unter der ,,Charakte- 
ristik" des Feldes b auf Z versteht man die Kroneckersche Charakte- 
ristik des Systems der Komponenten » • • • » c>der, was dasselbe 
ist: die Ordnung des Nullpunktes o des Raumes in bezug auf den 
Zyklus [v(Z)]y wobei v die zu dem Felde b gehôrige Abbildung ist. 

^ Wegen der Übertragung des Begriffes des ,, Index" auf Vektorfelder vgl. 
man Kap. XIV, § 2. 
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Die folgenden Tatsachen ergeben sich unmittelbar aus den vorigen 
Paragraphe!! : 

(a) Es seien t) und tv zwei Felder auf Z, welche dort nirgends Null 
sind und welche die Eigenschaft besitzen: in keinem Punkte p von Z 
sind die Richtungen der Vektoren t)(/)) und Vo{p) einander entgegen- 
gesetzt. Dann haben die beiden Felder die gleiche Charakteristik. 
(Satz von Poincaré-Bohl.) 

Hierin ist insbesondere die Tatsache enthalten, daB es bei der Be- 
stimmung der Charakteristik eines Feldes nur auf die Richtungen, aber 
nicht auf die Lângen der Vektoren ankommt. 

(b) Jedes Vektorfeld, das in einer fî-dimensionalcn Vollkugel 
stetig und dort überall von Null verschieden ist, hat auf der Rand- 
sphâre von die Charakteristik 0 (§2, Satz la). 

(c) Auf einer {n — 1)-dimensionalen Sphâre hat das Feld der âuBeren 
Normalen die Charakteristik +1, das Feld der inneren Normalen die 
Charakteristik (—1)” (Koeffizientenbereich &). 

Denn wenn die Sphâre durch die Gleichung = i gegeben ist 
und wenn die Normalen vektoren die Lângen 1 haben, so ist die zu- 
gehôrige Abbildung v im Falle der âuBeren Normalen durch v.^ — 
im Falle der inneren Normalen durch — —x^ gegeben; sie ist affin^, 
und ihre Déterminante ist +1 bzw. (—1)^; nach § 2, Nr. 4, Bemerkung I 
hat sie daher überall den Index +1 bzw. ( — 1)”; die Charakteristik 
auf der Sphâre ist aber der Index in ihrem Mittelpunkt. — 

2. Vektorfelder in der Vollkugel Aus den soeben festgestellten 
Tatsachen folgern wir leicht den 

Satz I. Jedes Vektorfeld, das in einer n-dimensionalen Vollkugel E^^ 
stetig und von Null verschieden ist, enthàlt auf der Randsphàre Z von E'^ 
wenigstens einen Vektor, der eine au fier e, sowie wenigstens einen Vektor, 
der eine innere Normale ist. 

Beweis. Das gegebene Feld D hat nach (b) auf Z die Charakte- 
ristik 0. Ist tt) irgendein Feld auf Z ohne Nullstelle und mit einer von 
Null verschiedenen Charakteristik, so gibt es nach (a) eine Stelle p 
auf Z, in welcher t) [p) und W [p) einander entgegengesetzt gerichtet 
sind. Nach (c) kônnen wir unter \v das Feld der âuBeren oder das der 
inneren Normalen verstehen ; daher enthâlt das Feld t) auf Z wenigstens 
einen inneren und wenigstens einen âuBeren Normalenvektor. 

n 

Analytische Forni ulierung des Satzes I. Für 1 seien n stetige 

reelle Funktionen Vi{Xi, Xn) gegeben, für welche das Gleichungssystem 

Vi(Xj^, X 2 , x^) = O, i = i , 2, . . n 

1 Wir betrachten die durch Vi = ^Xi gegebene Abbildung v des ganzen 

2 Für n = 2 und n — 3 lassen sich die meisten Sàtze dieses Paragraphen 
besonders einfach beweisen. Man vgl. auBer der auf S. 464 zitierten Arbeit von 
W. Fenchel noch: B. Jessen: Elementare Beweise einiger Sâtze über stetige 
Abbildungen einer Kugel auf sich. Mat. Tidsskr. B 1933- 
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keine Lôsung besitzt. Dann gibt es eine positive Zabi A und eitie négative Zabi /j, , 
so daB jedes der beiden Gleicbungssysteme 

^ 2 » • ■ ^n) ^ ÀXi i = \ ,2 n 

und X 2 > - - , x^) jLiXi i ^ \ , 2, n 

je eine Lôsung x^, X 2 , . . . , x^ mit ^xf = 1 besitzt. 

3. Der Brouwersche Fixpunktsatz für das n-dimensionale Elé- 
ment. Es sei / eine Abbildung der im 7?" gelegenen Vollkugel in 
diesen selben hinein; in jedem Punkt pci bringen wir den Vektor 

t)(^) ~pf{p>j an; dieses stetige Vektorfeld bat Nullstellen dort und 
nur dort, wo f(p)=p ist, d. h. in den ,,Fixpunkten'' der Abbildung /. 
Wenn / keinen Fixpunkt besitzt, so sind daher die Voraussetzüngen 
des Satzes I erfüllt, und daher gibt es auf dem Rande 5^“^ von 
wenigstens einen Punkt p, in welchem der Vektor t)(^) die âuBere 
Normale ist; dann liegt der Bildpunkt f[p) auBerhalb von E^. Die 
Existenz eines solchen Punktes p bei jeder fixpunktfreien Abbildung 
von E”^ ist gleichbedeutcnd mit 

Satz IL Es sei E^ eine Vollkiigel im 7?" und 5"“*^ die Randsphàre 
von E^; jerner sei f eine Abbildung von E^ in denselben 7?^, bei welcher 
f{S^~^)ciE*^ ist. Dann besitzt diese Abbildung wenigstens einen Fix- 
punkt in E^\ 

Insbesondere besitzt daher jede Abbildung mit f{E^)c:E^, d. h. 
jede Abbildung von E^ in sich, einen Fixpunkt; diese Eigenschaft 
kommt dann aber offenbar auch jeder mit der Vollkugel homôomorphcn 
Menge, d. h. jedem w-dimensionalen Elément (z. B. dem Simplex) zu; 
es gilt also 

Satz lia (Brouwerscher Fixpunktsatz für das Elément). 
Jede Abbildung eines n-dimensionalen Elementes in sich besitzt wenigstens 
einen Fixpunkt^. 

Als Beispiel einer Anwendung dieses Fixpunktsatzes geben wir einen Beweis 
für den folgenden Satz von Frobenius; 

Jede reelle quadratische Matrix (a,-^) mit lauter nicht-negativen Elementen Uij 
besitzt eine reelle nicht-negative charakteristische Wurzel 2 . 

Beweis. Wenn die Déterminante \ aij\ = 0 ist, ist ^ — 0 eine nicbt-negative 
cbarakteristiscbe Wurzel; es sei |a,^| . 4 ^ 0 ; dann ist durcb 

x\ ^ ^ciijXj, î = 1,2, . . . , n 

eine Abbildung / des (n — 1 ) -dimension alen projektiven Raumes in sicb be- 

stimmt; dabei sind x^ \ x^ : * • • x^^ die Koordinaten in Die Punkte mit 

lauter nicht-negativen Koordinaten bilden bekanntlich ein (w — l)-dimensionales 
Simplex in p»-i ; da aile a/y 0 sind, wird dieses Simplex durch / in sich abgebildet. 

1 Vgl. den Anhang zum Kap. IX (der dortige Beweis enthâlt übrigens sogar 
einen Beweis des obigen Satzes II) sowie Kap. XIV, § 1 , Nr. 4 , a. 

2 Unter einer charakteristischen Wurzel der Matrix (a,* y) versteht man be- 
kanntlich eine Zahl A, für welche die Déterminante |a/y -- A^/y| = 0 ist (^yy = 0 
für i 4- j, ôii - 1 ). 
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Folglich gibt es in ihm einen Fixpunkt; die Koordinaten Xi dieses Punktes er- 
füllen die Gleichungen 

Xx, = î =- 1 , 2, . . 

wobei A eine reelle charakteristische Wurzel der Matrix {aij) ist; da aile : 0 
und aile Xi ^ • 0, aber nicht aile Xi =: 0 sind, ist A > 0. 

4. Vektorfelder auf den Sphàren gerader Dimension; ein Fix- 
punktsatz. Es sei n ungerade und 5”“' eine Sphare ini R^. Nach 
Nr. 1 (c) besitzen das Feld der àuBeren und das Feld i\* der inneren 
Normalen von 5”“^ voneinander verschiedene Charakteristiken ; daraus 
folgt: ist b irgendein Vektorfeld auf das dort überall von Null 

verschieden ist, so ist seine Charakteristik von der Charakteristik 
wenigstens eines der beiden Felder und verschieden ; folglich gibt 
es nach Nr. 1 (a) eine Stelle auf an welcher der Vektor t) einem 

Normalenvektor entgegengesetzt gerichtet, also selbst ein Normalen- 
vektor ist. Damit haben wir bewiesen: 

Satz III. Es sei n — i gerade und ^ eine Sphare im R^. Dann 
enthàlt jedes auf sieiige und von Null verschiedene Vektorfeld loenig- 
stens einen Normalenvektor von 

Analytischc Formulierung: Es sei n ungerade und für 2^xf ^ 1 seien 

t = i 

n stetigc Funktionen Vi(xi. X 2 x„) gegeben. Dann gibt es eine reelle Zabi A. 

so daÛ das Gleichungssystem 

Vj(Xi, X 2 , . . x„) = ^x,- i - 1 , 2 ...., n 

eine Lôsung x^^, X 2 , . . ., x^ (mit ^xf ^ 1) besitzt. 

Der Satz III enthalt^ den 

Satz Ilia (Satz von Poincaré -Brouwer). Bei geradem n gibt es 
auf der Sphare S^^ kein stetiges Feld tangentialer Richtungen^. 

Dagegen wird bei ungeradem n durch 

. --- v^j = x.j , = 1 , 2 ^ j 

ein stetiges Feld tangentialer Richtungen mit den Komponenten r»,- auf 

71 1 

der durch = i gcgebenen Sphare S^ bestimmt. — 
i— 1 

Im folgenden verstehen wir unter dem ,,Antipoden“ eines Punktes p 
der Sphare immer den von p verschiedenen Endpunkt desjenigen 
Durchmessers von 5^, auf dem p liegt. 

Dann folgt aus Satz III leicht^ 

Satz IV. Ist n gerade ^ so gibt es bei jeder Abbildung der Sphare S^' 
in sich entweder einen Fixpunkt oder einen Punkt, der auf seinen Anti- 
poden abgebildet wird (oder Punkte beider Arten). 

Beweis. Wenn die Abbildung / von 5” in sich keinen Fixpunkt 

^ ^ 

besitzt, so bilden die Vektoren pf(p) ein auf S'^ stetiges und von Null 

^ Wir ersetzen n durch w + 1 . 

2 Der Satz wurde für n = 2 von Poincaré, für « > 2 von Brouwer ent- 
deckt; er ist ein Spezialfall des allgemeineren Satzes III in Kap. XIV, § 4. 
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verschiedenes Vektorfeld. Nach Satz III gibt es daher einen Punkt p, 

► 

in welchem der Vektor pi{p) eine Normale von S** ist. Dies ist nur 
moglich, wenn f(p) der Antipode von p ist. 

Dagegen ist bei ungeradem n durch 

“ ^2jy ^2/ “ ^2;-l = 1 , 2 , . . . , ^ ) 

eine Abbildung der (durch ^xl — 1 gegebenen) Sphàre in sich be- 
stimmt, bei welcher weder ein Punkt auf sich noch ein Punkt auf 
seinen Antipoden abgebildet wird. 

5. Spiegelungen von Sphâren ; noch ein Fixpunktsatz. Unter der 
,,Spiegelung‘' des an der in ihm gelegenen r-dimensionalen Ebene 7?^ 
(0 â r ^ n — 1) verstehen wir die folgende Abbildung des auf sich: 
man wâhle das Koordinatensystem im R^ so, daB R^ durch die Glci- 
chungen 

a;2 • • • - = 0 

gegeben ist; dann ist die durch 

x\ = für \ — r , 

x\ ~ Xi für n — r \ - 1 ^ i 

bestimmte Abbildung die Spiegelung an Dabei geht jede (n — 1)- 
dimensionale Sphâre, deren Mittelpunkt auf R^ liegt, in sich über. 

Wir fragen, wann eine Spiegelung / einer Sphâre an einer 

r-dimensionalen Ebene durch den Mittelpunkt o von 5*^“^ innerhalb 
von R^ — O zu der Identitât homotop ist, d. h. wann es eine solche 
stetige Schar /^, von Abbildungen der Sphâre in den 

Raum R”' — O gibt, daB /o(/>) — p für jeden Punkt und 

= / ist. Die Frage wird beantwortet durch den 
Satz V. Eine Spiegelung der Sphàre im R^ an einer durch den 
Mittelpunkt o von gehenden r-dimensionalen Ebene ist dann und 

nur dann innerhalb von RT' — o zu der Identitât homotop, wenn 

r = n mod 2 
ist. 

Beweis. Die Déterminante der durch (1) gegebenen Abbildung / 
ist (—1)"“'*; daher (vgl. § 2, Nr. 4, Bemerkung I) ist, wenn wir unter Z 
eine in natürlicher Weise orientierte Sphâre mit Z = S^~^ verstehen, 
die Ordnung 

(2) ü([/(Z)],o) = (-!)»-. 

Da andererseits immer t)(Z, o) = ist, sind die Zyklen Z und [/(Z)] 
nicht einander homotop in 7?” — o , falls r^n mod 2 , also (—1)”“’' = — i 
ist. Also ist in diesem Falle die Spiegelung / nicht innerhalb von 
iî” — 0 zu der Identitât homotop. 
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Ist andererseits r = n mod 2 , also n — r gerade, so wird durch 

4,-1 = {coÿ.t7i)x^j_^ — (smtn)x^j , n-r\ 

I y nr::. 1,2,..., 1 

— (sin^:7r)%2y-i + {cosf7i)x2j ^ ^ j 

x'i = Xi {i = n — r + i n) 

für 0 eine Abbildungsschar erklârt, die die gewtinschte Über- 

führung der Identitât in die Spiegelung herstellt (dabei wird sogar 
in sich deformiert, und diese Deformation ist eine Bewegung), 

Besondere Beachtung verdient der Fall r — 0: 

Satz Vq. Die Spiegelung einer Sphàre ^ an ihrem Mittelpunkt o 
ist dann und nur dann innerhalb ~ o zu der Identitât homotop, wenn n 
gerade ist. 

Ans diesem Satz ergibt sich weiter 

Satz VI. Ist n ungerade und g eine solche Abbildung von in 

sich, welche innerhalb ~ o zu der Identitât homotop ist, so besitzt g 
einen Fixpunkt auf 5^"^^ 

Beweis. BesâBe g kcinen Fixpunkt, so würden g und die Spiege- 
lung / von am Mittelpunkt o die Voraussetzungen des Satzes von 
Poincaré-Bohl erfüllen; dahcr wâre / mit g und folglich auch mit 
der Identitât innerhalb R^ — o homotop — entgegcn Satz Vq. 

6. Der Borsuksche Satz über antipodentreue Abbildungen. Im 

folgenden verstehen wir immer, wenn p einen Punkt der Sphâre 
bczeichnet, unter den Antipoden von p. Es sei / eine Abbildung 
von S" in den R^^^ und o ein Punkt in — /(5^); dann nennen 

wir die Abbildung / ,,antipodentreu** (in bezug auf o), falls o für jeden 
Punkt p cz auf der Strecke f(p)f {p*) liegt. 

Satz VII (Satz von Borsuk). Es sei f eine Abbildung der Sphâre S" 
in den die in bezug auf den Punkt o antipodentreu ist; dann ist — 

wenn wir unter Z” einen solchen Zyklus modulo 2 verstehen, dafi \Z^^\ 
eine Simplizialzerlegung von S^ ist ~ 

{[f (Z^)] , o) == 1 in bezug auf ® 2 - 

Bemerkung. Wenn wir den Koeffizientenbereich © statt ( 5)2 zu- 
grunde legen und unter eine orientierte Sphâre mit Z" — S" ver- 
stehen, so bedeutet der Satz VII: die ganzzahlige Ordnung D([/(Z")], 0 ) 
ist ungerade. 

Beweis durch vollstândige Induktion in bezug auf n\ Der Satz ist 
für n — 0 richtig; denn dann besteht 5® aus zwei Punkten a, b; der 
Punkt 0 der Geraden R^ liegt infolge der Antipodentreue von / zwi- 
schen f {a) und / (6) , und daher ist die Ordnung (mod 2) von 0 in bezug 
auf f{a) 4- f{b) nicht Null. 

1 Die Voraussetzung ist nach Kap. XIII, § 2, Satz I erfüllt, falls g den 
Grad 1 hat; vgl. Kap. XIV, § 1 , Nr. 4, d. 
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Wir geben ~ obwohl dies für den Induktionsschlufi nicht nôtig wâre ~ noch 
einen besonderen Beweis für n — \ . In diesem Falle lautet die Behauptung, 
wenn wir unter einen orientierten Kreis mit 2^ = verstehen: die Umlauf- 
zahl von f(Z^) um o ist ungerade. Wie in § l, Nr. 6 führen wir auf einen 
Parameter 5 ein und zwar so, daû für jeden Wert von s die zu s und 5 + i 
gehôrigen Punkte antipodisch sind. Dann drückt sich, in der Bezeichnungsweise 
aus § 1, Nr. 6, die Antipodentrcue von / durch die Funktionalgleichung 

(3) Fis + i) — F(s) ^ q ■ n 

mit einer ungeraden ganzen Zahl q aus; aus der Stetigkeit von F folgt, daû q von vS' 
unabhângig ist; es gilt also für jedcs s auch 

(4) F{s H- 1) — F(s + I) = ÿ • ji 

mit derselben Zahl q wie in (3). Addition von (3) und (4) ergibt 

F(5 -f 1) — jF(s) ^ <7 • 271, 
und dies bedeutet: q ist die Umlaufzahl. 

Der Satz sei für die Dimensionszahl n — \ bewiesen, und die anti- 
podentreue Abbildung / von sei vorgelegt. Wir wàhlen die Simpli- 
zialzerlegung jZ"| von in spezieller Weise^, namlich so, daB sie die 
folgenden drei Eigenschaften hat: 1) \Z^\ wird durch die Spiegelung 
am Mittelpunkt von isomorph auf sich abgebildet; 2) \Z^\ enthâlt 
einen Teilkomplex der eine Simplizialzerlegung einer (w — 1)- 

dimensionalen Àquatorsphâre 5"“^ von ist; 3) für jedes Simplex \X\ 
von |Z^‘| ist der Durchmesser des Bildes f(X) kleiner als o) . 

— Es ist klar, daB es derartige Zerlegungen |Z^| gibt. 

Wir ersetzen nun / durch diejenige simpliziale Abbildung /' von |Z"| 
in den \ welche durch die Eckpunktzuordnung /'(e) = /(e) für aile 
Eckpunkte e von |Z”| bestimmt ist. Aus der Eigenschaft 3) folgt 
leicht auf Grund des Satzes von Rouché: ü(/'(Z), e) = ü([/(Z)], o); 
aus der Eigenschaft 1) und der Antipodentreue von / folgt: /' ist eine 
antipodentrcue Abbildung (in bezug auf o) von S" = Z^. 

Wir dürfen daher, indem wir statt /' wieder / schreiben, die zu 
untersuchende Abbildung / als simplizial annehmen, wobei eine Zer- 
legung \Z^\ mit den Eigenschaften 1) und 2) zugrunde liegt. 

Der Zerlegung von 5^^ durch in zwei Halbkugeln entspricht 
eine solche Zerlegung von Z^* in zwei Teilkomplexe C^, C", welche 
durch Spiegelung am Mittelpunkt von ineinander übergehen, daB 

(5) Cf + Q = 

( 6 ) 

ist (der Koeffizientenbereich ist ©g)* 

Es sei nun G eine Gerade in durch den Punkt o, die sich zu 
/(Z") in allgemeiner Lage befindet, d. h. die kein hôchstens 

^ Man beachte, daû es auf die spezielle Wahl des im Satz VII geiiannten 
Zyklus Z” nicht ankommt; sind namlich Z, Z' zwei Zyklen in 5”, die in 5“ mit- 
einander homolog sind, so ist auch f(Z) o^f(Z') in t{S^), also in — o, und 

daher t)([/(Z)], 6) - t)([/(Z')], o) . 
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dimensionales Simplex trifft. Wir behaupten, daB die Schnittzahl 

(7) 
ist^. 

Um dies zu beweisen, verstehen wir unter i?" die zu G senkrechte 
w-dimensionale Ebene durch den Punkt o und für jeden Punkt a des 
seine senkrechte Projektion auf Dann ist die Ab- 
bildung Pf von \Z^~^\ eine simpliziale und in bezug auf o antipoden- 
treue Abbildung in den daher ist nach Induktionsvoraussetzung 

\){Pf(Z^-^),o) - 1; 

auf Grund von (6) sowie der Formel (10) in Kap. XI, § 1, Nr. 9, ist 
dies gleichbedeutend mit 

0(P/(Cf), o) = i. 

Das heiBt: bei der Abbildung Pf wird der Punkt o durch eine un- 
gerade Anzahl von Bildern von Simplexen des Komplexes bedeckt; 
und dies ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB die Gerade G eine 
ungerade Anzahl der durch / gelieferten Bildsimplexe von schneidet 
— also mit der Beziehung (7), die damit bewiesen ist. 

Die Gerade G wird durch den Punkt o in zwei Halbstrahlen 
und H 2 zerlegt; aus (7) folgt 

(8) 0(/(Cp,Pi) + 0(/(Cf),//2) 1. 

Da Cf durch Spiegelung am Mittelpunkt von in Cf übergeht, 
und da die Abbildung / antipodentreu ist, ist 

(9) 0(/(Cf),//2) 

Aus (8) und (9) ergibt sich 

0(/(Cf), H^) + 0(f(C^), Pj) = 1 , 

also mit Rücksicht auf (5): 

0{f(Z^),H,) - 1 . 

Dies ist aber — auf Grund der Formel (12) in Kap. XI, § 1 — gerade 
die Behauptung des Satzes VII, und dieser ist somit bewiesen. 

Korollar. Ist f eine Abbildung von in den die in bezug 

auf den Punkt o antipodentreu ist, so wird die Menge /(S^) von jedem 
Halbstrahl getroffen, der von o ausgeht. 

Denn andernfalls wâre 0 ~ 0 (H, fiZ)) = t)(/'(Z), o) für einen ge- 
wissen von o ausgehenden Halbstrahl H und jede hinreichend gute 
simpliziale Approximation /' von / ~ im Widerspruch zu Satz VIL 
7. Analytische Folgerungen. Abbildungen der S" in den jR". 
Satz VIIL^ Auf der S” seien n stetige Funktionen f^ gegeben, welche 

^ Da der Koeffizientenbereich ©g zugrunde liegt, kônnen aile Vorzeichen ver- 
nachlàssigt werden. 

2 Auf diesen Satz hat uns Herr Pôlya aufmerksam gemacht. 
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die Funktionalgleichungen 

(10) ii(p*) = -fiip). i-1,2 « 

erfUllen^, Dann besitzen sie eine gemeinsame Nullstelle auf der 

Beispiel. Die /, seien n reelle algebraische Formen ungeraden Grades in w -f i 
Verânderlichen Xi, und S” sei durch — i gegeben. 

Beweis. Im seien Cartesische Koordinaten y^, y^^^ 

eingeführt; durch ... • . ^ 

^ yi = fi(P). 


yn+i 0 


wird eine Abbildung / von 5" in den erklârt. Gabe es keine ge~ 

meinsame Nullstelle der auf 5", so würde der Nullpunkt o der Koordi- 
naten in nicht zu f{S^) gehôren, und / wâre infolge (10) antipoden- 
treu in bezug auf o, Andererseits würde /(S") von der y^^^-Achse 
nicht getroffen; dies ist nach dem ,,Korollar‘' in Nr. 6 unmoglich. 
Aus dem damit bewiesenen Satz VIII folgt sofort 
Satz Vlir. Auf der 5" seien n beliebige stetige Funktionen g^ ge- 
geben. Dann gibt es eincn Punkt p auf der in dem das Gleichungs- 


System 


Siip*) = Siip) > i = i,2 n 


gilt. 

Denn man hat den Satz VIII nur auf die Funktionen 


fiiP) = èÀP) - giiP*) 

anzuwenden, um den Satz VIH' zu erhalten. 

Wir deuten jetzt den Satz VIH' geometrisch: Es seien y^ {i — 1, 
2, n) Koordinaten im R^\ und durch y^ — g^ (p) sei eine Abbil- 
dung g von S” in den R^ gegeben; dann ist der Satz VIII' gleichbcdeu- 
tend mit dem folgenden Satz von Borsuk-Ulam: 

Satz IX. Bei jeder Abbildung der Sphàre in den R^ gibt es auf 
ein Antipodenpaar p, p*, das auf einen Punkt abgebildet wird. 

Korollarl. Der R^ enthàlt kein topologisches Bild einer also 
auoh kein topologisches Bild eines Simplexes mit m^n.^ (Satz von 
der Invarianz der Dimensionszahl des R^.) 

KorollarlI. Ist f eine solche Abbildung der n-dimensionalen Sphàre 
in eine n-dimensionale Sphàre Sf, dafi f(p*) 4= fiP) jeden Punkt 
pez S^ ist, so ist f eine Abbildung auf S^ [d. h. S^ = f(S^)). 

Denn jeder echte Teil F von S^ ist einer Teilmenge des R^ homôo- 
morph (die sich durch stereographische Projektion von einem Punkt 
von S^ — F aus ergibt). 

8. Ein Oberdeckungssatz für die S”. Den folgenden Satz be^veisen wir als 
Anwendung des soeben ausgesprochenen Korollars II. 


^ P* bezeichnet, wie in Nr. 6, den Antipoden von p. 
2 Vgl. Kap. VIII, § 4, Satz I und Satz IL 
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Satz X. Es sei ^ eine solche Üherdeckung der S" mit w + 2 abgeschlosse 
Mengen Ex * , . . . , i^n+2 » dap keine von ihnen ein Antipodenpaar p, p^ enü 

Dann ist der Nerv von dem n-dimensionalen Simplexrand | isomorph, 

anderen Worten: der Durchschnitt aller w + 2 Mengen ist leer, aber je n 
der Mengen Fj hahen einen nicht-leeren Jburchschnitt. 

Beweis. Man verstehe unter fi(p) eine stetige Funktion aiif S", wé 
dann und nur dann verschwindet, wenn ^ C F,- ist ^ (f = 1 , 2 , . . . , « -f 2) . D 
ist der Satz X enthalten in dem folgenden 

Hilfssatz. Auf S” seien n 2 stetige Funktionen /»(/?), i = 1, 2, ■ 

mit der folgenden Eigenschaft gegeben: zu jedem Punkt p von S” giht es we 
stens eine Funktion fi mit 

(10) /i(^>) = 0 = /;(/.*). 

Dann besitzen zwar die n 2 Funktionen fi keine gemeinsame Nullstelle, abe 
n -|- 1 von ihnen besitzen wenigstens eine gemeinsame Nullstelle, 

Beweis des Hilfssatzes. DaB nicht sàmtliche fi eine gemeinsame > 
stelle besitzen, daB also in jedem Punkt p wenigstens eine Funktion i 0 
ergibt sich, wenn inan in (10) p durch ersetzt. 

Es seien a^, a^y , . . ^ ^n-h 2 Eckpunkte eines Euklidischen Simplexes X 
Für jeden Punkt p von S" sei / {p) der Schwcrpunkt der in den Punkte 
angebrachten Massen \fi{p)\- Dann ist / eine stetige Abbildung^ von S 
das Simplex da in jedem Punkt p wenigstens eine Funktion /,• versch 

det, ist / eine Abbildung von S" in den Simplexrand X^^; da es zu jede 
eine Funktion fi gibt, die (10) erfüllt, ist f (p*) - f {p) für je zwei Antipc 
py p*. Daher ist / nach dem Korollar II in Nr. 7 eine Abbildung von 5” 
X^~^K Somit gehôrt insbesondere jeder Eckpunkt a/ von zu /(S"), 

bedeutet: zu jedem i aus der Reihe 1, 2, . . . , f- 2 gibt es einen Punkt p^ i 
mit / (pi) = ai y also mit (/?,) = 0 für aile j -f i . 

In dem damit bewicsenen Satz X wird nicht vorausgesetzt, daB aile n 
Mengen F, nicht-leer sind; die Behauptung des Satzes aber enthalt die Tatsa 
daB keine Mcnge F, leer ist. Daher ergibt sich als Korollar der folgende 
Satz XI (Satz von Lusternik-Schnirelmann-Borsuk). Bei jeder t 
deckung der 5” mit n \ ahgeschlossenen Menge^i ist in -wenigstens einer d 
Mengen ein Antipodenpaav von .S" enthalten. 


§ 4. Der Grad von Abbildungen in ein Polyeder. 

1. Définition des lokalen Grades. Wir betrachten jetzt Abbilc 
gen eines «-dimensionalen algebraischen Koinplexes C” (eines beli 
gen Koeffizientenbereiches) in ein beliebiges n-dimensionales Euh 
sches Polyeder K” ', diesem allgcmeinen Fall ordnet sich der im 
behandelte Spezialfall nnter, indem man nnter K" ein w-dimension 
Simplex versteht. 

Es sei also / eine stetige Abbildung von C" in \ ferner o ein inn 
Punkt eines Simplexes lA”| von K”^, welcher nicht auf /(C”) liegt. 
werden den ,, lokalen Grad“ von / im Punkte o durch eine naheliege 
Zurückführung auf den früheren Spezialfall erklaren. 

1 Z. B. fi(p) = Q(p,Ff), falls Fj nicht leer, und /, {/>) — 1 für aile pC 
falls Fi leer ist; wegen dieses letzteren Falles vgl. man Satz XI. 

2 Man vergleiche das Kuratowskische Verfahren in Kap. IX, § 3, Nr. ■ 
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Der Kürze halber verstehen wir unter einem ^-dimensionalen ,,Teil- 
komplex** von C” immer einen algebraischen Komplex mit folgen- 
den Eigenschaften : \r^\ ist absoluter Teilkomplex von | C” | oder von 
einer Unterteilung |Cf | von |C”|, und jedes Grundsimplcx von 7^” ist 
mit demselben Koeffizienten versehen wie in C” bzw. in Cf. 

Es sei ein Teilkomplex von C” mit folgenden beiden Eigen- 
schaften: 1) |/'^| enthàlt aile diejenigen w-dimensionalen Simplexe von 
|C”| bzw. von |Cf |, die Punkte der Originalmcnge von o ent- 

halten (F^ darf auûerdem noch mehr Simplexe enthalten) ; 2) / {F^) liegt 
im Innern von X^, 

Ans diesen Eigenschaften folgt weiter die folgende Eigenschaft 3): 
jT” ist fremd zu /"^(o). Denn da F^ = — (C^ — F^y ist — (wir 

nehmen bei dieser Schreibweise an, daB l/""! ans Simplexen von \C^\ 
selbst besteht) —, ist F^ d + (C” — jT”) ; da o nicht aiif /(C”) liegt, 
ist i~^{o) fremd zu aus der Eigenschaft 1) folgt, daB f~^(p) fremd 
zu C” — F^ ist. Folglich ist /"^(o) fremd zu F^- 

DaB es Komplexe F^ mit den Eigenschaften 1) und 2) gibt, ist klar: 
man braucht nur unter |Cf| eine hinreichend feine Unterteilung von 
|C^| und unter den Komplex aller derjenigen n-dimensionalen 

Simplexe von |Cf| zu verstehen, welche Punkte mit i~^{o) gemeinsam 
haben. 

Auf Grund der Eigenschaften 2) und 3) ist gemâB der Définition 
aus § 2 der Grad / der Abbildung / von F^ im Punkte o erklârt, nach- 
dem man noch eine Orientierung von \X^\ ausgezeichnet hat. Ist 
jTf ein zweiter w-dimcnsionaler Teilkomplex von C^, der ebenfalls die 
Eigenschaften 1) und 2) besitzt, so ist analog ein Grad erklart. Wir 
behaupten, daB /i — / ist. In der Tat: wir dürfen — indem wir 
notigenfalls zu einer weiteren Unterteilung von |C^| übergehen — an- 
nehmen, daB der Komplex j/'f | = \F^\ • \F^\ existiert; er hat dann 
auch die Eigenschaften 1) und 2), und die Abbildung / von F^ hat in o 
einen Grad /g. Da Fl^ die Eigenschaft 1) besitzt, ist f~^{o) fremd zu 
j»n _ pn ^ daher ist J \ ebenso ist /2 = /i ; folglich ist 

/i = /. 

Dieses Elément J (des zugrunde gelegten Koeffizientenbereiches) , das 
somit von der Wahl des Komplexes F^ nicht abhângt, heiBt der ,,lokale 
Grad'' der Abbildung f im Punkte o (dabei ist eine Orientierung X^^ 
des 0 enthaltenden Simplexes ausgezeichnet). 

Der einfachste Spezialfall ist der, in dem / simplizial ist; dann ist 
f(C^) = ^fX^ , und aus der Définition des Grades folgt unmittelbar: 
die simpliziale Abbildung /, für welche /(C”) = ^t^X^ sei, hat in jedem 
inneren Punkte von X'I den Grad J ~ f, (Man hat dabei, damit die 
Eigenschaft 2) gilt, unter F^ einen Komplex zu verstehen, der aus 
inneren T eilsimplexen der Grundsimplexe von C” besteht.) 



§ 4. Der Grad von Abbildungen in ein Polyeder. 


489 


2. Stetige Abânderung der Abbildung. Satz 1. Es sei ein alge- 

braischer Komplex und eine für 0 ^ i von dem Parameter t stetig 

abhàngende Schar von Abbildungen von in dus Polyeder es sei 
ferner o ein solcher innerer Punkt eines n-dimensionalen Simplexes | | 

von daji er für keinen Wert von t auf ((^”) liegt, Dann ist der Grad 
der Abbildung von C" im Punkte o unabhàngig von t. 

Beweis. Es genügt, zu zeigen: zu jedem Wert der durch ^ l- \ 
gegebenen /-Strecke T gibt es ein ihn enthaltendes, in T offenes Inter- 
vall Tq mit der Eigenschaft, daü J ^ konstant für t c: ist. 

Es sei also gegeben, und sei ein Komplex, der für die Ab- 
bildung die in Nr. 1 genannten Eigenschaften 1 ) und 2 ) besitzt. 

Dann wâhlen wir ein so kleines Intervall welches enthâlt, daB 
für t(z: Tq 
( 1 ) 

(2) Q (h . k) < Q ik (r») . \x«]) , 

(3) Q{ft.fu)<Q{ftSr-).o) 

ist. Aus ( 1 ) folgt: 0 et — jT"), d. h.: besitzt die Eigenschaft 1 ) 

nicht nur für sondern auch für /^; aus (2) folgt: ftiP^) ist fremd 
zu — \X'^\, d, h.: besitzt die Eigenschaft 2 ) nicht nur für 

sondern auch für /^. Folglich ist für jedes t cz der zu untersuchende 
Grad gleich dem Grade der Abbildung von P^ im Punkte o, Aus 

(3) folgt infolge des Satzes von Rouché: 

also w. Z. b. w. 

3. Abbildung von Zyklen, Der einfachste und wichtigste Fall ist 
der, in dem C” — ein Zyklus ist. Da i" = o ist, ergibt sich mit Kück- 
sicht auf Satz I unmittelbar 

Satz IL Ist z^ Zyklus, ein Euklidischer Komplex und / eine 
Abbildung von in K^\ so ist in jedem inneren Punkt jedes n-dimen- 
sionalen Simplexes von der Grad definiert, Er bleibt ungeàndert bei 
stetiger Abânderung der Abbildung f. 

Nun kann man nach Kap. VIII, § 3 , die Abbildung / stetig in eine 
simpliziale Abbildung (von z^ oder einer Unterteilung von z^) über- 
führen. Ist dabei fiiz^^) so erfüllt der stetige Zyklus [fiz^')] 

die Homologie (Kap. VIII, § 5) 

( 4 ) 

Daher ergibt sich aus Satz II und aus der Bemerkung über simpliziale 
Abbildungen am SchluB von Nr. 1 : 

Satz III. Die Abbildung f des Zyklus in das Polyeder hat in 
allen inneren Punkten eines Simplexes von denselhen Grad Ji. 
Diese Grade Ji stimmen mit den Koeffizienten f in der Homologie (4) 
überein. 
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4. Abbildungen von Zyklen in irreduzibel geschlossene und azy- 
klische Polyeder. Die Übereinstimmung des lokalen Grades mit dem 
Grad im GroBen. Es sei zunâchst K” einfach geschlossen (Kap. VII, § 1) 
und Z“ ein irreduzibler ganzzahliger Zyklus mit |Z"| = X”; dann ist 
bei geeigneter Orientierung der Simplexe von iC" 

(5) 

und jeder t^-dimensionale stetige Zyklus [f{z*^)] irgcndeines Koeffizienten- 
bereiches erfüllt eine Homologie 

(6) [/(2»)]~iZ". 

Das Elément t ist der ..Grad im Gro/Sen' der Abbildung / (vgl. § 1, Nr. 4). 

Aus diesen Tatsachen und dem Satz III ergibt sich ohne weiteres 
der wichtige 

Satz IV. Die Abbildung f des Zyklus in das einfach geschlossene 
Polyeder hat überalP denselben lokalen Grad /. Dieser lokale Grad J 
stimmt mit dem durch (6) gegebencn ,,Grad im Grojien” t überein. (Dabei 
sind für die Bestimmung von / die Orientierungen der Simplexe 
so zu wâhlen, daB (5) gilt.) 

Àhnlich verhâlt es sich, wenn irreduzibel geschlossen mit dem 
natürlichen Modul m ^ 2 ist (Kap. VII, § 1); wir heben hier besonders 
den Fall w = 2 hervor. In ihm gibt es einen durch eindeutig be- 
stimmten irreduziblen Zyklus Z^ in bezug auf ©g mit jeder 

stetige n-dimensionale Zyklus [/ (;$:")] (irgendeines Koeffizientenbereiches 3) 
erfüllt eine Homologie 

(7) [i[z-)]c^tZ\ 

wobei t ein gewisses Elément von ^ mit 

( 8 ) 2 / -- 0 

ist 2 (Kap. VII, § 1, Satz V). Dieses Elément heiBt der y, Grad im Grofien 
mod 2'' von /. Nun ergibt sich aus Satz III in Analogie zu Satz IV : 

Satz V. Es sei z^ ein Zyklus in bezug auf den beliebigen Koefji- 
zientenbereich und K" ein irreduzibel geschlossener Komplex mit dem 
natürlichen Modul 2. Dann hat jede Abbildung / von z^ in überalD 
denselben lokalen Grad /, und dieser stimmt mit dem durch (7) gegebenen 
Elément t, also dem ,,Grad im Grofien mod überein, 

Falls der Koeffizientenbereich Q kein Elément der Ordnung 2 ent- 
hâlt, ergibt sich weiter aus (8), daB der Grad / — ^ 0 ist; wir be- 

weisen gleich eine allgemeinere Tatsache: 

Satz VI. Es sei m^, 2 und ^ ein Koeffizientenbereich, der kein von 
Null verschiedenes Elément t mit mt — 0 enthàlt (also z. B, ^ i 

^ D. h. überall dort, wo der lokale Grad erklârt ist, also in den inneren 
Punkten der Grundsimplexe von K. 

2 Genauer: es ist Z wobei die X” die willkürlich orientierten 

Grundsimplexe von K sind, und [/(-s^")] t^X^. 
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jerner sei ein irreduzibel geschlossener Komplex mit dem natürlichen 
Modul m und ein Zyklus in bezug auf Dann hat jede Abbildnng f 
von z^ in überall den lokalen Grad NulL 

Beweis. Nach Kap. VII, § 1, Satz V, gibt es in keinen von 
Null verschiedenen w-dimensionalen Zyklus in bezug auf g* Daher ist 
der stetige Zyklus [f{z^)] homolog Null in und in (4) sind daher 
aile f = 0. Hieraus und aus Satz III folgt unsere Behauptung. 

Die Aufstellung eines zu den Sàtzen IV und V analogen Satzes für die Moduln 
w > 2 überlassen wir dem Leser. Es ergibt sich: In jedem Simplex A" von A” 
hat / einen bestimmten lokalen Grad /,; dabei ist ein Elément von ^ mit 
mji = 0; es gibt ein Elément daB • t für jedes i ist, wobei die 

ganze, zu m teilerfremde Zahlen sind; das Elément t, für das ebenfalls mt — o 
gilt, ist nur bis auf einen ganzzahligen, zu m teilerfremden Faktor bestimmt; 
es kann der ,,Grad im Groûen modm*' gcnannt werden. 

SchlieBlich formulieren wir noch den folgenden Satz, der ebenfalls 
unmittelbar aus dem Satz III folgt: 

Satz VIL Jede Abbildung eines beliebigen n-dimensionalen Zyklus 
{eines beliebigen Koeffizientenbereiches) in ein azyklisches'^ n-dimensionales 
Polyeder hat überall den lokalen Grad Null. 

Die Sâtze IV, V, VI, VII sind insbcsondere anwcndbar, wenn 
eine geschlossene orientierbare (IV) bzw. eine geschlossene nicht-orien- 
tierbare (V, VI) bzw. eine beliebigc berandete (VII) Pseudomannig- 
'faltigkeit ist. 


5. Die Sonderstellung des ,, Grades im Groûen** unter den Konstanten des 
Homologietypus. Der ,,Grad im GroBen“ t ist durch die Homologie [/(-?”)] 
erklârt worden oder, wenn wir unter /îp den durch / bewirkten Homomorphismus 


der Bettischen Gruppe B" {z^^) 
§ 3ff0/ durch 


in die Gruppe (K") verstehen (vgl. Kap. VIIT, 

/.-Z, 


wobei f und Z die Homologieklassen von z** bzw. Z" bczeichnen. Er ist also eine 
,,Konstante des Homologietypus" von /; derartige Konstanten gibt es auch auûer 
dem Grade: etwa, wenn wir das Polyeder P in das Polyeder P' abbilden, den 
Rang der Untergruppe — O, 1 , . . .) ; oder die Elementar- 

teiler der Restklassengruppe PJ^(P') - /îp(P^(P)); usw. Aile dièse Konstanten be- 
sitzen die wichtigen Invarianzeigenschaften, die im Kap. VIII behandelt worden 
sind, insbesondere : sie bleibeii ungeàndert bel stetiger Abanderung von /. 

Wàhrend aber den meisten dieser Konstanten kaum eine unmittelbar anschau- 
liche geometrische Bedeutung zukommt, drückt der Grad infolge seiner im Satz IV 
(bzw. V) bewiesenen Übereinstimmung mit dem lokaleri Grade eine sehr elementare 
und naheliegende Eigenschaft einer Abbildung aus; diese Eigenschaft tritt be- 
sonders klar zutage, wenn die Abbildung simplizial ist — wir haben hierauf in 
§ 1, Nr. 4 und § 2, Nr. 6 hingewiesen. 

Der Zusammenhang zwischen dem Grade im GroBen und dem lokalen Grade 
legt die folgende allgemeinere Betrachtung nahe: die Eigenschaften des Homo- 
logietypus beziehen sich auf die durch / bewirkten Homomorphismen der Betti- 
schen Gruppen P'’(|C|) des nbgebildeten Komplexes |C|; unter ,,elementaren'‘ 
Eigenschaften einer (simplizialen) Abbildung dagegen wird rnan diejenigen ver- 


1 Kap. VII, § 1, Nr. 6. 
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stehen, die sich auf die durch / bewirkten Homomorphismen der Komplexgruppen 
U(\C\) beziehen, also direkt auf die Abbildung der einzelnen Simplexe. Die 
letzteren Eigenschaften haben einen besonders anschaulichen Sinn, die ersteren 
sind durch topologische Invarianzeigenschaften ausgezeichnet ; von besonderer 
Bedeutung werden solche Eigenschaften einer Abbildung sein, welche sich gleich- 
zeitig in jeder der beiden Weisen âuûern. Es besteht daher die wichtige Aufgabe: 
Man finde Beziehungen zwischen den Homomorphismen der Gruppen U einer- 
seits und den Homomorphismen der Gruppen B'" andererseits. In dieser Hinsicht 
ist wenig bekannt; durch den Grad in seiner Doppelrolle als lokalem Grad (oder 
,,Bedeckungszahr‘ - vgl. § 1, Nr. 4) und Grad im Gropen wird die einfachste 
derartige Beziehung hergestellt^. 

6. Wesentlichkeit von Abbildungen. Eine der wichtigsten Anwen- 
dungsmôglichkeiten des Abbildungsgrades besteht in dem Nachweis 
der ,, Wesentlichkeit'' von Abbildungen. 

De finit ion en Es sei / eine Abbildung des tcpologischen Raumes 
P in den beschrânkten metrischen Raum P';® sie heiBt ,,m dem 
Punkt 0 {von P') wesentlicK\ wenn ocz g {P) für jede mit / homotope 
Abbildung g ist; sie heiBt ,,wesentlicK' schlechthin, wenn sie in jedem 
Punkte O wesentlich ist, wenn also jede mit ihr homotope Abbildung 
eine Abbildung auf P' ist. Es sei ferner Q eine Teilmenge von P; die 
Abbildung / von P in P' heiBt ..relativ zu Q im Punkte o {von P') 
wesentlicK'y wenn oc g (P) für jede Abbildung g ist, in die sich / 
durch eine solche stetige Abânderung überführen lâBt, daB dabei das 
Bild jedes Punktes von Q ungeândert bleibt; schlieBlich heiBt / y^relativ’ 
zu Q wesentliM' schlechthin, wenn / relativ zu Q in jedem Punkte o 
wesentlich ist. 

Wir wenden diese Begriffe auf die in den Nummern 1 bis 4 betrach- 
teten Abbildungen eines Komplexes oder eines Zyklus z^ in ein 
Polyeder an. Der Koeffizientenbereich ist beliebig. 

Satz VIII. Es sei f eine Abbildung von C” in und o ein nicht 
auf f {C'^) gelegener innerer Punkt eines n-dimensionalen Simplexes von 
Palis dann der lokale Grad der Abbildung f von in o von Null ver- 
schieden ist y ist die Abbildung f von C” relativ zu wesentlich in o. 

Beweis. Wenn / nicht wesentlich relativ zu im Punkte o ist, 
gibt es für 0 ^ / â 1 eine stetige Abbildungsschar mit /q ^ /, 
o et {C^) für 0 '-£t < 1 und o et /i (C") . Aus dem zuletzt genannten 
Grunde hat in o den Grad Null; folglich hat nach Satz I auch / im 
Punkte 0 den Grad Null. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz IX. Es sei z^ Zyklus und f eine Abbildung von z^ in K^; sie 
habe in den inneren Punkten^ des Simplexes \X'^\ von einen von Null 
verschiedenen Grad, Dann ist sie in allen Punkten von wesentlich, 

^ Eine weitere derartige Beziehung wird im Kap. XIV, § 1, Nr. 2, behandelt 
werden. 

2 Vgl. Kap. IX, § 3, Nr. 9 und Kap. X, Anhang. 

3 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 3—4. ^ Vgl. Satz III. 
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Beweis. Aus Satz VIII folgt, da — 0 ist, unmittelbar die Wesent- 
lichkeit von / in den inneren Punkten von \X^\] für jede mit / homo- 
tope Abbildung g gehort also das Innere von X zu der Menge g ; 
da aber diese Menge abgeschlossen ist, ist c: g{z^)\ folglich ist / in 
allen Punkten von X^ wesentlich. 

Hierin ist auf Grund der Sàtze IV und V der folgende Satz ent- 
halten : 

Satz X. Es sei f eine Abbildung des Zyklus in das einfach ge- 
schlossene Polyeder und der Grad {im Grofien) von f sei nicht Null. 
Dann ist f eine wesentliche Abbildung von auf K^. Der analoge Satz 
gilt, wenn irreduzibel geschlossen mit dem natürlichen Modal 2 ist. 

Im nâchsten Kapitel werden wir an diese Satze anknüpfen; ins- 
besondere werden wir die Frage nach ihrer Umkehrbarkeit behandcln 
— d. h. die Frage, ob man aus dem Vcrschwinden des Grades auf die 
Unwesentlichkeit einer Abbildung schlieBen kann; wir werden sehen, 
da6 in gewissen Fâllen, die zwar speziell, aber wichtig sind, diese Frage 
zu bejahen ist (§ 1, Satz IV; § 2, Satz V). 

Anhang zum zwôlften Kapitel. 

Die Brouwersche Deutung der Verschlingungszahl als Charakteristik. 

Das GauBsche Intégral. 

Die ,,Ordnung'‘ \)(Z^~^,o) ist ein Spezialfall der, für beliebige r 
und s mit r s — n — \ erklârten, Verschlingungszahl t)(/, z^); jetzt 
werden wir andererseits sehen: jede Verschlingungszahl ü(/, 2 *) làBt 
sich als Ordnung e) deuten, wobei ein durch z^ und 

bestimmter Zyklus ist. Diese Deutung ist an sich geometrisch intér- 
essant, und auBerdem verdient sie aus methodischen Gründen Interesse : 
wahrend in unserer Darstellung der Begriff der ,,Verschlingung“ der 
Ausgangspunkt auch für die Théorie der Charakteristik und des Abbil- 
dungsgrades war, kann man auch umgekehrt den Begriff des ,,Grades“ 
oder den der ,, Charakteristik'' an die Spitze der Verschlingungstheorie 
stellen. 

1. Die Schnittzahl als Abbildungsgrad. Es seien C^, zwei alge- 
braische Komplexe des in relativ-allgemeiner Lage zueinanderC 
p~\~q~n] der Koeffizientenbereich sei ein Ring. Wir konstruieren den 
Produktkomplex^ x und bilden ihn folgendermaBen in den ab: 
0 sei ein tester Punkt des R”, und unter s^s{a,b) verstehen wir für 
beliebige Punkte a und b des R" denjenigen Punkt des R”, für welchen 
der Vektor gleich dem Vektor ab ist; die Punkte von x be- 

1 Kap. XI, § 1., Nr. 3- 

8 Vgl. Kap. VII, § 3; nur die Nummern 1 bis 6 dieses Paragraphe!! werden 
hier benutzt werden; in diesen Nummern (nicht in den spàteren) darf man statt % 
offenbar einen beliebigen Ring als Koeffizientenbereich zugrunde legen. 
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zeichnen wir mit {a, b) y wobei a und b beliebige Punkte von bzw. 
sind. Indem wir den Punkt s [a y b) dem Punkte {a y b) von O' X zu- 
ordnen, definieren wir eine Abbildung s von O' x & in den R^, Dann 
und nur dann ist s {a y b) == o, wenn a — 6 ist. 

Da sich und in relativ-allgemeiner Lage zueinander befin- 

den, ist insbesondere fremd zu und frcmd zu C^; da 

X D^y - {Ù^ X D^) ± {C^ X b^) 

ist, ist daher s{ayb) ^ o ftir (a, 6) cz [Qp X Z)^)*. Folglich besitzt die 
Abbildung s von x im Punkte o einen lokalen Grad ; wir nennen 
ihn / (C^, D^) . Dabei ist der iî" als orientiert vorausgesetzt. — Wir 
behaupten nun: 

Der Grad J (C^, D^) ist bis auf das Vorzeichen gleich der Schnittzahl 
von und D^; genauer: es ist 

(1) 0{CPyD^) ^ {-i)PJ{CP,D^). 

Bewcis. Bezeichnen wir die Simplexe von und mit bzw. Ÿj , 
und sind und durch 




gegeben, so ist einerscits 


( 2 ) 

andererseits 




also, wie sich aus der Définition des Grades / als algebraischer Anzahl 
der o-Stellen ohne weiteres ergibt, 

(3) /(C'',Z)«) -^wV/K.yl); 

dabei sind die x y)) die n-dimensionalen Zellen von x und 
für die Gültigkeit von (3) hat man zu bedenken, daB infolge der re- 
lativ-allgemeinen Lage von und niemals eine o-Stelle auf 

Kxy?)- = (i?xy|)±(xfxÿ|) 

liegt, daB also die Grade / yfj in der Tat für aile i, j definiert sind. 

Aus (2) und (3) ist ersichtlich: An Stelle von (1) brauchen wir nur 
die spezielle Behauptung 

(!') 0(x^\y^) - 

zu beweisen, wobei x^y y^ Simplexe in relativ-allgemeiner Lage sind. 

Falls x^ und fremd zueinander sind, ist einerseits 0(%^, y^) = 0, 
andererseits x y^ frei von o-Stellen der Abbildung s , also auch 
J(x^,y^) = 0; in diesem Falle gilt somit (1'). 

Es seien also x^ und y^ nicht fremd zueinander ; dann ist 0 (x^, y^) 
— if ; da bei Umkehrung der Orientierung von sowohl die Schnitt- 
zahl 0 (x^y y^) ihr Vorzeichen ândert, als auch die Orientierung der Zelle 
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X und damit das Vorzeichen von J {x^y y^) umgekehrt werden, 
dürfen wir uns auf den Fall beschrânken, in dem 0 {x^y y^) — -f 1 ist; 
die Behauptung lautet also: 

(1") /) = ftir 0 (x^y y^) - +1 . 

Für den Beweis von (1") realisieren wir die Zelle \x'^ xy^\ im R^: 
in den Ebenen \X^\ bzw. \Y^\f welche die Simplexe \x^\ bzw. |y^| 
tragen, führen wir Cartesische Koordinaten {i = \ , 2, p) bzw. 
rjj [j = i , 2y . . . , q) mit dem Schnittpunkt 0' der Ebenen als Anfangs- 
punkt ein; dann bilden die und rjj zusammen ein (im allgemeinen 
schiefwinkliges) Koordinatensystem in R^; ist nun a ein Punkt von \x^\ 
mit den Koordinaten und h ein Punkt von |y^| mit den Koordi- 
naten rjjy so verstehen wir unter (a, b) den Punkt des R^ mit den Ko- 
ordinaten rjj, 

Aus der Voraussetzung y^) ~ +1 einerseits (vgl. Kap. XI, § 1, 
Nr. 1), aus der Vorschrift für die Orientierung von x'^ X y^ andererseits 
(vgl. Kap. VII, § 3, Nr. 6, ,,Bemerkung''), ergibt sich: Die Orientierung 
der y nunmehr im R^ realisierteny Zelle x^ X y^ fàllt mit der von vornherein 
zugrunde gelegten Orientierung des R^ zusammen. 

Daher kônnen wir uns von der Zelle x'^ x y^ ganz befreien : der R^ 
ist fest orientiert; in ciner Umgebung des Punktes 0 ' des ist die 
(am Anfang dieser Nummer definierte) Abbildung 5 in denselben 
hinein gegeben ; sie besitzt in 0' eine isolierte o-Stelle ; die Behauptung 
lautet: der Index dieser o-Stelle ist gleich (—1)^. 

Lassen wir, was offenbar erlaubt ist, den Punkt 0 mit dem An- 
fangspunkt 0' der Koordinaten y}^ zusammenf allen, so geht bei der 
Abbildung s der Punkt mit den Koordinaten 

^ 1 * ' * • » > Vi > ^2 » • • • » Vq 

in den Punkt mit den Koordinaten 

—^2» • • •> ~~^py V\y • y Vq 

über. Das ist eine affine Abbildung mit der Déterminante ( — 1)^; da- 
mit ist die Behauptung bewiesen (vgl. Kap. XII, § 2, Nr. 4, Bemer- 
kung I). 

2. Die Verschlingungszahl als Ordnung. Jetzt seien [f{z[)] und 
[g (4)] mit r + s = n — i zwei zueinander fremde, stetige Zyklen 
im R^, Àhnlich wie vorhin verstehen wir, wenn a einen Punkt von z[ 
und b einen Punkt von 4 bezeichnet, unter (a, b) den zu diesem Punkte- 
paar gehôrigen Punkt des Produktraumes hat ferner s {a', b') 

für je zwei Punkte a', b' des R^ dieselbe Bedeutung wie in Nr. 1, so 
ist durch s' {a, b) =s(/(a), g (b)) eine Abbildung s' von 4 X 4 
erklârt, und zwar infolge der Fremdheit von f(zi) und g (4) sogar eine 
Abbildung in den Raum R^ — o; daher ist die Ordnung b ([s' (4 X 4)] » 
definiert. — Wir behaupten: 
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Die Verschlingungszahl t) ([/(^î)] , [g(4)]) Vorzeichen 

gleich der Ordnung des Punktes o in bezug auf den Zyklus [ 5 ' {z{ x 4)] i 
genauer: es ist 

(4) t) ([/(4)] , [g(4)]) - ([-^'(4 X 4)] . 0 ) . 

Zweite Formulierung desselben Satzes (vgl. Kap. XII, § 1, Nr. 5): 
Es sei Z eine in natürlicher Weise orientierte (w — l)-dimensionale 
Sphâre mit dem Mittelpunkt 0 im für je zwei voneinander ver- 
schiedene Punkte a\ b' des verstehen wir unter cp == ^{a\ b') den- 
jenigen Punkt auf Z, für welchen 0 ^ zu a' b' parallel ist; dann ist die 
Verschlingungszahl 0 ([/(4)] , fe(4)]) Faktor (—1)^"^^ gleich 

dem Grade der durch 

(5) (y{a, h) ^ (p(l(a), g(b)) 

gegebenen Abbildung a von z\ xz% in die Sphàre Z. 

Dritte Formulierung (vgl. § 2, Nr. 3) • Ini seien solche Carte- 
sische Koordinaten /g, • • •> eingeführt, daB zu ihnen die zugrundc 
gelegte Orientierung des R^ gehort (Kap. IV, § 2, Nr. 6), und die Ab- 
bildungen / und g seien durch Funktionen 


t.-^f^{a) für ac:z[, 
für b(z.z% 

gegeben; dann ist die Verschlingungszahl t) ([/(4)] , [^(4)]) 

Faktor ( — 1)^^ ^ gleich der Kroneckerschen Charakteristik des Funktionen- 
Systems 

(6) Vi{a, h) = gi{b) - ii(a) , î =- 1 , 2 n 


auf dem (n — \)-dimensionalen Zyklus >2:^x4* 

Beweis. Da sich keine der auf den beiden Seiten der Behaup- 
tung (4) stehenden Verschlingungszahlen àndert, wcnn man / und g 
durch hinreichend benachbarte Abbildungen ersetzt, dürfen wir / und g 
von vornherein als simplizial annehmen; setzen wir dann /(4) = 
f{zl) ~Zl, so sind Z[, Z^ Zyklen des die wir überdies als in relativ- 
allgemeiner Lage befindlich annehmen dürfen; die Behauptung lautet: 


(4') t) {Z\, Z|) = (-ir+> b {[s{Z{ X Z4)] . 0 ) , 

wobei die Abbildung s dieselbe Bedeutung bat wie in Nr. 1. 

Nun konstruieren wir im i?" einen Komplex C’'+^ mit — Z\, 
der zu Z% in relativ-allgemeiner Lage ist; dann ist 


also nach (l); 


ü(Zî,Z») =0(C^+\Z*), 


(7) t)(Zî.Z|) = (-1r7(C^+^ZJ), 


wobei /(C''+^, Zj) der Grad der Abbildung s von x ZJ im Punkte o 
ist; nach § 2, Nr. 6, Satz V ist dieser .Grad; 


J{C+\ ZJ) == b(rs(C'-+‘ X Z‘)’], o) , 
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also, da 
ist : 


(C ’-+1 X zir = ( 0+1 X ZI) ± (C ’-+1 X i|) = Zî X Z* 


7 (C'-+i,Z|) = t)([s(ZîxZ|)],o). 


Hieraus und aus (7) folgt die Behauptung (4'). 

Bemerkung. Auf Grund der oben ausgesprochenen ,,zweiten For- 
mulierung*' des soeben bewiesenen Satzes kann man, wenn man den 
,,Grad'' als ,,Grad im GroBen'*, also als Konstante des Homologietypus 
einer stetigen Abbildung auffaBt, die Verschlingungszahl 5?) ohne 
Benutzung irgendwelcher Begriffe aus der Verschlingungs théorie de/t- 
nieren, — Aufgabe: Ausgehend von dieser Définition beweise man 
ohne Benutzung von Begriffen aus der Verschlingungstheorie die 
,,Dualitâtsformer' (7) in Kap. XI, § 1, Nr. 6, sowie aile Behauptungen 
aus Kap. XI, § 2. 

3 . Das Gaufische Intégral. Wir drücken die auf der rechten Seite der For- 
mel (4) stehende Ordnung durch das Kroneckersche Intégral aus (§ 1, Nr. 7). Die 
stetigen Zyklen [/ (z^ )] und [g (zj )] seien vcktoriell gegeben : f (a) und g (b) seien f ür 
aile Punkte a von z[ bzw. b von z* die Vektoren mit dem Anfangspunkt 0 und 
den Endpunkten f{a) bzw. g (b); dann wird jedem Punkt (a, b) von x der 
Vektor l(a,b) = g (6) — i(a) zugeordnet, und für dicse Vektoren j ist das Kro- 
neckersche Intégral zu bilden. Wenn a^, ag, . . «r Cartesische Koordinaten in 
den orientierten Simplexen von z[ und h^, . . , , bg Cartesische Koordinaten 
in den orientierten Simplexen von zj sind, so sind «g» • • •» ^1» • • 

Parameter in den orientierten Zellen von z j x z^ . Daher ergibt sich aus (4) 
und der Kroneckerschen Integralformel (wenn wir uns der Einfachheit halber 
auf solche Zyklen beschrànken, die orientierte Komplexe sind, so daB Formel (9) 
in § i, Nr. 7, anzuwenden ist), das Verschlingungsintegral 


feK)]) = 



da/ db^ 


dbj 


da^. . .da^ db^ . . .db^. 


Für den Fall zweier geschlossener Kurven §1 = [/(^i)]» 82 “ 
also für r = 5 = 1 , lautet es : 


( 9 ) »(i.. i.) - - î’-// ■ -“‘O ' ''O’ ■ 

5i 5a 

Das ist das Intégral von Gauss. 

Auf Grund potentialtheoretischer Betrachtungen, auf die wir nicht eingeheiP, 
kann man diesem Intégral (9) noch eine andere Gestalt und damit eine andere 
geometrische Deutung geben: Verstehen wir für jeden nicht auf 5^ = [/(-s'J)] ge- 
legenen Punkt p des unter W(p) den in bekannter Weise definierten ,,râ.um- 
lichen Winkel, unter dem 5^ von p aus gesehen wird", so ist der Gradient dieser 
Ortsfunktion W durch das Kurvenintegral 

gradPT “ î) x 

il 

1 Man vgl. Z. B.: Picard: Traité d’Analyse, tome 1, 3° éd. (1920) pp. 146 ff. 
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auszudrücken (wobei g der Ortsvektor op von p ist und [(g — f) x d]] das vek- 
torielle Produkt der Vektoren g — f und d\ bezeichnet). Hieraus ergibt sich, dafi 
die rechte Seite von (9) sich in der folgenden Gestalt schreiben lâBt: 



Das bedeutet : die Verschlingungszahl von und jg gleich der durch 4 n divi- 
dierten Anderung, weîche bei der Durchlaufung von gg der râumliche Winkel erleidet, 
unier dem von dem laufenden Punkt aus gesehen wird. 

Es ist das ein Analogon zu der Deutung der Ordnung t) (g^, o) in der Ebene 
als ,,Umlaufzahr‘. 


Dreizehntes Kapitel. 

Homotopie- und Erweiterungssâtze 
für Abbildungen. 

Unter einem ,,Homotopie''~S?Liz verstehen wir einen Satz, in welchem 
von zwei Abbildungen, die gewisse Voraussetzungen erfüllen, behauptet 
wird: sie sind einander homotop (Kap. VIII, §3); unter einem 
weiterungs' '-Sditz verstehen wir einen Satz, in welchem von einer Ab- 
bildung, die eine Teilmenge Pq eines topologischen Raumes P in einen 
topologischen Raum Q abbildet und gewisse Voraussetzungen erfüllt, 
behauptet wird: sie laBt sich zu einer Abbildung von P in Ç erweitern. 
Ohne daB systematisch eine Homotopie- und Erweiterungstheorie auf- 
gebaut wird, werden in diesem Kapitel solche Homotopie- und Er- 
weiterungssâtze dargestellt, die sich in die Homologie-Theono^ einordnen 
lassen. In der Homologietheorie der früheren Kapitel sind Sâtze fol- 
gender Art enthalten: I. ,,Wenn zwei Abbildungen einander homotop 
sind, so sind sie einander vollstândig homolog*' (Kap. VIII, § 3)- 
II. ,,Wenn sich die Abbildung / des Teilpolyeders Pq des Polyeders P 
in das Polyeder Q zu einer Abbildung von P in Ç erweitern lâBt, so 
hat sie notwendigerweise die folgende Eigenschaft: für jeden Zyklus g 
in Pn, welcher cv^o in P ist, ist fU)ooO in (denn ist g = Ê, ® c P, 
so ist /(3) = /((£)■, /"(©J Q) ■ 

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daB diese Sâtze sich in man- 
chen Fâllen — die zwar recht speziell, jedoch an sich intéressant und 
für Anwendungen wichtig^ sind — umkehren lassen ; diese Umkehrun- 
gen sind dann Homotopie- und Erweiterungssâtze von dem oben be- 
schriebenen Typus. Ihre Gültigkeit beleuchtet die ZweckmâBigkeit und 
Tragweite der Begriffsbildungen aus der Homologietheorie. Die Sâtze 
der §§ 2, 3. 4 zeigen, daB gewisse Homologie-Eigenschaften eines Poly- 

1 Z. B. haben die Sâtze IV des § 1 und VI des § 2 dimensionstheoretische 
Konsequenzen (2. Band). 
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eders durch dessen Verhalten bei stetigen Abbildungen auf eine Sphâre 
oder auf sich selbst charakterisiert werden kônnen. 

Der eigentliche Kern des Kapitels ist ein Erweiterungssatz : die 
,, Umkehrung des Kroneckerschen Existenzsatzes*' im § 1 ; aus ihm 
folgen die übrigen Sâtze ohne groBe Schwierigkeit. 

§ 1. Die Umkehrung des Kroneckerschen Existenzsatzes. 

1. Eine Erweiterungsaufgabe für Abbildungen in den Euklidischen Raum. — 

2. Zurückführung auf Abbildungen in die 5". — 3. Elementare Hilfssàtze 
über Erweiterbarkeit und Homotopie von Abbildungen. ~ 4. Lôsung der 
Erweiterungsaufgabe für das Simplex. — 5. Zurückführung des Satzes II 
auf ein Lemma. — 6. Algebraischer Teil des Beweises des Lemmas. — 
7. Geometrischer Teil des Beweises des Lemmas. — 8. Das Kriterium für 
die lokale Wesentlichkeit von Abbildungen in den R”. 

§ 2. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder in die n-dimensionale Sphâre. 
1. Âquivalenz von Homologie und Homotopie. — 2. Aufzâhlung der Ab- 
bildungsklassen in den einfachsten Fâllen. — 3. Wesentlichkeit von Ab- 
bildungen. — 4. Ein Entschlingungssatz. 

§ 8. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder in die Kreislinie. 

1. Die Abbildungen der w-dimensionalen Spharen in die Kreislinie. — 2. Er- 
weiterungssâtze. — 3. Abbildungsklassen ; Wesentlichkeit. 

§ 4. Die Charakterisierung der Geschlossenheit und des Randes von Polyedern 
durch Deformationseigenschaften. 

1. Ein Satz über Deformationcn cines Polyeders in sich. — 2. Die Wesent- 
lichkeit eines Polyeders auf sich. — 3. Der Spezialfall der Polygone. — 
4. Charakterisierung der Geschlossenheit. — 5. Charakterisierung des Ran- 
des. — 6. Die Stabilitât von Polyedern. — 7. Beispiele. 

Anhang: Abbildungen, die einander zwar vollstàndig homolog, aber nicht homotop 
sind. 

§ 1. Die Umkehrung des Kroneckerschen Existenzsatzes. 
1. Eine Erweiterungsaufgabe für Abbildungen in den Euklidischen 
Raum. Der allgcmeine Kroncckersche Existenzsatz (Kap. XII, § 2, 
Nr. i) sagt aus: Es sei C” ein algebraischer Komplex und / eine solche 
Abbildung von in den daB der Punkt 0 des nicht zu f{Ù^) 
gehôrt und in bezug auf [/((^")] eine von Null verschiedene Ordnung 
hat; dann tritt, falls die Abbildung / nicht nur auf , sondern auf 
dem ganzen Polyeder erklârt ist, notwendigerweise ein Punkt 
pczC”' mit f{p)=:zo auf; es ist also — unter der Voraussetzung 
4= 0 ~ unmôglich, die Abbildung / von zu einer solchen 
Abbildung von C” in den zu erweitern, daB /(/>)=[= 0 für aile Punkte p 
von C” bleibt. 

Wir kônnen diesen Sachverhalt folgendermaBen in Form einer Auf- 
gabe und einer für ihre Lôsbarkeit notwendigen Bedingung ausdrücken 
(dabei erhôhen'wir die Dimensionszahl um 1): 

Erweiterungsaufgabe. Es sei K ein beliebiger {endlicher) Eukli- 
discher Komplex, Kq ein Teilkomplex von K und f eine Abbildung von Rq 
in den Raum R!^^^ — 0 , Man soll diese Abbildung zu einer Abbildung 
von R in den Raum R^'^^ 0 erweitern. 
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Notwendig für die Lôsbarkeit dieser Aufgabe ist die 
Kroneckersche Bedingung. Für jeden n-dimensionalen Zyklus 
von K^y welcher homolog Null in K ist, ist t)([/( 2 :”)], o) = 0; und zwar 
gilt dies für jeden Koeffizientenbereich ^ 

Ist diese Bedingung auch hinreichend für die Lôsbarkeit der Er- 
weiterungsaufgabe? Diese Frage wird für den wichtigsten Fall durch 
den Hauptsatz dieses Kapitels bejaht, nâmlich durch 

Satz I (Umkehrung des allgemeinen Kroneckerschen Exi- 
stenzsatzes). Wenn K hôchstens [n \ydimensional ist, so ist dieKro- 
neckerscheBedingung für dieLôsbarkeit derErweiterungsaufgabe hinreichend. 

Bemerkung I. Wenn die Dimension von K kleiner als n + 1 ist, 
so ist jeder Zyklus z^, welcher cv^o in iC ist, gleich Null, also ist auch 
t)([/( 2 ”)], (?) = 0; die Kroneckersche Bedingung ist also in diesem Falle 
immer erfüllt, und die Erweiterungsaufgabe daher auf Grand des eben 
formulierten Satzes immer lôsbar. 

Bemerkung IL Die Voraussetzung, daB die Dimensionszahl von K 
hôchstens n -\- \ ist, ist im allgemeinen unentbehrlich ; man vgl. Nr. 2 
des ,,Anhanges“ zu diesem Kapitel. 

Bemerkung III. Aus dem Beweis des Satzes wird sich ergeben, 
daB man sich in der Formulierung des Satzes auf die Koeffizienten- 
bereiche 3 = 0^ , m = 2 , 3 » • • • » beschrânken kann ; man kônnte sich 
dies auch von vornherein durch Überlegungen klarmachen, die denen 
aus Kap. V, § 4, Nr. 11, verwandt sind. — 

Der Beweis des Satzes wird aus einer Anzahl verschiedener Schritte 
bestehen und den grôBten Teil dieses Paragraphen einnehmen. 

2. Zurückführung auf Abbildungen in die S'*. Wir führen im 
ein ,,Polarkoordinatensystem'' mit o als Pol ein: es sei eine Sphâre 
mit dem Mittelpunkt o\ für jeden Punkt qa — o verstehen wir 
unter (p{q) denjenigen Punkt von 5”, in den q von o aus projiziert wird, 
und unter r {q) die Entfernung q [q, o) ; dann sind die Punkte q ci 2?"+^ — o 
eineindeutig auf die ,,Polarkoordinaten'‘ r, (p bezogen. 

Die Erweiterungsaufgabe aus Nr. 1 lâBt sich in zwei Teile zerlegen: 
1) Man erweitere die für aile Punkte p cz Kq gegebcne positive Funk- 
tion rf{p) zu einer Funktion rf auf K, die auch dort überall positiv 
ist; 2) man erweitere die Abbildung q)f von Kq in die Sphâre S” zu 
einer Abbildung (pf von K in die S^. 

Die Erledigung des ersten Teiles macht keine Schwierigkeit : diese 
Erweiterung ist auf Grund des allgemeinen Erweiterungssatzes für 
stetige Funktionen (Kap. I, § 6, Nr. 10, Zusatz) immer môglich. 

Es bleibt somit nur der zweite Teil der Aufgabe zu behandeln; da, 
wenn wir unter Z" eine orientierte Sphâre mit Z" = verstehen, die 

1 Es ist also, wenn ^ ein beliebiger Koeffizientenbereich ist, ein Zyklus 
in bezug auf der ooq in bezug auf ^ ist, und t) ist die Verschlingungszahl 
(Ordnung) in bezug auf (^, &)• 
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Ordnung o) gleich dem Grade der Abbildung ç?/ von in die 

SphâreZ" ist (Kap. XII, § i, Nr. 5), ist die Behauptung der Lôsbarkeit 
dieses zweiten Teiles der Aufgabe gleichbedeutend mit dem folgenden 
Satz II, auf den damit der Satz I zurückgeführt ist. 

Sa t Z IL Es sei K ein hôchstens (n + i)-dimensionaler Komplex, 
Kq ein Teükomplex von K und f eine solche Abbildung von Kq in die 
Sphare Z^, daji jeder Zyklus z^ von Kq, der odQ in K ist, mit dem Grade 
Null abgebildet wird {für jeden Koeffizientenbereich). Dann làjit sich f 
zu einer Abbildung von K in Z" erweitern^, 

8. Elementare Hilfssâtze über Erweiterbarkeit und Homotopie 
von Abbildungen. Bevor wir den Beweis des Satzes II angreifen, 
stellen wir einige Hilfssâtze auf, die insofern ,,elementar'' sind, als 
sie nichts mit dem Abbildungsgrad oder anderen Homologiebegriffen 
zu tun haben. 

Hilfssatz I. Kq sei ein Teükomplex des (endlichen, im übrigen he- 
liebigen) Komplexes K; /q und h seien zwei homotope Abbildungen von 
Kq in ein Polyeder Q; /q sei zu einer Abbildung von R in Q erweiterbar . 
Dann ist auch zu einer Abbildung von K in Q erweiterbar. {Q darf 
übrigens auch ein beliebiger topologischer Raum sein.) 

Zwecks Beweises durch vollstândige Induktion verschârfen wir 
diesen Hilfssatz zu 

Hilfssatz la. Ist h (0 1) eine von t stetig abhàngende Schar 
von Abbildungen von Kq in Q, und ist /q zu einer Abbildung Fq von K 
in Q erweiterbar, so là/3t sich die ganze Schar zu einer Abbildungs- 
schar von K in Q erweitern, die für t = 0 mit Fq übereinstimmt. 

Beweis durch vollstândige Induktion bezüglich der Dimension 
von K: Die Behauptung ist trivial, wenn diese Dimension Null ist; 
denn dann braucht man nur {p) — Fq {p) für aile nicht zu Kq ge- 
hôrigen Punkte p von K und aile t zu set zen. Sie sei für aile w-dimen- 
sionalen Komplexe K bewiesen, und K — K'^^^ sei (w + 1)-dimensiona]. 
Ist K^ der Komplex der w-dimensionalen Simplexe von 
so dürfen wir annehmen, daü die Schar bereits auf Kq + K^ 
erklârt ist. Wir haben sie noch im Innern jedes einzelnen (w + 1)- 
dimensionalen, nicht zu Kq gehôrigen Simplexes zu erklâren; auf 
dem Rande ist sie bereits gegeben. Die Définition von im Innern 
von x^^^ geschieht nun so: sei ein f ester innerer Punkt von x^^^, 

q = Çq ein variabler Punkt auf unter q^ verstehen wir den Punkt, 

der die Strecke ^qi im Verhâltnis s : (1 — .s) teilt (0 ^ s ^ 1). Dann sei 

/«(?.) = ft- 2 , i%) für t^2s, ftiq,) = foiq-is-t] für t^2s. 

1-8 \ 2- t/ 

1 Für berandungsfàhige Zyklen — nur solche treten im folgenden auf — 
làBt sich die Définition des Grades im GroÛen (Kap. XII, § 1, Nr. 4) einer Ab- 
bildung g von z^ in die Sphâre Z®, wie man sich leicht überlegt, aufrechterhalten, 
obwohl der Zyklus Z® nicht irreduzibel ist. 
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/j (q,) hàngt offenbar stetig von den drei Verânderlichen s, t, q = q^ 
ab; für i = 0 und beliebiges s fâllt sic mit der auf gegebenen Ab- 
bildung, für s = 0 und beliebiges t fâllt sie mit der auf gegebenen 
Abbildungsschar zusammen. 

Hilfssatz II. Eine Abbildung / des Simplexrandes in das {be- 
liebige) Polyeder Q la fit sich dann und nur dann zu einer Abbildung des 
Simflexes x'' in das Polyeder Q erweitern, wenn [/(^")] homotop Null 
in Q ist, d. h. wenn es eine solche A bbildungsschar ^ , 0 ïlï ^ ëS 1 , von x” 
in Q gibt, dafi /o — / und /j {xA) ein einziger Punkt ist. {Q darf auch ein 
beliebiger topologischer Raum sein.) 

Beweis. Wir verstehen unter q^ einen festen inneren Punkt von x*^ 
und für jeden Punkt q = q^ von unter q^ denjenigen Punkt, der die 
Strecke im Verhâltnis t: {\—t) teilt (0 S < sS 1). Wenn / zu einer 
Abbildung von erweitert werden kann, wenn also / als Abbildung 
des ganzen Simplexes x” angenommen werden darf, so wird durch die 
auf x" erklârte Abbildungsschar h (q) ~ f{q^ , 0-^.t^ \ , die Menge 
/(x") auf den Punkt i{q^) zusammengezogen. Ist andererseits eine 
solche Zusammenziehung môglich, existiert also die in unserem Hilfs- 
satz genannte Abbildungsschar /< von x”, so ist die in dem ganzen 
Simplex x”' erklârte Abbildung fiqi) ~ fti^) ^ine Erweiterung der Ab- 
bildung / von i”. (Der zweite Teil des Hilfssatzes ist übrigens ein 
Spezialfall des Hilfssatzes I, da die zu / homotope Abbildung f^, welche 

auf einen einzigen Punkt abbildet, zu der Abbildung von x”' auf 
densclben Punkt erweitert werden kann.) 

Hilfssatz III. Es seien /q und zwei Abbildungen des Kompak- 
tums F in die S phare S”; in S" gebe es eine nichÜeere offene Menge G 
mit folgender Eigenschaft : für jeden Punkt qc. G sind die Original- 
mengen fjj^{q) und tî^{q) miteinander identisch. Dann sind fg und /j 
miteinander homotop. 

Beweis. Wir fassen S” als Euklidischen Raum R" mit einem zu G 
gehôrigen unendlich fernen Punkt u auf. Für jeden Punkt p c F, 
dessen Bild nicht u ist, — bei /o und /j, was nach Voraussetzung das- 
selbe ist, — verstehen wir unter /((/>) den Punkt des R”, der die Strecke 

foiP) iiiP) ™ Verhâltnis t: {\—t) teilt. Ist fQ(p) (z G — u, so ist fo{p) 
= fl (P) , also fl {p) = /q (P) für aile t. Hieraus und aus der Tatsache, 
daB u innerer Punkt von G ist, folgt : setzen wir ft {p) = fg {p) für aile t 
und aile Punkte p mit fg{p) = «, so ist die Schar fi{p) für aile Punkte 
paF und aile t mit stetig; sie leistet die stetige Über- 

führung von fg in /j. 

Hilfssatz IV. Es sei n ^ 2 , f eine Abbildung der Sphàre Sfff in die 
S phare S“, p ein Punkt auf S”. Dann gibt es eine zu f homotope Ab- 
bildung fl- mit folgender Eigenschaft: die Menge ff^{p) Uegt im Innern 
eines n-dimensionalen {krummen) Simplexes X von SJ, dessen Bild fi{X) 
ein echter Teil von S” ist. 
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Beweis. Da es zu / homotope simpliziale Abbildungen einer Sim- 
plizialzerlegung von S" in eine Simplizialzerlegung K von S" gibt, 
dürfen wir / von vornherein als simplizial annehmen; wir dürfen 
dabei weiter annehmen, daB p innerer Punkt eines Grundsimplexes 
von K ist. Es sei u ein von p verschiedener innerer Punkt eines 
Grundsimplexes von K, Dann hat sowohl p wie u nur endlich-viele 
Originalpunkte in K (weitere Eigenschaften der Simplizialitât von / 
werden nicht benutzt). 

Wir fassen 5^ als Euklidischen Raum mit u als unendlich fernem 
Punkt auf und ebenso als Euklidischen Raum 7?^ mit einem solchen 
unendlich fernen Punkt Uq, daB er nicht zu der endlichen Menge 
gehôrt. Es sei nun X ein w-dimensionales Simplex 
des RJ, das keinen Punkt f~^{u) enthàlt, so daB also f(X) cz R" ist. 

Ist p^ ein Originalpunkt von p, der nicht im Innern von X liegt, 
so gibt es, da w ^ 2 ist, im Innern von X einen Punkt p' derart, daB 
auf der Strecke p^p' kein Originalpunkt von u liegt, und es gibt infolge- 
dessen sogar ein w-dimensionales Simplex % des RJ, das die Strecke p-^p' 
im Innern enthâlt und auch noch fremd zu der Originalmenge von u 
ist; daher ist f{x^ c: — u, Nun verstehen wir unter h die 

folgende Abbildung: im ÀuBern und auf dem Rande von ist = j) 
es sei weiter fi{p') = py und schlieBlich sei, wenn q irgendein Rand- 

punkt von Xi ist, die Strecke p^q durch proportional auf die Strecke 

^ 

pi(q) des R" abgebildet. Da sich von / nur im Innern von unter- 
scheidet, und da die Bilder /(^) und /i(^i) abgeschlossene und be- 
schrânkte Mengen des R^ sind, erfüllt die Menge G = — (/{^i)+/i(^i)) 

die Voraussetzungen des Hilfssatzes III; folglich ist zu / homotop. 
In Xi ist p' der einzige Originalpunkt von p, und p' ist innerer Punkt 
von X, Die Anzahl der nicht im Innern von X gelegenen Original- 
punkte von p ist somit vcrringert worden. Durch Wiederholung dieses 
Prozesses beseitigt man, indem man immer zu homotopen Abbildungen 
übergeht, schlieBlich aile Originalpunkte von py die nicht im Innern 
von X liegen. Das Bild von X bleibt dabei immer eine beschrânkte 
Menge im R^, also ein echter Teil von S^. Damit ist der Hilfssatz IV 
bewiesen. 

Aufgabe. Man beweisc: 1) die Behauptung des Hilfssatzes IV ist für n = 1 
falsch; 2) er kann für n ^2 dahin verschârft werden, daB bei A Originalmenge 
von p ans einem einzigen Punkt besteht. 

4. Lôsung der Erweiterungsaufgabe für das Simplex. Bevor wir 
den Satz II (und damit den Satz I) in voiler Allgemeinheit beweisen, 
erledigen wir den wichtigsten Spezialfall: K ist eine (w + 1)-dimensiO“ 
nale Simplexhülle \x'^'^^\ und Kq der zugehôrige Simplexrand \x^'^^\. 
Die Sâtze I und II gehen dann, bei festem n, in zwei spezielle Sàtze, 
,,Satz I**' und „Satz II**', über: 
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Satz Ijj. Es sei / eine AbUldung von in den Raum R” — o 
und o) = 0 {in bezug auf @). Dann là/it sich f zu einer Ab- 

bildung von in R” — o erweitern. 

Satz II*. Es sei f eine Abbildung von ;c«+i in die Sphàre Z” mit dem 
Grade 0. Dann làfit sich f zu einer Abbildung von in Z" erweitern^. 

Gleichzeitig mit diesen Sâtzen werden wir noch den folgenden be- 
weisen (der in dem Satz V des nâchsten Paragraphen enthalten ist): 

Satz III„. Hat die Abbildung f der Sphàre 5(5 in die Sphàre 5“ den 
Grad Null (in bezug auf @), so ist f zu einer Abbildung von So auf einen 
einzigen Punkt von S” homotop^. 

Der Beweis der Sâtze I*, II* und III„ wird durch vollstândige 
Induktion in bezug auf n erfolgen. Dabei werden wir nacheinander 
zeigen, daB die folgenden Behauptungen richtig sind : 

1) Die Sàtze IIIq und IIIi gelten. 

2) Aus III„ folgt II* (für n 5s 0). 

3) Aus II* folgt I* (für M 5s 0). 

4) Aus I* folgt III„+i (für n:^ t). 

Dann werden die drei Sâtze für aile n^O bewiesen sein. 

Beweis der Behauptung 1. Der Satz IIIq ist trivial, da eine 
Abbildung eines Punktepaares 5^ in ein Punktepaar S® nur dann den 
Grad Null hat, wenn sie Sjj auf einen der beiden Punkte von S® ab- 
bildet. — Im Satz IIIi handelt es sich um eine solche Abbildung / 
einer Kreislinie z = Sj in eine Kreislinie 5^, daB die Umlaufzahl 
(Kap. XII, § 1, Nr. 6) von \J{z)] um den Mittelpunkt o von gleich 
Null ist. Verstehen wir unter fz genau dieselben Abbildungen wic im 
Kap. XII a. a. O. in dem Beweis für den Satz, daB die Umlaufzahl gleich 
dem Grade ist, so haben diese Abbildungen von Sj in die folgenden 
Eigenschaften : sie hângen für 0 :< r ^ 1 stetig von r ab, es ist /o = / 
und /i(Sj) ein einziger Punkt von S^. Folglich gilt Satz IIIi. 

Der Beweis der Behauptung 2 ist in dem Hilfssatz II (Nr. 3) 
enthalten. 

Der Beweis der Behauptung 3 ist bereits in Nr. 2 geführt 
worden. 

Beweis der Behauptung 4. Es ist eine Abbildung / des Grades 
Null von in die mit n^\ gegeben; wir sollen sie stetig so 
abândern, daB die Bildmenge schlieBlich ein einziger Punkt ist; hierfür 
genügt es, zu erreichen, daB die Bildmenge ein echterTeil vonS^'^^ ist; 
denn dann kann man diese Menge stetig auf einen Punkt zusammenzie- 
hen. Wir brauchen also nur einen gewissen Punkt o c durch stetige 

Abânderung von / von der Bedeckung durch das Bild von zu befreien. 

Da w + 1 > 1 ist, dürfen wir den Hilfssatz IV anwenden und daher 
von vornherein annehmen: es gibt einen Punkt o cz für den die 


1 Wegen des Falles n — 0 beachte man die FuBnote auf S. SOI. 
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Menge t~^{o) im Innern eines (n + 1 )-dimensionalen Simplexes X ent- 
halten ist, dessen Bild / (X) ein echter Teil von S”"*" ^ ist. Nun sei u ein Punkt 
von •— /(X), und sei als Euklidischer 2 ?”+^ mit dem unend- 
lich fernen Punkt u aufgefaBt; dann ist /(X) c — u = 2?^+^ Da 
der ,,Grad im GroBen'' der Abbildung / gleich Null ist, ist auch der 
,,lokale Grad"' von / im Punkte o gleich Null (Kap. XII, § 4, Nr. 4); 
da X die ganze Menge (o) enthâlt, ist Null auch der lokale Grad der 
Abbildung / des Simplexes X im Punkte o des 22”’^^; hieraus folgt 
(Kap. XII, § 2 , Satz V): es ist t)([/(X)], o) = 0 . 

Folglich gibt es nach dem Satz I* (den wir ja als bewiesen anneh- 
men) eine Abbildung von X in den Raum 22" — - o, welche auf X 
mit / übereinstimmt. Setzen wir noch (p) = / {p) für aile Punkte 
P cz — X, so ist eine Abbildung von in die Menge — o, 

also auf einen echten Teil von 5""^^ Für jeden Punkt q der offenen 
Menge G = — (/(X) + /i(X)) stimmen die Originalmengen /f ^ [q) und 

{q) miteinander überein ; G ist nicht leer, denn es ist ucz G; daher sind 
nach dem Hilfssatz III die Abbildungen / und h miteinander homotop. 

Damit ist auch die Behauptung 4 bewiesen, und der Beweis der 
Sâtze I*, II*, III^ für aile w 0 ist vollstândig geführt. 

5, Zurückführung des Satzes II auf ein Lemma. Wir nehmen 
jetzt den Beweis des Satzes II (Nr. 2 ) in Angriff und knüpfen un- 
mittelbar an dessen Wortlaut an. Da wir nach Hilfssatz I die ge- 
gebene Abbildung / von Kq durch eine ihr homotope ersetzen dürfen, 
und da es zu / homotope simpliziale Abbildungen von Unterteilungen 
von Kq in eine beliebig vorgeschriebcne Simplizialzerlegung von S" 
gibt (Kap. VIII, §3, Satz I), dürfen wir annehmen: / ist eine sim- 
pliziale Abbildung in einen Simplexrand [. Die zugrunde gelegte 

Unterteilung von Kq dürfen wir als Bestandteil einer Unterteilung von 
K annehmen; dabei ist zu beachten: die im Satz II genannte Voraus- 
setzung bezüglich der ii-dimensionalen Zyklen bleibt bei Unterteilung 
erhalten (dies folgt leicht aus den topologischen Invarianzsâtzen oder 
auch aus Kap. VI, § 2 ). Die Unterteilungen von K und Kq bezeichnen 
wir jetzt auch wieder mit K bzw. Kq, 

Der Beweis des Satzes II hat in einer Erweiterung der Abbildung / 
zu bestehen ; wir werden dièse Erweiterung in drei Schritten ausf ühren ; 
unter K^ verstehen wir im folgenden den Komplex aller hôchstens 
y-dimensionalen Seiten von K, 

1 . Schritt: Erweiterung zu einer Abbildung von Kq + 

2 . Schritt: Erweiterung zu einer solchen Abbildung von Kq + K^, 
daB der Rand jedes (n-f l)-dimensionalen Simplexes von K mit 
dem Grade Null (in bezug auf &) abgebildet wird. 

3 . Schritt: Erweiterung zu einer Abbildung von K. 

Den 1 . Schritt führen wir einfach dadurch aus, daB wir jedem nicht 
zu Kq gehôrigen Eckpunkt von K einen willkürlichen Eckpunkt von 
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zuordnen, und unter f{KQ + K^~^) die durch diese Eckpunkt- 
zuordnung definierte simpliziale Abbildung verstehen. 

Falls K hôchstens w-dimensional ist, führen wir in derselben Weise 
auch den 2. und in diesem Falle letzten — Schritt aus: unter 
der Abbildung / von K = verstehen wir die durch die bereits vor- 
handene Eckpunktzuordnung erklârte simpliziale Abbildung in den 
Simplexrand Die auf die w-dimensionalcn Simplexrânder 

von K beztigliche Vorschrift ist in diesem Falle inhaltslos. 

Von nun an setzen wir K als (w + l)-dimensional voraus. 

Wir nehmen für einen Augenblick an, auch der 2. Schritt sei aus- 
geführt. Dann lâBt sich auch der 3* Schritt ausführen, indem man auf 
jedes einzelne (w + 1)-dimensionale Simplex den Satz II* anwendet. 

Es bleibt also der 2. Schritt auszuführen; schreiben wir der Kürze 
halber Kq statt + so ist die Ausführbarkeit dieses Schrittes 

enthalten in folgendem 

Lemma. Es sei: ein {n \ydimensionaler Komplex; ein 

Teilkomplex von welcher aile hôchstens {n — \)-dimensionalen Sim- 

plexe von enthàlt; der Komplex aller hôchstens n-dimensionalen 
Seiten von f eine solche simpliziale Abbildung von in den Sim- 
plexrand da/3 für jcden n-dimensionalen Zyklus von 

welcher in ist, gilt: f{z^) = 0 (in bezug auf jeden Koeffizienten- 
bereich). Dann là fit sich f zu einer solchen stetigen Abbildung von 
in den Simplexrand erweitern, du fi der Rand x^'^^ jedes Simplexes 
x^^^ von mit dem Grade Null (in bezug auf &) abgebildet wird, 

6. Algebraischer Teil des Beweises des Lemmas. Die in dem 

Lemma genannten Voraussetzungen seien erfüllt. Wir zeichnen unter den 
n -y i orientierten ft-dimensionalen Simplexen von eines aus; es 

heiBe Y”. Da / eine simpliziale Abbildung ist, ist für jeden w-dimen- 
sionalen ganzzahligen Teilkomplex C” von Kq das Bild / (C”) eine Linear- 
form in den orientierten w-dimensionalen Simplexen von mit 

X{C^) bezeichnen wir den Koeffizienteh von Y”’ in dieser Linearform; 
die Zahl xi^^) ist der lokale Grad der Abbildung / von in den in- 
neren Punkten von Y”, Offenbar ist x ^in ganzzahliger Charakter der 
Gruppe L^(Kq)A 

Diese Gruppe ist Untergruppe von eine andere Unter- 

gruppe von L^(K^'^^) ist die Rândergruppe wir stellen die 

Aufgabe, den in L^(K^ erklârten Charakter x zu einem solchen Cha- 
rakter von zu erweitern, daB er für aile Elemente von 

den Wert Null hat (Anh. I, § 5). 

Wir behàupten: Die Aufgabe ist infolge der in dem Lemma aus- 
gesprochenen Voraussetzung lôsbar. Die für die Lôsbarkeit notwendige 
und hinreichende Bedingung ist bekannt (Anhang I, Nr. 69) ; sie lautet: 


^ Es sind hier immer die ganzzahligen Gruppen gemeint. 
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„ist U irgendein Elément von L" (i^o) , welches von der Form u = mx-\-ÿ 
mit m^2, x<z yc ist, so ist x{'^) = 0 mod »î“. 

Wir haben zu zeigen, daB diese Bedingung erfüllt ist. 

Ist U — mx + y c: L” {K^ und y ci H”' so ist u ein ganzzahliger 

Komplex in K^, und für den Komplex r^(«) (vgl. Kap. V, § 3) gilt: 

(u) = (y) , wobei y ein Rand, also y = (^ ist ; folglicb ist {u) ein 

Zyklus modw, und es ist 

~0 (in in bezug auf @J. 

Infolge der Voraussetzung des Lemmas ist daber 

/(r»i(«)) = 0 (in bezug auf ®J; 

das ist gleicbbedeutend mit 

Tm (/(«)) = 0 (in bezug auf @J, 

d. b. : jeder Koeffizient in der ganzzabligen Linearform f{u), also ins- 
besondere die Zabi ;i'(w), ist =0 modw. 

Die Erweiterungsaufgabe für den Cbarakter % ist also lôsbar; wir 
baben somit einen ganzzabligen Cbarakter x der die fol- 

genden Eigenscbaften besitzt: 1) für jedes «-dimensionale Simplex x^ 
von Kq ist X (^o) der Grad der Abbildung / im Innern von Y" ; 2) für 
jeden Simplexrand von ist xi^’^'^^) ~ 0. 

7. Geometriscber Teil des Beweises des Lemmas. Wir werden jctzt 
die in Kq erklârte simpliziale Abbildung / zu einer solcben stetigen Ab- 
bildung / von Kq + K”' in erweitern, daB die Abbildung jedes 

«-dimensionalen Simplexes x" von K” in den inneren Punkten von Y 
den Grad ;f(x") bat. Damit wird das Lemma bewiesen sein; denn bei 
dieser Abbildung / bat für jeden Teilkomplex C” von K” der Grad in 
den inneren Punkten von Y" den Wert x ’> ist C“ Zyklus, so ist 
dies zugleicb der Grad (,,im GroBen“) der Abbildung / von C" in 
da %(x"'''*) = 0 für jeden Simple.xrand x"''"* in ist, erfüllt somit / 

die Bebauptung des Lemmas. 

Wir versteben unter K’j den Komplex derjenigen n-dimensionalen 
Simplexe von K”, welcbe nicbt zu gebôren, und unter K”"' den 
Komplex der {n — fj-dimensionalen Simplexe von K". Dann ist die Môg- 
licbkeit der Konstruktion von / entbalten in dem folgenden elementaren 

Hilfssatz. Es sei K’I ein n-dimensionaler Komplex und der 
Komplex seiner {n — \)-dimensionalen Seiten; eine simpliziale Abbildung f 
von in den Simplexrand | ist gegeben; ferner ist jedem orien- 

tierten n-dimensionalen Simplex x” von K’j eine ganze Zahl xi^l) 
geordnet. Dann là fit sich f zu einer solchen stetigen Abbildung von Kl 
in ^"+i erweitern, dafi die Abbildung jedes Simplexes x" in den inneren 
Punkten des fest gewàhlten n-dimensionalen Simplexes Y" von 
^ einen Grad besitzP und dafi dieser den Wert xi^l) (w > 0). 

^ D. h. daD die Randbilder f{i”) nicht in das Innere von Y" eintreten. 
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Beweis des Hilfssatzes. Im Innern jedes Simplexes zeichnen 
wir \x (^i ) I zueinander fremde w-dimensionale Simplexe aus und bilden 
jedes von ihnen affin auf \Y^\ ab, und zwar, bei Zugrundelegung der 
durch Xi gegebenen Orientierungen, positiv oder negativ auf Y" je 
nach dem Vorzeichen von Verstehen wir unter das Polyeder, 

welches aus durch Herausnahme der Innengebiete dieser Simplexe 
entsteht, so müssen wir noch so in abbilden, daB das Innen- 

gebiet von Y” keine neue Bedeckung mehr erleidet. Sowohl als 
auch die Rànder der herausgenommenen Simplexe sind in die Menge 
E = I I __ I Y« I abgebildet ; diese Abbildung soll zu einer Abbildung 
von Pi in E erweitert werden. Da E offenbar ein n-dimensionales 
Elément ist, ist diese Erweiterung auf Grund des allgemeinen Erweite- 
rungssatzes (Kap. I, § 6, Nr. 10, Zusatz) môglich. 

Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, und dadurch sind auch die Be- 
weise des Lemmas (Nr. 5), des Satzes II (Nr. 2) und des Satzes I (Nr. 1) 
vollstàndig zu Ende geführt. 

8. Das Kriterium für die lokale Wesentlichkeit von Abbildungen 

in den J?'*. Wir benutzen den soeben bewiesenen Satz I, uni eine wichtige 
Tatsache zu beweisen, die sich auf den Begriff der ,,relativen Wesent- 
lichkeit einer Abbildung in einem Punkte"' (Kap. XII, § 4, Nr. 6) bezieht. 

Satz IV. Es sei: K ein n-dimensionaler KompleXy Kq ein Teilkom- 
plex von K; ferner f eine Abbildung von K in den und o ein Punkt 
in — /(Kq). Dann lautet die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafÜYy daP die Abbildung f von K relativ zu Kq wesentlich in o ist y fol- 
gendermaPen : es gibP einen n-dimensionalen Relativzyklus in K bis auf Kq, 
dessen Abbildung im Punkte o einen von Null verschiedenen Grad hat^, 

Beweis. Wenn es einen derartigen Relativzyklus C” gibt, so ist 
die Abbildung von relativ zu wesentlich in o (Kap. XII, § 4, 
Satz VIII; das dort als K bezeichnete Polyeder ist jetzt der R^)\ da 
aber (î” c: Kq ist, besteht diese Wesentlichkeit erst recht relativ zu Kq. 

Es gebe jetzt keinen derartigen Relativzyklus C”. Dann erfüllen 
die Abbildung /, die Komplexe K und sowie der Punkt o die ,,Kron- 
eckersche Bedingung"' (Nr. 1 ; gegenüber der dortigen Bezeichnung ist 
die Dimensionszahl um 1 erniedrigt). In der Tat: Ist z'^~^ ein Zyklus 
in Kq, der cv:>0 in K ist, so gibt es einen Komplex a K mit 

= 2 :"“^ c: Kq; dieser C” ist ein Relativzyklus bis auf der Grad 
seiner Abbildung im Punkte o ist nach Voraussetzung Null; dieser 
Grad ist aber® gleich der Ordnung von o in bezug auf da diese 

Ordnung somit Null ist, ist die Kroneckersche Bedingung erfüllt. 

Daher gibt es nach dem Satz I eine Abbildung /, von R in den 
Raum R” — 0 , die auf Rg mit / übereinstimmt. Verstehen wir für 

1 In bezug auf einen gewissen Koeffizientenbereich. 

2 Ein Analogon zu diesem Satz ist der Satz V des § 2. 

8 Kap. XII, § 2, Satz V. 
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und für jeden Punkt paK unter f^{p) denjenigen Punkt 

des 2?”, der die Strecke j[p) f^[p) im Verhâltnis t: [\ — t) teilt, so wird, 
wenn t von 0 bis 1 lâuft, / unter Festhaltung der Bilder aller Punkte 
von Rq in die Abbildung übergeführt. Da o et [K) ist, bedeutet 
dies: die Abbildung / ist relativ zu unwesentlich im Punkte o, 

Damit ist der Satz IV bewiesefi. 

Korollar. Wenn die Abbildung f von K in den relativ zu Rq 
wesentlich in einem Punkt von R”' — f (Rq) ist, so enthàlt K einen n-dimen~ 
sionalen von Null verschiedenen Relativzyklus bis auf Kq, 

Bemerkung . Über den Koeffizientenbereich dieses Relativzyklus 
sagt der Satz IV unmittelbar nichts aus. Jedoch ergibt sich aus der 
,, Bemerkung III"' in Nr. 1 : es existiert jedenfalls ein Relativzyklus in 
bezug auf einen der Koef f izientenbereiche , w ^ 2 . 

§ 2. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder 
in die n-dimensionale Sphâre. 

1. Aquivalenz von Homologie und Homotopie. Nach Kap. VIII, 
§ 3, sind zwei homotope Abbildungen einander stets vollstândig homolog. 
Hiervon beweisen wir jetzt für einen wichtigen Fall die Umkehrung: 

Satz 1. Sind zwei Abbildungen eines [endlichen) n-dimensionalen 
Polyeders in die n-dimensionale Sphàre einander vollstândig homolog'^, so 
sind sie einander auch homotop. 

Bemerkung. Der analoge Satz für die Abbildungen eines r-dimen- 
sionalen Polyeders in die S” ist für r Ci n offenbar trivial; für r > w ist 
er falsch: man vgl. Nr. 2 des „Anhanges'' zu diesem Kapitel. 

Beweis. Es sei ein w-dimensionaler Komplex, und /q, seien 
zwei Abbildungen von R = P in die Sphâre S", die miteinander voll- 
stândig homolog sind. 

Um zu zeigen, daü /q und einander homotop sind, konstruieren 
wir — âhnlich wie bei dem Beweise des Satzes IV in Kap. VIII, § 3 ■“ 
das topologische Produkt Z (P) von P mit der durch 0^tC\ ge- 
gebenen ^Strecke; die Bezeichnungen {p, t), Z(Ko) haben die- 

selben Bedeutungen wie a. a. O. im Kap. VIII. Durch /(^, 0) = /o(/>) 
und i{pi\) = fi{p) ist eine Abbildung von Kq + ATi in die gegeben; 
wir haben die Aufgabe, sie zu einer Abbildung / von Z (P) zu erweitern ; 
denn ist eine solche Erweiterung konstruiert, so wird uns durch /^(/)) 
= f{p, t) für 0-^tC\ eine Abbildungsschar von P in S" geliefert, 
welche die Überführung von /q in leistet. 

Wir haben also zu zeigen, daB die Erweiterung der auf + Ri 
gegebenen Abbildung / zu einer Abbildung von Z (P) = Z {K^ môglich 
ist. Auf Grund des Satzes II im § 1 lautet die hinreichende (und auch 


1 Vgl. Kap. V, § 4, Nr. 16. Man beachte übrigens die FuBnote auf S. 510 . 
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notwendige) Bedingung für diese Erweiterbarkeit folgendermaBen : 
,,Ist Z ein w-dimensionaler Zyklus in + welcher cndQ in 7.(K^ 
ist, so wird Z durch / mit dem Grade Nul! in die S" abgebildet/' 

Um zu beweisen, daB diese Bedingung erfüllt ist, bestimmen wir 
zunàchst diejenigen w-dimensionalen Zyklen in welche coQ 

in Z {Kq) sind : jeden solchen Zyklus Z konnen wir in der Form Z ~Zi~- Zq 
schreiben, wobei z^, Zq algebraische Komplexe in bzw. Kq sind; da 
Z == 0 und daher Zi == Ïq y andererseits aber z^cz Ki, ZqCZ Kq y also 
j Zi I und I Zq I fremd zueinander sind, ist = Zq = 0; somit sind Zi 
und Zq Zyklen. Vermôge der zwischen Xq, K^ und K bestehenden 
Isomorphismen entsprechen ihnen Zyklen z bzw. z' in K. Bezeichnet 
ferner Zq den Zyklus in der z und z^ entspricht, so ist (vgl. Kap. IV, 
§ 6, Nr. 2) Zi Zq in Z {Kq) ; folglich ist 

Z ooZq — Zq in z (Kq) . 

Da wir voraussetzen, daB Z cnd o in Z{Kq) ist, ist auch . 2 : 0 “ in 
Z{Kq). Wir behaupten: es ist sogar 

(1) ^ 2:0 — > 2:0 0 in Kq. 

In derTat: (p sei die Abbildung von Z {Kq) auf Â'o> die durch q){p, t) 
= {py 0) gegeben ist ; aus der Homologie Zq c^z'o in Z (Ko) folgt: 

— ~0 in Ko, also, da (p auf Ko die Identitât ist, die Homo- 

logie (1). 

Da nun unsere Zyklen ebenso wie Ko «-dimensional sind, ist die 
Homologie (1) eine Gleichheit, und daher ist 

(2) Z^z^-zo, 

wobei die in K^ bzw. Ko gelegenen Zyklen z, , Zq demselben Zyklus z 
in K entsprechen. Die derart gebildeten Zyklen Z sind somit die ein- 
zigen tî-dimensionalen Zyklen in Kq + K-^^, welche cv^o in Z (K) sind. 

Infolge der vorausgesetzten Homologie-Àquivalenz der Abbildun- 
gen fo und /, wird der Zyklus z durch und durch /, mit demselben 
Grade abgebildet; d. h.; Zq und z, werden durch / mit demselben Grade 
abgebildet ; daher ist der Grad, mit dem der durch (2) gegebene Zyklus Z 
abgebildet wird, gleich Null. 

Die Bedingung für die Erweiterbarkeit der auf Ko -f K^ gegebenen 
Abbildung / zu einer Abbildung von Z (K) ist also erfüllt, und der 
Satz I ist bewiesen. 

Auf Grund von Kap. V, § 4, Nr. 1 6, konnen wir dem Satz I auch 
die folgende Fassung geben^: 

^ A. a. O. ist nur von simplizialen Abbildungen die Rede ; da es aber zu je 
zwei stetigen Abbildungen /q, /j von K in S" ihnen homotope simpliziale Abbil- 
dungen /', /' ein und derselben (hinreichend feinen) Unterteilung K' von K in 
eine teste Simplizialzerlegung von S" gibt (Kap. VIII, § 3, Satz I), lassen sich die 
zitierten Sâtze aus Kap. V ohne weiteres auf stetige Abbildungen übertragen. 
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Satz r. Es set ^>0.^ Dafür, dafi die Abbildtmgen und h des 
n-dimensionalen Polyeders R = P in die Sphàre einander homotop 
sind, ist jede einzelne der beiden folgenden Bedingungen notwendig und 
hinreichend : 

1) ]edeY n-dimensionale Zyklus in bezug auf SRi in K wird durch /q 
und durch h mit dem gleichen Grade {in bezug auf abgebildet; 

2) für jede Zahl m'^2 wird jeder n-dimensionale Zyklus mod m in K 
durch /o und durch mit dem gleichen Grade {in bezug auf abgebildet, 

2. Aufzâhlung der Abbildungsklassen in den einfachsten Fâllen. 
Es bezeichne auch weitcrhin K einen w-dimensionalen Komplex; wir 
werden uns jctzt aber auf besonders einfache Komplexe beschranken^. 

Wir beginnen mit dem folgenden 

Hilfssatz. Ist Z ein n-dimensionaler Zyklus {irgendeines Koeffi- 
zientenbereiches 3) dem n-dimensionalen Komplex ÜC", und tritt in z 
ein Simplex x^ von mit dem Koeffizienten t auf y so gibt es zu jeder 
ganzen Zahl k eine solche Abbildung f von in die 5”, dafi z mit dem 
Grade kt {in bezug auf abgebildet wird^ (n > 0). 

Beweis. Wir dürfen 5" als Simplexrand auffassen; dem 

orientierten Komplex entspreche die zugrunde gelegte Orien- 

tierung von S^; in trete das w-dimensionale Simplex Y" mit dem 

Koeffizienten +1 auf. Wir bilden das aus den (n — 1)“dimensionalen 
Seiten von bestehende Polyeder R^~^ auf den nicht zu |y^| ge- 
hôrigen Eckpunkt von ab; ferner setzen wir xi^^) 

Xi^i) — 0 für jedes von \x^\ verschiedenc f^-dimensionale Simplex \x^\ 
von K. Dann erweitern wir die schon erklarte Abbildung von 
gemâB dem Hilfssatz in § 1, Nr. 7, zu einer Abbildung / von in 
== S^. Diese Abbildung / bat offenbar die gewünschte Eigen- 
schaft. 

Satz IL Die Abbildungen des n-dimensionalen Polyeders P — K in 
die bilden dann und nur dann eine einzige Abbildungsklassey wenn K 
azyklisch ist (Kap. VII, § 1, Nr. 6). 

Beweis. Für n == 0 ist der Satz richtig: demi dann enthalt eincr- 
seits K einen von Null verschiedenen w-dimensionalen Zyklus, ist 

1 Im Fall n =. 0 kann man nicht von dem Grade einer Abbildung eines 
Zyklus in die Sphâre S” sprechen, da S® nicht einfach geschlossen ist. 

2 Der Fall beliebiger w-dimensionaler Komplexe wird in den folgenden Arbeitcn 
erledigt: H. Hopf: Die Klassen der Abbildungen der w-dimensionalen Polyeder 
auf die w-dimensionale Sphare. Comm. Math. Helvet. 5 (1932). — H. Freu- 
denthal: Die Hopfsche Gruppe. Compos. Math. 2 (1935). — In üer Arbeit von 
Freudenthal wird gezeigt, daû man die Bettische Zahl />"(A") eines w-dimen- 
sionalen Komplexes durch die Betrachtung der Abbildungskla.ssen von A" in die 
Sphàre S” bestimmen kann. Diese Arbeit bezieht sich übrigens nicht nur auf 
Polyeder, sondern auf beliebige w-dimensionale Kompakten. 

3 Hier und im folgenden ist immer eine Orientierung von S” fest zugrunde 
gelegt. 
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also nicht azyklisch, und andererseits bilden die Abbildungen von 
in das Punktepaar S® wenigstens zwei Klassen. Es sei also n > 0. 

Wenn K nicht azyklisch ist, also einen von Null verschiedene 
n-dimensionalen Zyklus z enthâlt, so gibt es nach dem Hilfssatz ein 
Abbildung, bei welcher z mit von Null verschiedenem Grade abgebild( 
wird; diese Abbildung hat einen anderen Homologietypus, gehôrt als 
zu einer anderen Abbildungsklasse als die Abbildung von K ai 
einen einzigen Punkt q von S"; die Klassenanzahl ist also grôBer als Ein 

Wenn K azyklisch ist, so folgt aus dem Satz 1', daB jede Abbi 
dung / mit der eben genannten Abbildung homotop ist; folglic 
gehôren aile Abbildungen zu derselben Klasse wie die Abbildung F 

In dem damit bewiesenen Satz II haben wir keinen Koeffizienter 
bereich bevorzugt; wir kônnen aber denselben Satz auch folgendei 
maBen aussprechen: 

Satz ir. Dafür, dafi die Abbildungen des n-dimensionalen Pol) 
eders P = R in die 5" eine einzige Klasse bilden, ist jede einzelne di 
folgenden drei Bedingungen notwendig und hinreichend : 

1) ist p^(K) = 0 und T^-^(K) = 0; 

2) es ist =0, d, h, K enthâlt keinen von Null verschiedene 

n-dimensionalen Zyklus in bezug auf JRj; 

3) für jedes m ^ 2 ist B^^^{K) =0, d. h, K enthâlt keinen von Nu 
verschiedenen n-dimensionalen Zyklus mod m, 

Denn die Bedingung 1) ist nach Kap. V, § 4, Nr. 3 gleichbedeuten 
damit, daB es in K keinen von Null verschiedenen w-dimensionale 
Zyklus in bezug auf irgendeinen Koeffizientenbereich gibt; daB di 
Bedingung 2) mit der Bedingung 1) gleichwertig ist, ergibt sich ar 
Kap. V, § 4, Nr. 7, und die Gleichwertigkeit der Bedingungen 
und 1) folgt aus Kap. V, § 4, Nr. 9 (oder auch schon aus Kap. V, § ; 
Nr. 8). — 

Satz III. Das n-dimensionale Polyeder P = K sei einjach geschlot 
sen; Z sei ein (ganzzahliger) irreduzibler Zyklus mit \Z\ — K, Dan 
gibt es unendlich viele Klassen von Abbildungen von K in S^, nâmlic 
zu jeder ganzen Zahl k genau eine Klasse, dur ch der en Abbildungen . 
mit dem Grade k abgebildet wird (n > 0). 

Beweis. Da jedes Simplex in Z den Koeffizienten :£! hat^, git 
es nach dem am Anfang dieser Nummer bewiesenen Hilfssatz zu jede 
Zahl k eine Abbildung, durch welche Z mit dem Grade k abgebilde 
wird. Um zu zeigen, daB zwei Abbildungen mit übereinstimmende 
Gradzahl zu derselben Klasse gehôren, haben wir uns infolge de 
Satzes I nur davon zu überzeugen, daB zwei solche Abbildungen der 
selben Homologietypus besitzen. Dies aber ergibt sich einfach darau: 
daB es in K keine anderen w-dimensionalen Zyklen (irgendwelche 
Koeffizientenbereiche) gibt als die Zyklen tZ (Kap. VII, § 1, Satz IV 


1 Kap. VII, § 1, Nr. 5- 
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Satz IV. Das Polyeder R ~ P sei irreduzibel geschlossen und sein 
natürlicher Modul sei m ^2\ Z sei ein irreduzibler Zyklus mod m mit 
\Z\~ K, Dann gibt es genau m Klassen von Abbildungen von R in S^, 
nàmlich zu jedem Elément ta genau eine Klasse, durch deren Ab- 
bildungen Z mit dem Grade t {in bezug auf abgebildet wird. 

Beweis. Wir dürfen annehmen, daü in Z ein Simplex mit dem 
Koeffizienten r^(1) auftritt (Kap. VII, § 1, Nr. Ç). Daher ergibt sich 
wie im Beweise des Satzes III: zu jeder ganzen Zahl k gibt es wenig- 
stens eine Klasse, durch deren Abbildungen Z mit dem Grade 
abgebildet wird. Zu zeigen bleibt: zwei Abbildungen / und g mit 
gleichem k haben denselben Homologie t y pus. 

Wir dürfen / und g als simpliziale Abbildungen von K in den 
Komplex | | annehmen, wobei Zj eine orientierte Sphare ist ; dann ist 

/(Z) =^g(Z) = iv,(yfe).Z,. 

Bei Benutzung der Bezeichnungen aus Satz V in Kap. VII, §1, ist 
daher 

kZ^ + mC , ^a^g (x,:) kZi + mC' , 

wobei C und C' ganzzahlige Komplexe in jZ^j sind. Ist nun z irgend- 
ein w-dimensionaler Zyklus (irgendeines Koeffizientenbereiches in K, 
so ist 2 : — t^a^Xi, wobei t c: ^ und mt — 0 ist, also 

f{z) = ktZ^, g{z) ktZ^\ 

da soniit f{z) ^ g(z) für jeden w-dimcnsionalen Zyklus 2 : in K ist, 
sind / und g einander vollstandig homolog, w. z. b. w. 

Folgerung aus den Satzen III und IV. Die Abbildungen der 
n-dimensionalen geschlossenen Pseudomannigfaltigkeit R in die Sphare S^* 
bilden unendlich viele oder zwei Klassen, je nachdem K orientierbar oder 
nichtorientierbar ist. 

3. Wesentlichkeit von Abbildungen. Dal3 eine Abbildung / von K 
in die S'^ unwesentlich ist, bedeutet (Kap. XII, § 4, Nr. 6): es gibt eine 
mit / homotope Abbildung /', bei welcher die Bildmenge f {R) ein 
echter Teil von ist; da man jeden echten Teil von auf der S'' 
stetig in einen Puiikt zusammenziehcn kann, ist dann / sogar zu einer 
Abbildung jFq von R auf einen einzigen Punkt homotop; daher bilden 
(für n > 0) die unwesentlichen Abbildungen von R in die 5” eine 
einzige Klasse. Nach Satz I ist die • Homotopie zwischen / und Fj, 
gleichbedeutend mit der vollstândigen Homologie zwischen diesen beiden 
Abbildungen; daher gilt der 

Satz V. Für einen n-dimensionalen Komplex K ist die Abbildung / 
von R auf die Sphare S^ dann und niir dann wesentlich, wenn es in K 
einen n-dimensionalen Zyklus z gibt, der durch / mit einem von Nuit 
verschiedenen Grade abgebildet wird {n > 0).^ 

1 Ein Analogon zu diesem Satz ist der Satz IV des § i. 
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Beispiel. Es sei Q ein ebener Kreisring mit den Randkreisen ferner 

seien , Wg zwei ganze positive Zahlen ; man identifiziere auf Ki je zwei Punkte, 

die bei einer Drehung von Ki um den Winkel — zur Deckung gebracht werden 

nii 

kônnen {i ~ \ , 2); dann entsteht ans Q ein Komplex (vgl. Nr. 13 des 

Anhanges zu den Kap. IV, V, VI); ans werden zwei einfach gcschlossene 

Polygone k^, Nun sei / die folgende Abbildung von Qm^, 3,uf die Kugel- 
flàche 5‘-^: die Polygone ki, werden auf zwei zueinander antipodische Punkte 
a^, «2 von abgebildet und diese Abbildung wird in naheliegender Weise durch 
eine topologische Abbildung von auf 5^ — — «g zu einer Ab- 
bildung von auf erweitert. 

Wenn der grôBte gemeinsame Teiler (Wj, tWg) — 1 ist, so enthâlt keinen 

von Null verschiedenen zweidimensionalen Zyklus (irgendeines Koeffizienten- 
bereiches) ; ist aber (m^, m^) > 1 , so gibt es einen zweidimensionalen Zyklus Z 
mod (m^ , mit \Z \ = dieser wird durch / mit dem Grade J: 1 

(in bezug auf @(mi. m^)) abgebildet. Daraus folgt nach Satz V : 

Die Abbildung f ist dann und nur dann wesentlich, wenn der grô/3te gemein- 
same Teiler [m^, > 1 ist. — 

Wenn wir die Homotopie zwischen / und Fq nicht wie im Satz V auf 
Grund des Satzes I, sondern auf Grund des Satzes 1' charakterisieren, 
so ergibt sich der 

Satz V'. Dafür, dafi die Abbildung f des n-dimensionalen Poly- 
eders K auf die wesentlich isty ist jede einzelne der beiden folgenden 
Bedingungen notwendig und hinreichend > 0) : 

1) ein n~dimensionaler Zyklus in bezug auf in K wird mit von 
Null verschiedenem Grade [in bezug auf 9îi) abgebildet; 

2 ) ein n-dimensionaler Zyklus mod m {mit einem gewissen m ^ 2) 
in K wird mit von Null verschiedenem Grade {in bezug auf abgebildet. 

Ferner kônnen wir die Sàtze II und II' folgendermaBen formulieren: 

Satz VL Das n-dimensionale Polyeder K là fit sich dann und nur 
dann wesentlich auf die abbilden, wenn es in K einen von Null ver- 
schiedenen n-dimensionalen Zyklus gibt {n > 0). 

Satz Vr. Fur die Unmôglichkeit, das n-dimensionale Polyeder K 
loesentlich auf die S”' abzubilden, ist jede einzelne der im Satz IP ge- 
nannten Bedingungen 1, 2, 3 notwendig und hinreichend (n > 0). 

4. Ein Entschlingungssatz. Mit Hilfe der vorstehenden Satzc III 
und IV beantworten wir jetzt eine „Entschlingungsfrage'* (Kap. XI, 
§2, Nr. 3): 

Satz VII. Es sei o ein Punkt im und j = [/(-^)] cin irreduzibler 
stetiger {n — \ydimensionaler Zyklus in R^~o, fur den b(j,o) — 0 ist 
{in bezug auf & oder je nach dem natür lichen Modul von Z), der also 
yyUnverschlungen*' mit o ist. Dann ist 5 homotop Null in R^~o, d. h.: 
man kann 5 innerhalb R^~o auf einen Punkt zusammenziehen; mit 
anderen Worten: die Zyklen j und 0 sind ,,entschlingbaZ\ 

Beweis. Verstehen wir wie früher un ter eine Sphâre mit 

dem Mittelpunkt 0 und für jeden Punkt qc: R^ ~ 0 unter (p {q) den 
Punkt von in den q von 0 aus projiziert wird, so sind die Zyklen 
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[/ {Z)] und [cp f (Z)] einander homotop in ~ o (Satz von Poincaré- 
Bohl). Die Abbildung 9?/ von Z in die bat den Grad t) ([cpfiZj] , 0) 
= "oilfiZj], 0) == 0; sie gehôrt daher nach den Sâtzen III und IV zu 
derselben Klasse wie eine beliebige andere Abbildung F von Z in die 
deren Grad ebenfalls Null ist; wir wahlen als F die Abbildung 
von Z auf einen einzigen Punkt von Durch die stetige Uber- 

führung von q)f in F wird der Zyklus [(pf(Z)] innerhalb — 0 auf 
einen Punkt zusammengezogen ; damit ist der Satz bewiesen. 

§ 3. Die Abbildungen n-dimensionaler Polyeder in die 

Kreislinie. 

1. Die Abbildungen der n-dimensionalen Sphàren in die Kreislinie. 

Wir beginncn mit einem Satz, den wir nachhcr (Satz VI) verallgemeincrn 
werden : 

Satz I. Ist n ^22, so bilden die Abbildungen der n-dimensionalen 
S phare in die Kreislinie eine einzige Klasse und sind also un- 
wesentlich, 

Beweis. Wir führen auf eine Winkelkoordinate ^ in der üblichen 
Weise ein und werden zu jedei Abbildung / von 5 ^^ in eine für aile 
Punkte P cz 5 ^ eindeutige und stetige Funktion B [p) mit folgender 
Eigenschaft konstruieren : B{p) ist einer der Werte von jS, die zu dem 
Punkte f{p) gehôren; dabei ist zu beachtcn, dal 3 fi in jedem Punkt 
von nur modulo 2 n bestimmt ist. 

Wenn B {p) konstruiert ist, wird miser Satz in wenigen Worten be- 
wiesen sein : wir verstehcn dann unter die Abbildung von S” in welche 
jedem Punkt p als Bild f^{p) den Punkt mit der Koordinate tB{p) zu- 
ordnet; diese Schar (0 '</^l) vermittelt die Homotopie zwischen 
/i — / und der Abbildung /g, die auf einen einzigen Punkt von 
namlich den Punkt /S = 0, abbildet. 

Es handelt sich also nur um die Konstruktion von B[p). Hierfür 
zeichnen wir einen Punkt />q auf S" aus und verstehen unter B{p^ 
einen willkürlich, aber fest gewahlten unter den Werten von jS, die 
zu / (/>o) gehoren. Nun sei p irgendein Punkt auf und tv ein Weg in S”, 
der pQ mit p verbindet, d. h. ein stetiger Komplex [g(^)], wobei a; eine 
orientierte Strecke, x ^b — a, g {a) =--- po, g {b) ^ p ist. Die Strccke x 
ist durch fg in abgebildet; dann lâBt sich — analog wie in Kap. XII, 
§ 1, Nr. 6 — auf x eine eindeutige und stetige Winkelfunktion F mit 
folgenden Eigenschaften erklâren: für jeden Punkt q c: x ist F{q) einer 
der zu fg(q) gehôrigen Werte von und es ist F (a) B (Pq) ; hierdurch 
ist F eindeutig gegeben. 

Wir setzen nun fi (tp) = F (b) und behaupten : der Wert fi (tv) ist 
von der Wahl des Weges tü unabhàngig, also nach Festlegung von 
fi(^o) — von dem Punkt p abhângig. 


33 * 



5^6 XIII. Homotopie- und Erweiterungssâtze für Abbildungen. 

In der Tat: ist tp' ein zweiter Weg von nach p, so sei j der ge- 
schlossene Weg, der entsteht, wenn man auf —to von p nach pQ und 
dann auf to' von pQ nach p zurück làuft (es ist klar, wie man eine Para- 
meterdarstellung [G(z)] von 3 aus den Parameterdarstellungen von w 
und rt)' zusammensetzt) ; nun durchlaufe der Punkt q den Weg und 
die Winkelkoordinate des Bildpunktes f(q) hânge stetig von f(q) ab. 
Wâhrend q den ersten Teil —tü von g durchlâuft, ist die Ànderung 
von P gleich — 5 (it)); beim Durchlaufen des zweiten Teiles tp' ist die 
Ànderung gleich fi(tp'); die Gesamtânderung ist somit B(tp') — 

Andcrerseits ist diese Ànderung gleich k • In, wobei k die Umlauf- 
zahl des auf 5 ^ gelegenen stetigen Zyklus / (g) = [fG{z)] um den Mittel- 
punkt von 5 ^, also der Grad der Abbildung fG ist. 

Nun ist aber g oo 0 in S”, da S" die w-dimensionale Sphâre und 
n -^2 ist; da / eine Abbildung von in den Kreis ist, ist daher 
auch fil) = [fG{z)] 0 in S^] folglich hat die Abbildung fG den Grad 

Null, es ist also Æ — 0, und daher auch B(tp') ~ B(rD) ~ 0. Damit 
ist gezeigt, daü in der Tat die Zahl ^(tp) von der Wahl des Weges tP 
unabhangig ist; wir dürfen sie daher B{p) nennen. Die Stetigkeit dieser 
auf eindeutigen Funktion ergibt sich unmittelbar aus der Stetigkeit 
der oben eingeführten Winkelfunktion F. Damit ist der Satz I bewiesen. 

2. Erweiterungssâtze. Aus diesem Satz und dem Hilfssatz II in 
§ 1, Nr. 3, folgt 

Satz IL Es SCI w , 2 imd f eine heliebige Abbildung des Simplex- 
randes in die Kreislinie 5 ^. Dann làjit sich f zu einer Abbildung 
des Simplexes x^'^^ in erweitern. 

Hieraus leiten wir leicht den folgenden Zusatz zu dem Satz II des 
§ 1 ab: 

Satz III. E s sei K ein Komplex beliebiger Dimension, Kq ein Teil- 
komplex von K und f eine solche Abbildung von Kq in die Kreislinie .SL 
daP jeder eindimensionale Zyklus z^ von Kç^, der rv:0 in K ist, mit dem 
Grade Null abgebildei wird {für jeden Koeffizientenhereich). Dann làpt 
sich f zu einer Abbildung von K in erweiterfi. 

Beweis. Unter verstehen wir für r ™ 0, 1 , . . . den Komplex 
der hôchstens z-dimensionalen Seiten von K. Dann ist die Erweiter- 
barkeit von / zu einer Abbildung von Kq -f in dem Satz II des § 1 
enthalten. Nun sei / bereits zu einer Abbildung von Kq + er- 
weitert {r:^ 2 )', um / auch auf dem Polyeder zu erklâren, hat 

man für jedes einzelne (z + I)-dimensionale Simplex x^'^^ von die 
auf dem Rande schon gegebene Abbildung zu einer Abbildung x^^^ 
zu erweitern. Dies ist auf Grund des Satzes II immer môglich. Damit 
ist der Satz III bewiesen. 

Bemerkung. Auf Grund der Tatsache, daB jeder eindimensionale Zyklus 
ein Zyklus erster Art ist^, làfit sich zeigen, daÛ man die im Satz III für Zyklen 


1 Vgl. Kap. V, § 4, Nr. 3, Formel ( 6 **). 
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beliebiger Koeffizientenbereiche formulierte, für die Erweiterbarkeit der Abbildung 
hinreichende Bedingung durch die folgende ersetzen kann, die formai schwàcher 
ist: ,,Jeder ganzzahlige Zyklus in welcher modm in K berandet (vgl. Kap. V, 

§ 3, Nr. 10), wird mit einem (ganzzahligen) Grade abgebildet, der =0 modm 
ist.“ — Den Beweis der Âquivalenz beider Bedingungeri überlassen wir dem Leser. 

Ebenso wie im § 1 der Satz I aus dem Satz II hergeleitet wurde, 
kônnen wir jetzt aus dem soeben bewiesenen Satz III die folgende 
Tatsache ableiten: 

¥üy die Lôsbarkeit der im § 1, Nr, 1, jormulierten ,,Erweiterungsauj- 
gabe* ist, wenn n — i ist, die dort ausgesprochene ,,Kroneckersche Be- 
dingung'' nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend, — gleichgültig, 
welche Dimension der Komplex K hat. 

3. Abbildungsklassen ; Wesentlichkeit. Dieselbe Betrachtung, 
welche im § 2 den Satz I auf den Satz II des § 1 zurückzuführen ge- 
stattet hat, lehrt — ohne daB wir sie zu wiederholen brauchen —, daB 
der nachstehende Satz eine Folge des soeben bewiesenen Satzes III ist: 

Satz IV. Sind zwei Abbildungen des {beliebig dimensionalen) Poly- 
eder s K in die Kreislinie einander vollstàndig homolog, so sind sie 
einander auch homotop, 

Infolge des Fchlens nulldimensionaler Torsion in K kann man auf 
Grund von Kap. V, § 4, Nr. 14, den Satz IV auch in folgender Form 
aussprechen : 

Satz IV'. Für die Homotopie zweier Abbildungen von K in die 
Kreislinie 5^ ist notwendig und hinreichend, da/i sie einander homolog 
in bezug auf Qh sind, d, h, dap sie jeden ganzzahligen eindimensionalen 
Zyklus von K mit dem gleichen Grade abbilden. 

Hierin ist der folgende Satz enthalten: 

Satz V. Eine Abbildung des Polyeders K in die Kreislinie ist 
dann und nur dann wesentlich, wenn sic einen ganzzahligen eindimensio- 
nalen Zyklus von K mit einem von Null verschiedenen Grade abbildet. 

Der nâchste Satz zeigt, daB die Anzahl der Abbildungsklassen 
von K in die Kreislinie durch die Bettische Zahl p^(K) bestimmt ist^: 

Satz VI. Wenn die Bettische Zahl p^[K) — 0 ist, so bilden die Ab- 
bildungen von K in die Kreislinie eine einzige Klasse; wenn p^{K) > 0 
ist, so bilden sie unendlich viele Klassen. 

Beweis. Wenn p^{K) —0 ist, so gibt es zu jedem eindimensio- 
nalen ganzzahligen Zyklus z^ in K eine ganze Zahl m ^ i), so daB 
mz'^o^O in K ist; dann ist [/(m-?^)] cxd o in 5^, d. h. : der Zyklus mz^ 
und folglich auch der Zyklus z^ wird mit dem Grade Null abgebildet. 
Somit sind nach Satz IV' aile Abbildungen einander homotop. 

^ Umgekehrt kann man auch durch Betrachtung der Abbildungsklassen die 
Bettische Zahl p '^{ P ) eines beliebigen Polyeders P bestimmen: N. Bruschlinsky ; 
Stetige Abbildungen und Bettische Gruppen der Dimensionszahlen 1 und 3 
Math. Ann. 109 (1934). Diese Arbeit bezieht sich übrigens nicht nur auf Polyeder, 
sondern auf beliebige •Kompaktcn. 
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Es sei p^{K) >0. Dann sei Z\ ein ganzzahliger Zyklus, welcher 
einer Homologiebasis in bezug auf 9î angehôrt (Kap. V, § 2, Nr. 7—8). 
Wir werden ftir jede ganze Zabi k eine Abbildung von ^ in 5^ kon- 
struieren, durch welche Z\ mit dem Grade k abgebildet wird. Dann 
wird der Satz bewiesen sein. 

Z\ ist in einer kanonischen Basis (Kap. V, § 2, Nr. 6) der Gruppe 

(K) enthalten. Setzen wir % (Z{) — k und x (^J) — 0 für aile von Z{ 
verschiedenen Elemente X} dieser Basis, so wird hierdurch ein Cha- 
rakter x von L]^[K) bestimmt (Anhang I, Nr. 61). Da unter den soeben 
genannten Elementen X\ eine Basis der Rândergruppe {K) enthalten 
ist, ist x{^]) ~ Û für jedes zweidimensionale Simplex von K, 

Unter verstchen wir den Komplex aller hochstens r-dimensio- 
nalen Seiten von K. Wir nehmen einen Simplexrand | X^ \ und bilden 
zunâchst irgendwie in die Eckpunkte von |Â“ | ab. Diese Abbildung 
làBt sich auf Grund des Hilfssatzes in § 1, Nr. 7, zu einer Abbildung / 
von in X^ mit folgender Eigenschaft erweitern: die Abbildung jedes 
Simplexes x\ von hat in den inneren Punkten der fest gewâhlten 
Seite |yi| von \X^\ den Grad xi^l)- Dann hat die Abbildung jedes 
beliebigen ganzzahligen algebraischen Komplexes in den genannten 
Punkten den Grad xi^^)- Dieser Grad hat für — Z\ den Wert k, 
für jeden Simplexrand den Wert Null; für Zyklen, also ins- 

besondere für Z\ und die i? ist er zugleich der ,,Grad im GroBen'\ Da 
jeder Simplexrand i? mit dem Grade Null abgebildet wird, wird auch 
der Rand eines beliebigen zweidimensionalen Komplexes in K 

(irgendeines Koeffizientenbereiches) mit dem Grade Null abgebildet. 
Folglich lâBt sich nach Satz III die Abbildung / von = Kq zu 
einer Abbildung von K in erweitern. Damit ist der Satz VI be- 
wiesen. 

Aus ihm folgt unmittelbar 

Satz VII. Dus Polyeder K làlit sich dann und nur dann wesentlich 
auf die Kreislinie abbilden, wenn p'^{K)'>0 ist, 

§ 4. Die Charakterisierung der Geschlossenheit und des 
Randes von Polyedern durch Deformationseigenschaften. 

1. Im Kap. I, § 3, Nr. 4, ist definiert worden, was eine ,, Deforma- 
tion'' der Menge X in dem metrischen Raume Y ist: eine solche stetige 
Schar (0 ^ ^ 1 ) von Abbildungen von X in den Raum Y, daB /q 
die identische Abbildung ist. Wenn X==Y ist, so liegt eine ,, Deforma- 
tion von y in sich" vor. In diesem Paragraphen werden wir es mit 
Deformationen homogen n-dimensionaler Polyeder in sich zu tun haben. 

Aus den Sâtzen des Kap. XII, § 4, folgt leicht der 

Satz I. Es sei C ein homogen n-dimensionaler algebraischer Kom- 
plex, (0^/^ 1) eine Deformation des Polyeders-C in sich und q ein 
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solcher Punkt von C, daP er für keinen Wert des Parameters t der Menge 

fl- ((^) angehôrt. Dann ist q cz h (C) . 

Beweis. Es gibt eine Umgebung U{q), die fremd zu allen Mengen 

f^(C) mit ist; q ist Hâufungspunkt der Menge derjenigen 

Punkte O von U{q) , welche inncre Punkte von Grundsimplexen von \C | 
sind; infolge der Abgeschlossenheit der Menge /i(C) genügt es daher, 
zu zeigen, daB jeder derartige Punkt 0 der Menge / (C) angehôrt. Das 
Grundsimplex, welches einen solchen Punkt 0 enthalt, tritt in C mit 
einem von Null verschiedenen Koeffizienten t auf; die identischc Ab- 
bildung /o von C hat in 0 den Grad t (Kap. XII, § 4, Satz III); folg- 
lich hat auch in 0 den Grad t (Kap. XII, § 4, Satz I) ; da ^ 4= B ist, 
ist daher 0 a (C) , w. z. b. w. 

2. Die Wesentlichkeit eines Polyeders auf sich. Anknüpfend an 
Kap. XII, § 4, Nr. 6, definieren wir: Der metrische Kaum Y heiBe 
,,wesentlich auf sich*\ wenn die identische Abbildung von Y eine wesent- 
liche Abbildung von Y auf Y ist, mit anderen Worten: wenn fi{Y) = Y 
für das Endergebnis h einer belicbigen Deformation von Y in sich ist. 

Es besteht die Fragc: Welche Eigenschaften eines Komplexes K 
sind charakteristisch dafür, daB das Polyeder K wesentlich auf sich 
ist? Die Antwort auf dièse Frage ist uns nicht bekannt^. 

Jedoch ist es leicht, eine Eigenschaft von K anzugeben, welche 
für die Wesentlichkeit von K auf sich hinreichend ist: 

Satz II. Wenn K geschlossen^ ist, so ist K xvesentlich auf sich. 

Beweis. Wenn K geschlosscn ist, so gibt es einen Zyklus <2: mit 
\z \ — K. Der Satz I, angewandt auf z == C, einen beliebigen Punkt q 
von K ~ C und auf eine beliebige Deformation f^ von K in sich, be- 
sagt, da C = 0 ist: ist in fi{K) enthalten. 

Der Satz ist nicht umkehrbar; es gibt vielmehr Polyeder K, die 
wesentlich auf sich, aber nicht geschlosscn sind; und zwar existieren, 
wie sich aus dem nâchsten Satz ergibt, bereits derartige Polygone, 
d. h. homogen eindimensionale Polyeder^. 

3. Der Spezialfall der Polygone. Satz III. Ein Polygon ist dann nnd nur dann 
wesentlich auf sich, wenn es keinen freien Eckpunkt hesitzt. 

Dabci heiBt ein (w — l)-dimensionales Simplex des w-dimensionalen Koin- 
plcxes ,,frei‘', wenn es auf genau einem w-dimensionalen Simplex von A'" 
liegt. Der folgende Komplex besitzt keinen freien Eckpunkt und ist doch 


1 Die hiermit verwandte Frage nach denjenigen Eigenschaften von K, welche 
charakteristisch dafür sind, daû K in sich auf einen einzigen Punkt deformiert 
werden kann, ist neuerdings von Hurewicz in seiner neuen Homotopie-Xüeorie 
(vgl. Proc. Akad. Amsterdam, 1935) beantwortet worden. Wir beabsichtigen, 
im 3. Bande hierauf einzugehen. 

2 Kap. VII, § 1. 

2 Weitere Beispiele wie auch andere Beitràge zu den Fragestellungen des 
gegenwârtigen Paragraphen findet man in der Arbeit von H. Hopf u. E. Pann- 
wiTz: Über stetige Deformationen von Komplexen in sich. Math. Ann. 108 (1933)- 
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nicht geschlossen (vgl. Kap. VII, § l, Nr. 9) : Pj und Pg sind zwei zueinander 
fremde einfach gcschlossene Polygone, Q ist eine Strecke, die einen Eckpunkt 
von Pi mit einem Eckpunkt von Pg verbindet, und es ist P^ -f 0 -|- P^ 

(vgl. Kap. VII, § 1, Nr. 9). Auf Grund des Satzes III ist also ein Gegenbeispiel 
gegen die Umkehrung des Satzes II. 

Beweis des Satzes III. DaB das Polygon K nicht wesentlich auf sich ist, 
falls K einen freien Eckpunkt a enthâlt, ist klar : denn die Strecke, auf welcher a 
liegt, làBt sich unter Festhaltung des anderen Eckpunktes in sich auf einen echten 
Teil von sich zusammenziehen. 

K besitze keinen freien Eckpunkt; ft 1) sei cine Schar von Abbil- 

dungen von K in sich, und /g sei die Identitât; zu zeigen ist; jeder Punkt qd K 
gehôrt zu der Mengc da diese Menge abgeschlossen i.st, genügt es, dies für 

die inneren Punkte q der Strecken von K zu beweisen. 

Es sei \x\ eine Strecke von K. Wir unterschéiden zwei Fàlle: 

hall 1: \x\ liegt auf einem einfach geschlossenen Teilkomplex von K\ dann 
gibt es einen Zyklus z, in dem x mit von Null verschiedcnem Koeffizienten t vor- 
kommt. Die identische Abbildung /g von z hat in dcn inneren Punkten von \x\ den 
(irad t und ist daher nach Kap. XIT, § 4, Satz IX, in die.sen Punkten wesentlich. 

Fall 2: \x\ liegt auf keinem einfach geschlossenen Teilkomplex von K. Dann 
gehôren die beiden Eckpunkte a^, ag von \x\ zu verschiedenen Komponenten des 
Komplexes K — \x\; denn andernfalls gàbe es in ii — |;r| einen einfachen Strecken- 
zug K\ der mit ag verbande, und l.^’j lâge auf dem einfach geschlossenen Kom- 
plex K' -h \x\. Die Komponenten von K — \x\, welchen und «g angehôren, 
seien bzw. A'g. Da K keinen freien Eckpunkt besitzt, besitzt keinen von 
verschiedenen freien Eckpunkt (a^ selbst kann frei oder nicht frci sein) ; folg- 
lich besitzt jeder von verschiedene Eckpunkt b von wcnigstens zwei von- 
einander verschiedene Nachbarpunkte (ein Nachbarpunkt von h ist ein von b 
verschiedener Eckpunkt, der zusammen mit h einer Strecke von A\ angehôrt). 
Wir setzen nun h^ — a^, verstehen unter b^ einen Nachbarpunkt von b^ in 
und für i > 1 unter bi^y immer einen von verschiedenen Nachbarpunkt 

von bi in K^', da nur endlich-viele Eckpunkte zur Verfügung stehen, gibt es eine 
kleinstc Zahl j mit bj ^ bi, i < j; dann bilden die Strecken 1 | , | » • • • » 

einen einfach geschlossenen Streckenzug in Kj. Damit ist gezeigt: Es 
gibt einen von Null verschiedenen Zyklus z] in A'^; cbenso gibt es einen von Null 
venschiedenen Zyklus zl in Kg. 

Nun seien q[, Punkte von ij bzw. da (vgl. Fall 1) die identische Ab- 
bildung von z\ in , die identische Abbildung von ~z\ in wesentlich ist, gibt es 
Punkte 9, C ï; C a-, . 9, C ij C A, mit /, (9,) - 9; . /, (Va) = • Da A, + j at j A^, 
zusammenhângend ist, gibt es einen Weg w in A', der q^ mit q^ verbindet ; dann 
ist [w] ein Weg in K, der mit verbindet. Da eine solche Verbindung in 
A'“^nTf unmôglich i.st. gehôrt x zu also zu /| (A) • 

Damit ist der Satz III bewiesen. — 

Ein analoger Satz für w-dimensionale Komplexe mit n >: 2 gilt nicht. Zwar 
ist nattirlich ein w-dimensionales Polyeder A nicht wesentlich auf sich, falls A 
eine freie [n — l)-dimensionale Seite beçitzt; jedoch gibt es bereits zweidimensio- 
nale Polyeder, welche keine freie Kan te besitzen und trotzdem nicht wesentlich 
auf sich sind. Beispiele hierfür werden wir in Nr. 7, 1 und 2, angeben. 

4. Charakterisierung der Geschlossenheit. Wenn auch, wie wir ge- 
sehen haben, die Geschlossenheit von K nicht mit der Wesentlichkeit 
von R auf sich gleichbedeutend ist, so lâBt sich doch die ,, Geschlossen- 
heit “ durch eine Eigenschaft charakterisieren, welche der ,, Wesentlich- 
keit auf sich'" nahc verwandt ist. 
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Wir definieren: Es sei Yq eine Punktmenge des metrischen Rau- 
mes y. Der Raum Y heiBt ,,relativ zu Yq wesentlich auf sicK\ wenn 
die identische Abbildung von Y eine ,,relativ zu Yq wesentliche“ Ab- 
bildung von Y auf Y ist (Kap. XII, § 4, Nr. 6), mit anderen Worten: 
wenn Y--/i(Y) für das Endergebnis jeder solchen Deformation 
von Y in sich ist, daB die Punkte von Y^ dauernd festgehalten werden 
(ftiP) = P tür P czYq und 0 ^ ^ ^ 1). 

Bei Benutzung dieses Begriffes ist eine unmittelbare Folge des 
Satzes I der 

Satz la. Ist C ein beliebiger homogen n-dimensionaler algebraischer 
KompleXy so ist das Polyeder C relativ zu C wesentlich auf sich. 

Zum Zweck der angekündigten Charakterisierung der Geschlossen- 
heit eines Komplexes K betrachten wir neben K noch den ,,Keger‘ K' 
über K (Kap. IV, §4, Nr. 7); das Polyeder K' ist offenbar bis auf 
Homôomorphien durch das Polyeder K eindeutig bestimmt ; es enthâlt 
K als Teilpolyeder. 

Satz IV. Der homogen n-dimensionale Komplex K ist dann und 
nur dann geschlossen, wenn der Kegel K' über K relativ zu K wesentlich 
auf sich ist (w ^ 1) 

Beweis. K sei geschlossen, es gebe also einen Zyklus <2: mit j^: | — K. 
Ist O die Spitze des Kegcls K\ so ist, wenn wir C ^ {oz) setzen, | C | = K' 
und C = Z (Kap. IV, a. a. O.; hier benutzen wir die Voraussetzung 
n'^\). Daher ist nach dem Satz la der Kegel X' C relativ zu 
K = C wesentlich auf sich. 

Jetzt sei K nicht geschlossen; zu zcigen ist: K' ist relativ zu K 
nicht wesentlich auf sich. Wir zerlegen diese Behauptung in einen 
,,Satz IVa‘' (den Hauptsatz dieses Paragraphen) und einen ,,Hilfssatz“ : 

Satz IVa. Ist K nicht geschlossen, so gibt es eine solche Abbildung f 
von K' auf einen echten Teil von K\ daji f{p) — p für aile Punkte p 
von K ist^. 

Hilfssatz. Ist f eine Abbildung von K' in sich mit f {p) ~ p für 
aile Punkte p von K, so gibt es eine A bbildungsschar f ^ , 0 '^t 1- 1 , von 
R' in sich mit folgenden Eigenschaften: f^ {p) = p für aile Punkte p 
von K und aile t, sowie f^ip') = p' und f^{p') ^ f{f) für aile Punkte p' 
von R'. (Dabei ist K ein beliebiger Komplex, K' der Kegel mit der 
wSpitze O über K.) 

Beweis des Hilfssatzes. Für jeden Punkt p von R verstehen wir 
unter [p, s) denjenigen Punkt von R\ der die Strecke op im Verhâlt- 
nis s : (1 — s) teilt; dann ist also [p, 0) = 0 und (/>,!) — /> für jeden 
Punkt p von R\ jeder von 0 verschiedene Punkt von R' ist eindeutig 


^ Der Satz gilt, wie man leicht sieht, auch noch für n — O, falls K ans wenig- 
stens zwei Punkten besteht. 

2 Dies ist ein ,,Erweiterungssatz“ im Sinne der Einleitung zu diesem Kapitel. 
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durch {p, s) bezeichnet (0 < s ^ 1). Wir setzen nun f^(p, s) = {p, s) ftir 
und für 0 ^ 5 ^ ^ 1 verstehen wir unter {p, s) denjenigen 

Punkt, der die Strecke of(^p, yj im Verhâltnis t : (1 — ^) teilt. Man über- 

zeugt sich leicht davon, daB die damit definierte Schar i^ die Behaup- 
tung des Hilfssatzes erfüllt. 

Beweis des Satzes IV a. Auf jeder von der Kegelspitze o aus- 
gehenden liante von K' nehmen wir einen inneren Punkt (Æ = 1, 2, . . .) 
an; je n-\-\ Punkte q., die einem Simplex von K' angehoren, bestim- 
men ein Simplex |^f|, und jedes solche Simplex \x^\ bestimmt zu- 
sammen mit o ein Simplex | ; die Simplexe \x*^ | bilden einen mit K 
isomorphen Komplex die Simplexe den mit K' isomorphen 

Kegel K{ über mit der Spitze o. Da K nicht geschlossen ist, ist 
auch Ky nicht geschlossen; es gibt also ein Simplex \x*q\ von Ky, das 
keinem Zyklus in Ky angehôrt. Wir werden K' so in sich abbilden, 
daB kein Bildpunkt im Innern desSimplexes = ox^ liegt und daB 
jeder Punkt von K sich selbst entspricht; dann wird der Satz bewiesen 
sein. 

Erstens definieren wir eine simpliziale Abbildung / von Ky in den 
Simplexrand es sei /(c^) = für die Eckpunkte von \xjj;\ 

und f(cj^) — 0 für aile anderen Eckpunkte q. von Ky] da in je 

M + 1 Punkte ein Simplex aufspannen, bestimmt diese Eckpunkt- 
zuordnung eine simpliziale Abbildung von Ky in | x^'^^ | . Sie hat die fol- 
genden drei Eigenschaften : 1 ) das Simplex | x'^^ \ wird idcntisch auf sich 
abgebildet ; 2) kein von | x'^ | verschiedenes Simplex | x^l | von Ky wird 
auf l^^ol abgebildet (da jedes derartige Simplex \xi\ einen Eckpunkt Cj^ 
mit f(Cj^) ~o besitzt); 3) für jedes Simplex \x'’\ von Ky ist f(\xi \) Seite 
des Simplexes (da jeder Eckpunkt auf sich oder auf o 

abgebildet wird). 

Zweitens erweitern wir diese Abbildung / von Ky zu eincr Abbil- 
dung / von K{ in diese Erweiterung — die der wesentlichste 

Schritt in unserem Beweise ist — ist môglich auf Grund des Satzes II 
im § 1 : denn ist z irgendein w-dimensionaler Zyklus in Ky , so enthâlt 
er nach Voraussetzung das Simplex Xq nicht; infolge der soeben formu- 
lierten Eigenschaft 2) enthâlt daher auch das Bild fi\z\) das Simplex 
nicht; folglich hat die Abbildung / von z in den Simplexrand den 
Grad Null; somit ist die Voraussetzung des Satzes II (§1) erfüllt, 
und / lâBt sich zu einer Abbildung von K'y in erweitern. 

Drittens erweitern wir die Abbildung / von R'y in x^-^^ zu einer Abbil- 
dung / vonJÏ' in das Polyeder JÇ' — auf jedem von o ausgehenden 
Strahl bezeichne py den Schnittpunkt mit Ry und p den Schnittpunkt 
mit R\ wenn py dem Simplex \x^ \ angehôrt, so gehôrt infolge der oben 
formulierten Eigenschaft 3) der Abbildung / der Punkt / {p^) zu dem Sim- 
plex von K[\ ist das Simplex von K', in welchem 
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liegt, so liegen also die Punkte p, p^ und f{p^ in Wir bilden 

^ ^ 

nun die Strecke pp^ proportional auf die Strecke pt(p^ ab. Liegt p^ 

auf ôCq, so folgt aus der obigen Eigenschaft 1), daB i{p-^ ~ p^ ist; die 

Strecke wird also identisch auf sich abgebildet und liefert daher 

keinen Bildpunkt im Innern von liegt p-^ nicht auf so enthâlt 

das Simplex i 4= 0, in dem die Bildstrecke pf{pi) liegt, das Sim- 

plex Xq nicht. Somit bleibt das Innerc von Xq"^^ frei von Bildpunkten. 
Ferner ist / (/>) ~ p für jeden Punkt p von K. 

Folglich ist / in der gewünschten Weise konstruiert ; der Satz IV a, 
und mit ihm auch der Satz IV, ist bewiesen. 

Z usât Z zum Satz IV. K sei nicht geschlossen. Dann kann man die 
Deformation /^, 1, von K/ in sich, für welche fx[K') echter Teil 

von K' ist, so wàhlen, dafi sie nicht nur auf K, sondern aufierhalb einer 
beliehig vorgegebenen Umgeb^mg U der Kegelspitze 0 für aile t die Identitàt 
ist und daji U in sich deformiert wird (also: f^(p) — p für pci K' — U 
und f^(p) Cl U für pa U\ Ot^t^ 1). 

Denn analog zu der Konstruktion des Kegels K\ über dem Kom- 
plex Kl in dem socben geführtcn Beweis des Satzes IV a kann man 
einen zu iC' isomorphen Kegel mit der Spitzc 0 über einem zu K 
isomorphen Komplex so konstruieren, daB K[^ci U ist. Auf Kq 
wende man den Satz IV an; die auf Grund dieses Satzes existiercnde 
Deformation /^ , 0 ;^t , von in sich, welche aile Punkte von Kq 

festhâlt und für welche ft{K'çf) echter Teil von Kq ist, ergânze man zu 
einer Deformation von K' in sich durch die Festsetzung : {p) — p für 

aile Punkte p von K' — Kq und aile /. 

Bcispiel. K' sei der Kegel über dem in Nr. 3 (im AnschluB an Satz III) 
betrachteten Strecken komplex == -r 0 + -^2» Polyeder K' ist in Abb. 23 a. 
S. 287, dargestellt^. Nach Satz IV kann man es unter Festhaltung aller Punkte 
von so in sich deformiercn, daB bei dem Endergebnis A die Bildmenge ti(K') 
ein echter Teil von K' ist. Aufgabe: Man gebe eine solche Deformation /^, 
O ^ ^ ^ 1 , explizit an 2. 

5. Charakterisierung des Randes. Définition: Der Punkt p des 
metrischcn Raumes Y heiBe ein „labüer“ Punkt, wenn es zu jeder 
Umgebung U{p) in Y eine Deformation 4, von Y in sich 

mit folgenden drei Eigenschaften gibt : 1 ) jeder Punkt von Y — U {p) 
wird festgehalten (also ft(q) = ç für q^Y—U(p) und OsS/sat); 
2) U{p) wird in sich deformiert (also ft(q)c. U{p) für 9 c U(p) und 
0 .^ ^ 1) ; 3) die Menge /i(Y) ist ein echter Teil von Y. — Ein Punkt, 

der nicht labil ist, heiBe ein ,,stabiler“ Punkt. 

Die Aufgabe, für einen gegebenen (homogen w-dimensionalen) Kom- 
plex K zu entscheiden, welche Punkte von R labil und welche stabil 


^ A. a. O. heiBt es Sg(T) statt K'. 

* Man vgl. die in FuBnote 3. S. 519. zitierte Arbeit. 
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sind, wird durch den nâchsten Satz gelôst. Dieser Satz gibt zugleich 
eine topologisch invariante Charakterisierung des ,,Randes'' K eines ah- 
soluten Komplexes (Kap. VII, § 1, Nr. 9). 

Satz V. Der Punkt p des [homogen n-dimensionalen) Polyeders K 
isf dann und nur dann labil, wenn er Punkt des Randes K ist. 

Beweis. Der Punkt /)liege nicht auf K ; dann gibt es, infolge der Défini- 
tion des Randes K (Kap. VII, a.a. ü.), einen solchen algebraischen Kom- 
plex C mit \C\ ~ K, dab p nicht auf C liegt. Wir setzen lJ{p) “ C — C ; 
wenn dann eine Deformation von K ist, wclche die Eigenschaften 1) 
und 2) aus der Définition der habilitât hat, so besitzt sie infolge des 
Satzes la (Nr. 4) nicht die Eigenschaft 3). Folglich ist def Punkt p 
nicht labil. 

Es liege andererseits p auf K. Ist — 1 , so ist p ein freier Eck- 
punkt (Kap. VII, §1, Satz XIII, Korollar) und daher labil. Es sei 
jetzt n 2 ; bezeichnen wir das Trâgersimplex von p m K mit so 
ist nach Kap. VII, §1, Satz XIV, der Begrenzungskomplex Bj^{IT) 
des Innengebietes I T von T nicht geschlossen. Dicjenigen Simplexe, 
welche von dem Punkt p und je eincm Grund- oder Nebensimplex des 
Komplexes Bj^(IT) aufgespannt werden, bilden einen Komplex K', 
der eine Unterteilung des kombinatorischen Sternes Sjr (/ T) und offcn- 
bar nichts anderes ist, als der Kegel tiber (I T) mit der Spitze p. 
Indem man auf K' den ,,Zusatz'‘ zum Satz IV (Nr. 3) anwendet, er- 
kennt man die habilitât des Punktcs p. 

6. Die Stabilitàt von Polyedern. Wir nennen den metrischcn 
Raum Y ,,labiV\ wenn es zu jedem positiven e eine solche Deforma- 
tion /^, 0 â < 1 , von Y in sich gibt, daB 1) Q{ft(p), P) < ^ fhr aile 
Punkte p von Y und für aile /, und daB 2) bei dem Endergebnis 
die Menge hÇY) ein echter Teil von Y ist. Ist der Raum Y nicht labil, 
so heiBe er ,,stabir\ Offenbar ist die Stabilitàt eine Abschwàchung 
der ,,Wesentlichkeit auf sich“ (Nr. 2): wenn der Raum Y wesentlich 
auf sich ist, so ist er erst recht stabil. (In Nr. 7 geben wir ein Beispiel 
eines Polyeders an, das zwar stabil, aber nicht wesentlich auf sich ist.) 

Wâhrend eine Charakterisierung der Wesentlichkeit auf sich eines 
Polyeders K durch kombinatorische Eigenschaften des Komplexes K 
nicht bekannt ist, wird die entsprechende Charakteri.sierung der Sta- 
bilitàt durch den folgenden Satz gcleistet: 

Satz Vh Das [homogen n-dimensionale) Polyeder K ist dann und 
nur dann stabil, wenn der Komplex K keinen Rand besitzt, 

Beweis. Wenn K einen nichtleeren Rand K besitzt, so gibt es 
nach Satz V einen labilen Punkt p in R, und aus dessen Existenz er- 
gibt sich unmittelbar die habilitât von R, 

Jetzt sei R labil; zu zeigen ist: K ist nicht leer. 

Es sei (t = 1 , 2, . . .) eine gegen Null konvergierende Folge posi- 
tiver Zahlen. Infolge der habilitât von R gibt es zu jedem i eine De- 
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formation /J, 0 ^ ê 1 , von K in sich, so daB Q{j\(p), p) < für aile 
Punkte P und aile Werte t und daB j\{K) ein echter Teil von R ist. 
Für jedes i sei ein Punkt von K ~ i\{K) ; indem wir allenfalls zu einer 
Teilfolge übergehen, dürfen wir annehmen, daB die Punktfolge q.^ gegen 
einen Punkt q von R konvergiert. Wir behaupten: q ist Punkt von K. 

Wâre q nicht Punkt von K, so gâbe es einen algebraischen Kom- 
plex C mit | C | = /C, so daB q nicht auf C lâge, daB also q {q, = > 0 

wâre. Wir konnten den Index i so wâhlen, daB + Q[q, q^ < (x wâre; 
dann wâre der Punkt q^ für keinen Wert von t in der Menge j\ (C) ent- 
halten, und nach Satz I würde er zu der Menge i\{R) gehdren ent> 
gegen seiner Définition. Aus diesem Widerspruch ergibt sich, daB q 
Punkt von R y daB also R nicht leer ist. — Damit ist der Satz VI be- 
wiesen. 

7 . Beispiele. 1) Das durch Abb. 23, S. 287 dargcstollte zweidimensionale Poly- 
eder ist labil, denn es bcsitzt einen nichtleeren Rand (er besteht aus dem Punkt T). 

2) Ein weiteres Beispicl eines zweidimensionalen Polyeders, das labil ist, 
ühne eine freie Kantc zu besitzcn, ist das in Nr. 14 des ,,Anhanges“ zu den Kap. IV, 
V, VI genannte Polycdcr U, Man kann U sogar derart in sich deformieren, daB 
schlicBlich fi{U) ein einziger Punkt ist^. 

3) Beispiel eines Polyeders, das zwar stabil, aber nicht wesentlich auf sich 
ist: man spanne sowohl in einen Meridian- als auch in einen Breitenkreis einer 
Torusflàche je eine Kreisscheibe ein; daB das so entstandene zweidimensionale 
Polyeder K stabil ist, beweist man leicht mit Hilfe des Satzes VI ; daB es nicht 
wesentlich auf sich ist, kann man zeigen, indem man cxplizit eine solche Deforma- 
tion h von K in sich angibt, daB fi{K) nur noch aus der Torusflàche und einer 
der beiden Kreisscheiben besteht. Aufgabe: Man konstniiere eine solche De- 
formation b 


Anhang zum dreizehnten Kapitel. 

Abbildungen, die einander zwar vollstândig homolog, aber nicht 

homotop sind. 

1 . Die Sâtze I des § 2 und IV des § 3 konnten es fraglich erscheinen 
lassen, ob es Paare von Abbildungen mit dem soeben in der Über- 
schrift genannten Verhalten überhaupt gibt. Das nachstehende Bei- 
spiel beweist ihre Existenz. Dieses Beispiel lehrt zugleich : Ein stetiger 
irreduzibler eindimensionaler Zyklus in einem Polyeder kann daselbst 
homolog Null sein, ohne homotop Null zu sein 

Es sei : T eine Simplizialzerlegung einer Torusflàche ; | a | ein zwei- 
dimensionales Simplex von T; K der Komplex T ~ |a|; 9 ? die iden- 
tische Abbildung von x. Wir fassen (p als Abbildung von x in das 
Polyeder R auf. Daraus, daB q){x) x 0 m K ist --- (denn x ist 
der Rand des Trâgers einer Orientierung der berandeten Pseudomannig- 
faltigkeit K) folgt: die Abbildung (p ist der Abbildung F von x 


^ Man vgl. die in FuBnote 3, S. 519, zitierte Arbeit. 
2 Vgl. Kap. VIII. § 5, Nr. 9. 
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auf einen einzigen Punkt von R vollstândig homolog. Wir behaupten : 
(p ist nicht zu F homotop) diese Behauptung ist gleichbedeutend mit 
der folgenden: der stetige Zyklus [<p(x)] ist nicht homotop Ntill in R. 

Den Beweis stützen wir auf den folgenden 

Hilfssatz. Jede Abbildung einer Kugelf lâche in eine Torus- 

flàche T ist unwesentlich und daher vont Grade Nuit, 

Beweis. T ist das topologische Produkt^ zweier Kreislinien Sl; 
die Punkte von T lassen sich also in eindeutiger Weise durch {q', q") 
bezeichnen, wobei q' ein beliebiger Punkt von 5} , q" ein beliebiger Punkt 
von Sg ist. Jede Abbildung /von in T erzeugt zwei Abbildungen /', /" 
von S' in S\ bzw. Si: bezeichnen wir die Punkte von mit p, und 
ist f{p) = (q\ q'')y so ist f {p) ~ q\ /"(/?) ^ und umgekehrt be- 
stimmt jedes Paar von Abbildungen /', /" von in die Kreise 5}, 5^ 
auf diese Weise eine Abbildung / von S^ in 2\ 

Nun sei eine Abbildung / von in T gegeben; nach Satz I des § 3 
sind die zugehôrigen Abbildungen /', /" unwesentlich; es gibt also Ab- 
bildungsscharen /J, fl (0 ^ ^ 1) von in S\ bzw. Si, so daB /(' = /', 
/q = /" und daB f[{p) q[, f( [p) — q^ ftir aile Punkte p von S^ ist, 

wobei q[, q'I feste Punkte von S} bzw. Si sind. Setzen wir j^{p) 
= iftip) y ft Ip)) y so haben wir eine solche stetige Abbildungsschar f 
von S^ in T mit fo = f, daB /i(/>) für aile Punkte p von S^ derselbe 
Punkt {q[, q'I) von f ist. / ist also unwesentlich und hat daher 
(Kap. XII, § 4, Satz X) den Grad Null. Der Hilfssatz ist damit bewiesen. 

Den Beweis, da/3 [(p{x)] nicht homotop Null auf R ist, führen wir 
jetzt indirekt: wir nehmen einen Simplexrand |y^|; ein Eckpunkt sei a, 
und das ihm gegenüberliegendc zwcidimensionale Simplex sei |y|. Wir 
bilden \ÿ\ isomorph auf \x\ und den Punkt a auf einen inneren Punkt 
von X ab; diese Abbildung / erweitern wir zu einer topologischen Ab- 
bildung / des Telles von Ÿ^, der aus den drei von a und |ÿ | aiif- 
gespannten Dreiecken besteht, auf das Dreieck x, Wâre nun [(p{x)] 
homotop Null in R, so wâre auch [/(y)] homotop Null in R, und nach 
dem Hilfssatz II in § 1, Nr. 3 , lieBe sich die Abbildung / (von y in R) 
zu einer Abbildung von ÿ in das Polyeder R erweitern. Dann lâge 
eine Abbildung g von (jje Torusflâche T vor, welche im Innern 

von ^ topologisch wâre, also den Grad hâtte — entgegen dem 
Hilfssatz 2. — 

2. Ein andercs Beispiel, das gerade im Zusammenhang mit den Sàtzen dieses 
Kapitels, in denen es sich ja in erster Linie um Abbildungen auf eine Sphàre handelt, 
wichtig ist, wird durch den folgenden Satz geliefert: 

^ Vgl. Kap. I, § 1, Nr. 10, 

2 Die Homotopie-Eigenschaften geschlossener V^^ege werden systematisch mit 
Hilfe der sog. ,,Fundamentalgruppe“ untersucht; dabei ergibt sich leicht, daû 
der obige Zyklus [<p[x)] nicht homotop Null auf K ist. Wir werden hierauf im 
3. Band eingehen. 
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Es gibt eine wesentliche Abbildung 0 der Sphàre auf die Sphàre S 2 . 

Beweisen werden wir diesen Satz erst im 3 , Band^. Jetzt sei nur auf seine 
Stellung zu den Sâtzen des gegenwârtigen Paragraphen hingewiesen; er lehrt: 

1 ) die Sàtze I und V des § 2 verlieren ihre Gültigkeit, wenn man Abbildungen 
dreidimensiomXer (statt zweidimensionaler) Polyeder in die 5‘^ betrachtet; 

2) Satze, welche denen des § 3 analog wâren, über Abbildungen mehrdimen- 
sionaler Polyeder in die (statt in die 5^) gelten im allgemeincn nicht; 

3 ) für die Lôsbarkeit der Erweiterungsaufgabe (§ 1 , Nr. 1) ist die Kronecker- 

sche Bedingung (a. a. O.) im allgemeinen nicht hinreichend (man vgl. § 1 , Satz I, 
und die Schlufibemerkung in § 3, Nr. 2) ; denn wenn 0 der Mittelpunkt der Kugel 5- 
im R^, wenn ferncr K =- eine vierdimensionalc Simplexhülle und wenn 0 

eine wesentliche Abbildung von auf die 5^ ist, so ist die Kroneckerschc 

Bedingung erftillt, die Erweiterungsaufgabe aber nicht losbar. — 

3. Ein drittes Beispiel: Durch Tdentifizierung von je zwei antipodischen 
Punkten der entsteht eine projektive Ebene und zugleich ist damit eine 
stetige Abbildung / von 5^ auf gegeben. Diese Abbildung / ist mit der Ab- 
bildung von 52 auf einen einzigen Punkt von P^, wie man leicht verifiziert, 
vollstandig homolog; man kann aber beweisen, da6 / und nicht miteinander 
homotop sind^. 


Vierzehntes Kapitel. 

Fixpunkte. 

In diesem Kapitel werden ,,elefnentare‘* Fixpunktsâtze behandelt, 
d. h. solche, die erstens //omo/ogi^-Eigenschaften sind, und zweitens für 
beliebige (endliche) Polyeder gelten. Die Théorie von J. Nielsen, die 
auf dem H omotopie-Begiiü der Fundamentalgruppe beruht, sowie die 
Théorie von Lefschetz, die sich wesentlich auf MannigfaÜigkeiten be- 
zieht, sollen im 3 . Bande dargestellt werden. Mannigfaltigkeiten spielen 
in diesem Kapitel nur insofern eine Rolle, als im § 4 einfache An- 
wendungen eines vorher bewiesenen Fixpunktsatzes (§ 3> I) 

auf Richtungsfelder in differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gemacht 
werden. 

§ 1. Ein Existenzsatz für Fixpunkte. 

1. Fixsimplexc — 2. Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen For- 
mel. ■— 3 . Die Lefschetzsche Zahl einer stetigen Abbildung eines Polyeders 
in sich. Der Existenzsatz für Fixpunkte. — 4 . Beispiele. — 5- Bemerkungen. 

§ 2. Der Index eines Fixpunktes. 

1. Der Index der Nullstelle eines Vcktorfeldes und der Singularitât eines 
Richtungsfeldes. — 2. Der Index eines Fixpunktes. — 3- Eigcnschaften des 
Indexes. -- 4 . Normale Fixpunkte. — 5- Fixpunkte affiner Abbildungen. — 
6. Die topologische Invarianz des Fixpunktindexes. — 7 . Die Invarianz des 
Singularitütenindexes in einem Richtungsfeld. 

1 Vgl. H. Hopf: Über die Abbildungen der dreidimensionalen Sphàre auf 
die Kugelflâche. Math. Ann. 104 (1931)* 

2 Wegen allgemeiner Sàtze, aus denen dies folgt, vgl. man H. Hopf: Zur 
Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, 2. Teil. Math. Ann. 102 (1929). 
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§ 3. Die algebraische Anzahl der Fixpunkte einer stetigen Abbildung eines Poly- 
eders in sich. 

1. Die algebraische Anzahl regulàrer Fixpunkte. ~ 2. Der allgemeine Fix- 
punktsatz. — 3. Regulâre Fixpunkte simplizialer Abbildungen. - 4. Zurück- 
führung auf den Approximationssatz. — 5» 6. Beweis des Approximations- 
satzes. — 7. Bemerkungen über den Begriff der ,, Anzahl" von Fixpunkten. 

S 4. Richtungsfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten. 

1, 2. Vorbemerkungen über differenzierbare Mannigfaltigkeiten. 3. Rich- 
tungsfelder und ihre Singularitâten in Mannigfaltigkeiten. 

§ 1. Ein Existenzsatz für Fixpunkte. 

1. Fixsimplexe. sei eine simpliziale Unterteilung des Euklidischen 
simplizialen Komplexes K, und / sei eine simpliziale Abbildung von 
in K. Ist \ x\ ein r-dimensionales Simplex von so ist f[\x\) ein hôch- 
stens y-dimensionales Simplex von K. Wenn /(|^|) r-dimensional ist, 
so kann es vorkommen, daC \x\ ein Teilsimplex von /(|:i^|) ist, d. h. 
ein Simplex des Komplexes, der beim Übergang von K zu der Unter- 
teilung aus f{\x\) entsteht; in diOvSem Falle nennen wir \x\ ein 
,,Fixsimplex'' von /. 

Ist X ein orientiertes Fixsimplex, so tritt, da y = f{x) ein orien- 
tiertes Simplex und die Unterteilung von y ein orientierter Kom- 
plex ist, X in Vi entweder mit dem Koeffizienten oder mit dem 
Koeffizienten —1 auf; dieser Koeffizient hângt von der Wahl der Orien- 
tierung von nicht ab: demi wenn wir x durch — ersetzen, so haben 
wir auch f{x) durch f{~x) — —t{x), y^ durch — zu ersetzen, und 
— X tritt in — y^ mit demselben Koeffizienten auf wie a; in y^. vSomit 
hângt das betreffende Vorzeichen nur von \ x\ ab, und wir kônnen nach 
diesen Vorzeichen die Fixsimplexe in ,, positive'' und , .négative" ein- 
teilen. 

In Analogie zu dem Begriff der ,,Bedeckungszahr' (Kap. XII, § 2, 
Nr. 6, ,,Bemerkung“) definieren wir nun: Unter der r-ten ,, Fixsimplex- 
zahr* von / verstehen wir die Anzahl der r-dimensionalen positiven Fix- 
simplexe, vermindert um die Anzahl der r-dimensionalen negativen 
Fixsimplexe. 

Wir kônnen die Fixsimplexzahl auf folgende Weise deuten: Wir 
legen den Koeffizientenbereich & zugrunde; die Gruppe U ~ 
der r-dimensionalen Komplexe wird durch / in die Gruppe ab- 

gebildet und die Gruppe L^{K) durch den Übergang von jedem Kom- 
plex von K zu seiner Unterteilung wieder in die Gruppe U; da jede 
dieser Abbildungen ein Homomorphismus ist, ergibt ihre Zusammen- 
setzung einen Autohomomorphismus h der freien Gruppe U; wir be- 
haupten: die Spur SU dieses Autohomomorphismus ist die r-te Fix- 
simplexzahl (vgl. Anhang I, Nr. 26). 

In der Tat: Die orientierten ^'-dimensionalen Simplexe Xi (i 1, 
2, . . ., oc'^) bilden eine Basis in U; bezeichnen wir wieder für jeden 
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Komplex y a K mit seine Unterteilung in und also mit f{x^i 
die Unterteilung von / {x^ , so ist der Autohomomorphismus h von U 
durch ein Gleichungssystem 

(1) 

;=1 

gegeben, in dem die = 0 oder = ±1 sind; \x^\ ist dann und nur 
dann Fixsimplex, wenn 4- 0 ist, und zwar positives oder négatives 
Fixsimplex, je nachdem == oder = —1 ist; folglich ist die Fix- 
simplexzahl : 

(2) = SU. 

i—1 

2. Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel. 

Das Auftreten von Fixsimplexen — wofür die Bedingung SU 0 hin- 
reichend ist — sowie die Fixsimplexzahl selbst gehôren zu derjenigcn 
Sorte von Eigenschaf ten der simplizialen Abbildung / , auf deren elemen- 
taren und anschaulichen Charakter wir in Kap. XII, § 4, Nr. 5, hin- 
gewiesen haben. Wie dort auseinandergesetzt wurde, wird die besondere 
topologische Bedeutung der Fixsimplexzahlen festgestellt sein, sobald 
es gelungen ist, sie mit solchen GrôBen in Verbindung zu bringen, die 
topologisch invariant sind, mit GrôBen also, die nicht von den Grup~ 
pen U, sondern von den Bettischen Gruppen abhàngen. Einen solchen 
Zusammenhang werden wir jetzt herstellen; dabei dient uns die Euler- 
Poincarésche Formel als Vorbild, die ja ebenfalls einen Zusammen- 
hang zwischen den genannten Gruppen ausdrückt; der Unterschied 
von dem Beweis dieser Formel (Kap. V, § 2, Nr. 5) wird im wesent- 
lichen nur darin bestehen, daB die dort auftretenden Range der ver- 
schiedenen Gruppen jetzt durch die Spuren der Autohomomorphismen 
zu ersetzen sind, welche diese Gruppen erleiden. 

Infolge derErhaltung des Randes bei simplizialen Abbildungen^ und 
bei Unterteilungen^ werden bei Ausübung von / und darauffolgendern 
Übergang von den Komplexen in K zu ihren Unterteilungen in 
mit der Gruppe U auch ihre Untergruppen [K^j , (K-^) 

und = 7^05 (Kl) homomorph in sich abgebildet, und dasselbe gilt 
daher auch für die Restklassengruppen U — Z'* und Z'’ — //'’ = B[^ 
(Anhang I, Nr. 7); ailes dies sind freie Gruppen: Z'’, W , als Unter- 

gruppen der freien Gruppe U und die beiden Restklassengruppen, 
weil Z^ und Untergruppen mit Division von U bzw. sind (An- 
hang I, Nr. 45 U. 15); daher sind für die Autohomomorphismen dieser 
Gruppen Spuren SZ^ SH^, S{U — Z^), SBq erklârt, und zwar für 
r = 0, i , . , . , n, wobei wir K als ^-dimensional annehmen. 

Wir bezeichnen die Autohomomorphismen von U — Z^ und von 
mit (p bzw. (p'; ordnet man jedem Komplex U cz U seinen Rand 


1 Kap. IV, § 3, Nr. 7- 

Alexandroff-Hopf, Topologie 1. 


2 Kap. VI, § 2, Nr. 2. 


34 
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& c zu, so entsteht (Kap. V, § 2, Nr. 5) eine isomorphe Abbildung 
von U — auf die wir R nennen. Wir behaupten: Übertrâgt 

man q) mittels R auf so entsteht ç?', d. h. es ist 

Rq>{C) = <p'R{C) 

für jede Restklasse ^ cz U Die Richtigkeit dieser Behauptung 

ergibt sich einfach aus der Gleichheit 

(f(C%y = f{C\ 

für jeden Komplex C' Z, die infolge der Invarianz des Randes bei 
simplizialer Abbildung und bei Unterteilung besteht (der untere Index 1 
bedeutet wieder den Übergang zu der Unterteilung K^). Da also in 
der Tat (p durch den Isomorphismus R in <p' transformiert Wird, haben 
(p und (p' die gleichen Spuren, d. h. es ist 

(3) S(U - Z’') = SH^-K 

Wegen der Additivitât der Spuren (Anhang I, Nr. 27) ist 

(4) SU - SZ' = S {U - Z^) . 

Aus (3) und (4) folgt 

( 5 ) SU = SZ^^SH^-\ 

Ferner folgt aus der Additivitât der Spuren, da RJ — 

Ê’' die DivisionshüUe von H' ist, 

(6) SB'o = SZ^ - S//^ 

Nun multipliziere man jede der Gleichungen (5) und (6) mit (— 1)'' 
und summiere über r von 0 bis » ; dann ergibt sich — bei Berücksichti- 
gung der Tatsache, daC H~^ und H” Nullgruppen, also SH~^ und S/f" 
gleich Null sind — : 

(7) = 

r=0 r"0 

Dies ist eine V erallgemeinerung der Euler- Poincaréschen Formel) 
denn wenn mit K identisch und / die Identitât ist, so werden die 
Gruppen identisch auf sich abgebildet, und die Spuren sind durch die 
Range zu ersetzen; dann ist also SU — oJ und SB^ — ■ 

Eine unmittelbare Folgerung aus (7) ist der folgende 
Existenzsatz für Fixsimplexe; Wenn 

( 8 ) +- 0 

r=0 

ist, SO gibt es wenigstens ein Fixsimplex. 

Denn aus (8) und (7) folgt; es gibt wenigstens ein r mit 0; für 

dieses r gibt es ein i, für welches in (1) 4" 0, also | x^l Fixsimplex ist. 

Ist Z. B. K eine Simplizialzerlegung eines «-dimensionalen Sim- 
plexes, so sind für r > 0 aile Gruppen B' — 0, und auBerdem ist 
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5j5o = 1 — wie bei jeder Abbildung für einen zusammenhângenden K; 
daher ist ^(—iYSBo == 1, mithin gibt es in ein Fixsimplex. 

3. Die Lefschetzsche Zahl einer stetigen Abbildung eines Polyeders 
in sich. Der Existenzsatz für Fixpunkte. Nachdem wir somit die Fix^ 
simplexe mit dem Verhalten der Bettischen Gruppen bei der Abbildung 
in Verbindung gebracht haben, ziehen wir die hierauf bezüglichen Kon- 
sequenzen aus den topologischen Invarianzeigenschaften der Bettischen 
Gruppen. 

/ sei eine stetige Abbildung des n-dimensionalen Polyeders P in 
sich. GemâB Kap. VIII, §§ 3 und 4, bewirkt / für jede Dimension r 
eine homomorphe Abbildung der Bettischen Gruppe in sich; 

dabei wird die Untergruppe der Elemente endlicher Ordnung, also die 
Torsionsgruppe 7^ (P) , in sich abgebildet, und mithin erleidet auch 
die Gruppe JSo(P) = P@(P) — 7^(P) einen Autohomomorphismus h'j 
(Anhang I, Nr. 7); da Po(^) ireie Gruppe ist, existiert die Spur 
SBq(P) = SBq von ¥f. Ist P = K = und / wie in Nr. 1 eine sim- 
pliziale Abbildung der Unterteilung von K in K, so ist die früher 
erklârte Spur offenbar gleich der jetzt definierten (da jeder Zyklus 
aus K und seine Unterteilung in derselben Homologieklasse von P 
angehôren). Wir setzen nun 

Af=±{-\ySB>, 

r=0 

— das ist die ,, Lefschetzsche ZahV der Abbildung / •— und behaupten: 

Existenzsatz für Fixpunkte. Ist f eine Abbildung des Polyeders 
P in sich, für welche Ajr o ist, so besitzt f wenigstens einen Fixpunkt. 

Beweis, / erfülle die genannte Voraussetzung; es ist zu zeigen, 
daü die Funktion <p(jf>)^Q(p> f(p)) eine NuUstelle in P besitzt. Da P 
kompakt und (p stetig ist, genügt es, zu beweisen: Zu jedem positiven e 
gibt es einen Punkt p cz P mit Q{p , f(p)) < e. 

Es sei also e > 0 gegeben. Es gibt eine Simplizialzerlegung K 
von P, eine Unterteilung von K und eine simpKziale Abbildung 
von in K, so daB 1) die Simplexdurchmesser von K kleiner als e/2 
sind, und daB 2) 

(9) e{fiip).fip))<~ 

für aile Punkte pci P ist (Kap. VIII, § 2) ; dabei dürfen wir den Unter- 
schied zwischen fi und / überdies éds so klein annehmen, daB /, zu / 
homotop, also erst recht homolog ist (Kap. VIII, § 3). so daB ins- 
besondere = /!/, also =(= 0 ist. Dann besitzt wie am SchluB 
von Nr. 2 festgestellt wurde, ein Fixsimplex | Af | in K, . Es sei Px ein 
Punkt von Æ; dann gehôren p, und /i(/>i) demselben Simplex von K 
an, es ist also 

(10) (/>!))< y: 
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aus (9) — für p = pi — und (10) folgt 

eiPi-f^Pi)) < e. 

4. Beispiele. a) Aus der geometrischen Bedeutung der nuUten Betti- 
schen Gruppe (Kap. V, § 1) ergibt sich unmittelbar, daB für jede 
Abbildung eines zusammenhângenden Polyeders in sich 5 Sq = 1 ist. 
Sind nun weiter für > 0 die Bettischen Zahlen = 0 , also die Grup- 
pen Bq gleich Null, so sind die Spuren S Bq — 0. Folglich ist für jede 
Abbildung eines solchen Polyeders in sich === 1 , und es gilt daher 
der folgende Satz: 

Ist P ein zusammenhàngendes Polyeder, dessen sàmtliche Bettischen 
Zahlen für r > 0 verschwinden, so hesitzt jede Abbildung von P in sich 
wenigstens einen Fixpunkt'^, 

Zu diesen Polyedern gehôren z. B. die n-dimensionalen Simplexe^, 
die H-Simplexe (Kap. IV, § 6, Nr. 5) und die projektiven Ràume gerader 
Dimension (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, Nr. 7). 

b) Homotope Abbildungen sind einander homolog, haben also die- 
selben Lefschetzschen Zahlen; dies werden wir in den nâchsten beiden 
Satzen benutzen. 

Bildet man ein beliebiges Polyeder auf einen seiner Punkte ab, so 
ist = 1 , S Bq = 0 für r > 0, also = 1 . Folglich gilt der Satz: 

Jede Abbildung eines beliebigen Polyeders in sich, die einer Abbildung 
auf einen einzigen Punkt homotop ist, besitzt wenigstens einen Fix- 
punkt. 

c) Die identische Abbildung eines Polyeders bewirkt auch die iden- 
tische Abbildung jeder Gruppe Bq; daher ist = ^^für jedes r, undyl^ 

n 

hat den Wert ^{—\yp^y ist also gleich der Eulerschen Charakteristik 

r=0 

einer beliebigen Simplizialzerlegung von P; mithin gilt: 

Ist die Eulersche Charakteristik des Komplexes K von Null verschie- 
den, so besitzt jede Abbildung des Polyeders K in sich, die zu der Iden- 
iiiàt homotop ist, wenigstens einen Fixpunkt, 

Zu diesen Polyedern K gehôren z. B. aile geschlossenen und berandeten 
Flàchen mit Ausnahme des Torus, des Kleinschen Schlauches, des Kreis- 
ringes und des Môbiusschen Bandes (Anhang zu den Kap. IV, V, VI, 
Nr. 10 U. 11) sowie die Sphàren gerader Dimension^, 

d) Ist P ein ^-dimensionales einfach geschlossenes Polyeder, so ist 
S Bq gleich dem Grade c der Abbildung / (Kap. XII, § 1, Nr. 4); die 

^ Der Satz ist nicht umkehrbar; es gibt vielmehr zusammenhângende Poly- 
eder P mit der Eigenschaft, daB jede Abbildung von P in sich einen Fixpunkt 
besitzt, obwohl für ein gewisses \ die Bettische Zabi p^{P) > O ist. Ein Bei- 
spiel ist die komplexe projektive Ebene P. Dies soll im 3. Band behandelt werden ; 
vorlâufig vgl. man H. Hopf: Zur Algcbra der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten ; 
Crelles Journal Bd. I63. 

2 Vgl. Kap. XII, § 3, Satz lia. 3 Vgl. Kap. XTI, § 3 , Satz VI. 
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Lefschetzsche Zahl hat dann die Gestalt 

f=l 

Hieraus ist ersichtlich : 

Ist P ein n-dimensionales und einfach geschlossenes Polyeder, dessen 
r4e Bettische Zahlen mit 0 <.r <.n verschwinden, und ist f eine Ab- 
bildung von P in sich, deren Grad c 4= ( — ist, so hesitzt f wenigstens 
einen Fixpunkt. 

Zu diesen Polyedern gehôren z. B. aile n-dimensionalen Sphàren und 
die projektiven Ràume ungerader Dimension (Anhang zu den Kap. IV, 
V, VI, Nr. 7). 

6. Bemerkungen. Die Lefschetzsche Zahl Af ciner Abbildung ist durch die 
Transformation der Gruppen bestimmt; die Gruppe eines Komplexes be- 
steht aus Homologieklassen, wobei dieElemcnte dieser Klassen ganzzahlige Zyklcn, 
die Homologien aber in bezug auf den rationalen Koeffizientenbereich 91 zu nehmen 
sind. Daraus ergibt sich: Sind f und g zwei Abbildungen von P in sich, die einander 
homolog in bezug auf 9î sind, so ist Af ~ Ag. Fur aile Sàtze, deren Voraussetzungen 
in Aussagen liber den Wert von Af bestehen, wird man also die Abbildungen des 
betrachteten Polyeders P in sich nach Homologietypen in bezug auf 9R cinteilen ; 
das ist im allgemeinen — wie man sich z. B. Icicht für die projektive Ebene klar- 
macht — eine grôbere Einteilung als die in bezug auf (^; aile Abbildungen, die bei 
dieser Einteilung einer Klasse an gehôren, haben dieselbe Lefschetzsche Zahl. 

Man kann also geradezu von der Lefschetzschen Zahl A eines Homologietypus 
(in bezug auf 9î) sprechen. Ihr Nichtverschwinden ist hinreichend dafür, daû aile 
Abbildungen von diesem Typus Fixpunkte haben Ist diese Bedingung auch 
notwendig? Mit anderen Worten: Wcnn ein Homologietypus (in bezug auf SR) 
von Abbildungen von P in sich vorlicgt, dessen Lefschetzsche Zahl Null ist, gibt 
es dann immer eine fixpunktfreie Abbildung von diesem Typus? Wir werden 
diese Frage verneinen, d. h. wir werden zeigen: es gibt eùie Abbildung f mit 
Af= 0, die sich nicht durch Übergang zu homologen Abbildungen {in bezug auf SR), 
geschweige denn zu homotopen Abbildungen, von Fixpunkten befreien là^t. 

Der Angabe eines derartigeii Beispieles schicken wir einen Satz über die Ab- 
bildungen der Kreislinie in sich voraus, der den am SchluB von Nr. 4 bewiesenen 
Fixpunktsatz über die w-dimcnsionale Sphüre für w = 1 verschàrft: 

Jede A bbildung der Kreislinie in sich vom Grade c hesitzt wenigstens \c — l ! 
voneinander verschiedene Fixpunkte. 

Beweis. Die zu der Abbildung / der Kreislinie in sich gehôrige Funktion 
F [s) sei wie in Kap. XII, § 1 , Nr. 6, definiert; dann ist F(l) — F(0) ~ c ' 2n. 
Die Funktion G (s) = F (s) — s ist ebenfalls eindeutig und stetig, und es ist 
G(l) — G(o) = [c — 1) • 2 7 t. Daher gibt es wenigstens \c — \\ Stellen s,- mit 
O^Si< 1 , für die G (5,) ein ganzes Vielfaches von 2 n ist. Dann ist F (s,) = 
SiA- ki' 271 mit ganzen ki, d. h. die Punkte mit den Koordinaten sind Fixpunkte. 

Zusatz. Die Mindestzahl |c — l| wird für jedes c 4= 1 von der durch F [s) 
~ CS *271 gegebenen Abbildung erreicht. 

Wir kommen jetzt zu dem angekündigten Beispiel. K sei ein eindimensio- 
nales Polyeder, das einer Lemniskate homôomorph ist, oder, was dasselbe ist, 

^ Daher lassen sich z. B. die Sàtze in Nr. 4, in denen etwas über die Homo- 
topietypen der Abbildungen vorausgesetzt war, dadurch verallgemeinern, daO 
man in ihren Voraussetzungen die Homotopietypen durch die Homologietypen 
in bezug auf SR ersetzt. 
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einem Paar sich berührender Kreislinien. Sind -2*2 Zyklen in K, die den eben 
genannten Kreisen in einmaligen Durchlaufungen entsprechen, so bilden — was 
2U beweisen wir dem Leser überlassen — £^1, Basis der Gruppe Bj. Wir 

betrachten nun die Abbildungen von R in sich, deren Homologietypus durch 

(11) Kih) = -h 

h}(z^) = 2 Zi 

gegeben ist (wir kônnen hier, da K eindimensional ist, die eindimensionalen Zyklen 
selbst an Stelle ihrer Homologieklassen einsetzen). 

Zunàchst überzeugen wir uns davon, daB es derartige Abbildungen wirklich 
gibt: Man fasse K als Paar von Kreisen z^, Z2 auf, die sich in dem Punkt be- 
rühren, führe auf z^ und z^ Winkelkoordinaten oci bzw. «g Po Nullpunkt 
ein und bilde jeden der beiden Kreise vermôge der Formeln ai == —ai bzw. 
«2 = 2 0^2 sich ab. Zu dieser Abbildung gehôrt offenbar die Transforipation (11). 

Für jede Abbildung von diesem Typus ist — 0, da SB^ = 1 und, wie man 
aus (11) abliest, SBJ 1 ist. Wir behaupten, daB trotzdem jede derartige Ab- 
bildung / einen Fixpunkt besitzt, und zwar auf 

In der Tat: Wir betrachten die Abbildung /' von z^^ in sich, die folgender- 
maBen erklârt ist : f' (p) ~ f{p), wenn / (p) C ist ; /' (p) — pQ , wenn / (p) c ^2 
ist. [Man beachte: Trotz (il) braucht z^ durch / nicht in sich abgebildet zu sein.] 
In eine Strecke x von die pQ nicht enthàlt, werden durch /' dieselbcn Punkte 
von il abgebildet wie durch / (daB durch / auBerdem noch Punkte von z^ in x 
abgebildet werden kônnen, spielt keine Rolle). Die Abbildung /' von z^^ hat daher 
in X denselben Grad wie die Abbildung /; der letzterc Grad ist infolge (11) gleich 
— 1; folglich hat die Abbildung /' von z^ in sich den Grad —1. Sie hat daher, 
wie oben gezeigt wurde, wenigstens | — 1 — 1| =2 voneinander verschiedcne Fix- 
punkte. Es gibt also auf z^ einen Punkt p^ mit f'(pi) ~ Pi P o'> der Défini- 

tion von /' ergibt sich, daB dann auch f(pi) = Pi ist. 

Die damit bewiesene Tatsache legt es nahe, Bedingungen zu suchen, die für 
die Existenz von Fixpunkten hinreichen und die im allgemeinen auch dann nicht 
versagen, wenn die Eefschetzsche Zahl verschwindet ; derartige Bedingungen 
werden in der Nielsenschen Théorie der ,,Fixpunktklasscn'‘ aufgestellt, auf die 
wir im 3. Band eingehen werden. 


§ 2. Der Index eines Fixpunktes. 

1. Der Index der Nullstelle eines Vektorfeldes und der Singularitât 
eines Richtungsfeldes. Wie im Kap. XII, § 3 , Nr. 1 betrachten wir ein 
System stetiger Funktionen v^, v^, . . . , v„, das auf einer Teilmenge 
des i?” gegeben ist, und deuten es als Vektorfeld ; den Begriff der Cha- 
rakteristik eines solchen Feldes ti auf einem (krummen) (« — 1)-dimen- 
sionalen Zyklus haben wir bereits a. a. O. behandelt. Jetzt betrachten 
wir isolierte Nullsiellen eines Vektorfeldes. 

Der Index einer isolierten Nullstelle 0 des Feldes b ist gemâB 
Kap. XII, § 3, Nr. 1 und Kap. XII, § 2, Nr. 4 erklârt: es sei v die zu 
dem Feld ü gehôrige Abbildung (Kap. XII, § 3 . Nr. 1) in den Raum R”, 
und 0 , sei der Koordinatenanfangspunkt in RJ; dann ist 0 eine isolierte 
Oj-Stelle der Abbildung v, und der Index j dieser o,-Stelle (Kap. XII, 
§ 2, Nr. 4) ist definitionsgemàB der Index der Nullstelle 0 unseres 
Vektorfeldes. Er ist also folgendermaBen erklârt (vgl. Kap. XII, § 2, 
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Nr. 4): er ist gleich der Charakteristik des Feldes b auf einem (» — !)- 
dimensionalen Zyklus z, in bezug auf welchen der Punkt o die Ordnung 
4-1 hat (dabei ist z ein knimmer Zyklus, der in einem Simplex liegt, 
in welchem das Feld b definiert ist und auBer o keine Nullstelle besitzt). 

Aus der Définition der ,, Charakteristik” und aus Kap. XII, § 1, 
Nr. 5 ergibt sich, daB man den Index j auch folgendermaBen erklâren 
kann; 

Es sei 0 die einzige Nullstelle des in einem Gebiet G des i?" stetigen 
Vektorfeldes b; ferner sei z ein {n — \)-dimensionaler (krummer) Zyklus 
in G, in bezug auf welchen der Punkt o die Ordnung +1 hat; Z sei eine 
in natürlicher Weise orientierte {n — \ )-dimensionale Sphàre des R" 
(Kap. XII, § 1, Nr. 3) und der Mittelpunkt von Z. Fur jeden Punkt p 

von z bezeichne <p{p) den Punkt von Z, für welchen der Strahl o^(p{p) 
dem Vektor \){P) parallel ist. Dann ist der Index j von o gleich dem Grade 
der Abbildung cp von z in Z. 

Die Sphâre Z bezeichnen wir hierbei als die ,,Richtungskugel“ . Es 
ist ersichtlich — was übrigens schon im Kap. XII, § 3, Nr. 1 festgestellt 
worden war —, daB es für die Bestimmung des Index j nicht auf die 
Lângen, sondern nur auf die Richtungen der Vektoren b ankommt. 
Infolgcdessen lâBt sich der Begriff des Index statt auf Vektorfelder 
auch auf Richtungsfelder anwenden. Dabei hat man unter einer ,,Rich- 
tung” — oft auch „Linienelement” genannt — die Menge derjenigen 
Vektoren zu verstehen, die aus einem von Null verschiedenen Vektor 
durch Multiplikation mit beliebigen positiven Zahlen hervorgehen. An 
die Stelle der Nullstellen des Vektorfeldes treten die Singularitàten des 
Richtungsfeldes, d. h. die Stellen, in welchen die Feldrichtungen ent- 
weder nicht erklârt oder unstetig sind. Jedes Vektorfeld bestimmt in 
eindeutiger Weise ein Richtungsfeld ; umgekehrt kann man jedes Rich- 
tungsfeld dadurch zu einem Vektorfeld machen, daB man den gegebenen 
Richtungen noch „Lângen” zuordnet, welche stetig vom Ort abhângen 
und in den Singularitàten des Richtungsfeldes, und nur dort, ver- 
schwinden. 

Beispiele isolierter Singularitàten von Richtungsfeldern in der Ebene 
werden durch die Abb. 38 und 39 gegeben ; man hat jedem, von der 
Singularitât verschiedenen Punkt die Richtung der durch ihn gehenden, 
mit einem Durchlaufungssinn versehenen Kurve zuzuordnen. 

2. Der Index eines Fixpunktes. Es sei / eine stetige Abbildung des 
Gebietes G c R” in diesen selben R” hinein. Ist im R" ein Cartesisches 
Koordinatensystem eingeführt, und verstehen wir für jeden Punkt pczG 
unter {i = \ , 2, n) seine eigenen, unter t\ die Koordinaten seines 
Bildes f{p), so sind die Fixpunkte der Abbildung / identisch mit den 
Nullstellen des Funktionensystems 

(1) = vSi, h.---, in) = (î = 1 , 2, . . 
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Der Punkt o sei ,,isolierter'' Fixpunkt von /, d. h. es sei f{o) = o, 
aber f{p) p für aile von o verschiedenen Punkte p der Umgebung G 

von 0 (die wir von vorn- 

• herein hinreichend klein 

annehmen) ; dann ver- 
stehen wir unter dem 
,, Index** des Fixpunk- 
tes 0 den Index der 
Nullstelle o des Sy- 
stems (1). Er ist iden- 
tisch mit dem Index der 
- Nullstelle o des Vektor- 
feldes t) (p), dessen Kom- 
ponenten durch (1) 
gegeben sind. Der Vek- 
tor >û(p) hat den An- 
fan gspunkt P y den End- 
punkt f(p)y er ist also 
der zu / gehôrige ,,Ver- 
schiebungsvektor ' ‘ im 
Punkte^; folglich: Der 

Index des isolierten Fixpunktes o der Abbildung f ist die Charakierisiik 
des Feldes der V erschiebungsvektoren von f anf einem heliebigen (w — 1)- 
^ . dimensionalen (krum- 

^ y/ /h. men) Zykhis z y in bezug 

//// I welchen der Punkt o 

y /// //Il Ordnung + 1 hat (da- 

//J / 1 V \ ^ natürlich in 

/ t \ einer Umgebung G von 0 , 

vN ( V welche auBcr o keinen 

/{ - Fixpunkt enthâlt) . 

3. Eigenschaften 

des Indexes. Wir he- 

I 1 f einige der Tat- 

\ 1 / y \ I / sachen hervor, die sich 

\ \ I / j // >\\ II// ohne weiteres aus der 

' 1 / / 1 // ^^xvW \ I Théorie der Kronecker- 

I / ////y \ schen Charakteristik er- 

geben. Dabei bezeich- 

Abb. 39 . uen wir, wenn die 

Abbildung / in einem 
Gebiete G nur endlich-viele Fixpunkte besitzt, die Summe der 
Indexe dieser Fixpunkte als die yyUlgebraische AnzahV* der Fix- 
punkte von / in G. 
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a) / sei eine stetige Abbildung des «-dimensionalen Simplexes X cz 

in diesen R” ; auf x soUen keine, in x hôchstens endlich-viele Fixpunkte 
liegen. Dann ist die Charakteristik des Feldes der Verschiebungsvek- 
toren von / auf ï gleich der algebraischen Anzahl der Fixpunkte in X. 
Ist diese Charakteristik von Null verschieden, so existiert wenigstens 
ein Fixpunkt in X. (Vgl. Kap. XII, § 2, Satz II und Satz la.) 

b) Aus dem Satz von Rouché (Kap. XII, § 1 , Nr. 2) in Verbindung 
mit der Tatsache a) folgt: X und / môgen dieselben Eigenschaften 
wie unter a) haben, und auch /' sei eine Abbildung von X, welche be- 
züglich der Fixpunkte dieselben Voraussetzungen erfüUt wie /; ferner sei 

Q if (p) > f ip)) <Q(f (p) , P) für jeden Punkt ^ c ^ . 

Dann haben / und /' die gleichen algebraischen Anzahlen von Fixpunkten 
in X. 

c) Die Abbildung / in Nr. 2 sei durch die Funktionen 

h ~ fii^l’ ^2i ^n) (* = I . 2 , . . . , w) 

gegeben, und diese Funktionen seien stetig differenzierbar nach den tj. 
Dann ist der Index des Fixpunktes o „im allgemeinen" gleich : er 
kann nâmlich hôchstens dann sein, wenn die Déterminante 



an der Stelle o verschwindet, d. h. wenn die Funktionalmatrix 



der Abbildung / die charakteristische Wurzel +1 hat; andernfalls ist 
der Index -(-t oder — 1 je nach dem Vorzeichen der Déterminante (2). 
(Vgl. Kap. XII, § 2, Nr. 9-) 

d) Es sei o eine isolierte Singularitàt des Richtungsfeldes b im i?" 
(vgl. Nr. 1); ferner sei für jeden Punkt p des Definitionsgebietes von b 
die Richtung b(/>) die der Feldrichtung b(/)) entgegengesetzte Richtung. 
Dann besteht zwischen den Indexen / und / der Singularitàt o des 
Feldes b bzw. des Feldes b die Beziehung 

1 = (- 1 )”/. 

Beweis. Wir deutcn, wie in Nr. 1, die Indexe j und j als Grade 
zweier Abbildungen (p bzw. ^ des Zyklus z in die Richtungskugel Z. 
Bezeichnet a die Spiegelung der Sphâre Z an ihrem Mittelpunkt, so 
ist (jp = (j<p. Dabei hat <r den Grad (—1)" [dies ist z. B. aus Kap. XII, 
§ 3* Nr. 5, Formel (2) abzulesen]. Der „Produktsatz“ (Kap. VIII, § 4, 
Nr. 1) liefert daher — wenn man die Définition des „Grades im GroBen“ 
(Kap. XII, § i, Nr. 4) zugrunde legt — die behauptete Gleichung. 

e) Es sei b ein Richtungsfeld, das im Innem des «-dimensionalen 
Simplexes X eine einzige Singularitàt o, im übrigen in X keine Singu- 
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laritàt besitzt; der Index von o sei NuU. Dann gibt es ein Richtungs- 
feld t)j, das auf x mit b übereinstimmt und in dem ganzen Simplex x 
keine Singularitât besitzt. 

Beweis. Die durch das Feld v bestimmte Abbildungç? von i in die 
Richtungskugel Z bat den Grad 0; nach Kap. XIII, § i, Nr. 4, Satz II*_i 
gibt es daher eine stetige Abbildung ç>] von X in Z, welche auf x mit q> 
übereinstimmt. Ordnet man jedem Punkt p cz x die Richtung bi {P) 

des Strahles Oiq>i(p) zu, wobei den Mittelpunkt von Z bezeichnet, 
so erhâlt man ein Feld bi von der gewünschten Art. 

4. Normale Fixpunkte. Ein bemerkenswerter Spezialfall eines Fix- 
punktes liegt vor, wenn sich die Abbildung / in der Umgebung G 
ihres isolierten Fixpunktes o folgendermaBen verhâlt: Es gibt ein 
w-dimensionales Elément (d. h. krummes Simplex) x cz G, dessen Inneres 
den (einzigen) Fixpunkt o, aber keinen Punkt des Randbildes f{x) enthâlt; 
in diesem Falle moge o ein „normaler“ Fixpunkt heiüen. Wir behaupten: 

Der Index des normalen Fixpunktes o von f ist gleich dem Grade der 
Abbildung f des positiv orientierten Elementes ,Sc im Punkte o. 

Beweis. Der Index von o ist definitionsgemâû die Charakteristik 
des Feldes der Verschiebungsvektoren X)(p) auf x. Für jeden Punkt 
pŒ ï und für 0 é < ^ 1 verstehen wir unter pf den Punkt, der die 
Strecke po im Verhâltnis — teilt („Strecke“ und ,,Verhâltnis‘‘ 
im Sinne der affinen Geometrie des Simplexes |a;| verstanden, so daB 
also die Strecke ^ im allgemeinen eine krumme Finie des R" ist); 
infolge der Normalitât von o ist pf<t- f{x) für t>0, also ist immer 
Pt fiP) • Setzen wir 

^tiP)==^MP)> 

und lassen wir t stctig von 0 bis 1 laufen, so geht das ursprüngliche 
Feld b = bp in das Feld der Vektoren 

= ofÇp) 

über, ohne das jemals ein Vektor verschwindet. Daher hat bj auf x 
dieselbe Charakteristik wie bp; die Charakteristik von bj auf x ist aber 
die Ordnung von o in bezug auf / {x) , also der Grad von / {X) im Punkte o 
(Kap. XII, § 2, Satz V) ; damit ist die Behauptung bewiesen. 

5. Die Fixpunkte affiner Abbildungen. Aus den vorstehenden Tat- 
sachen ergibt sich leicht der folgende Satz: 

X sei ein n-dimensionales Euklidisches Simplex des R", / eine solche 
affine Abbildung von x in den R“, dafi x cz f{x) ist und dap auf X kein 
Fixpunkt liegt. Dann gibt es im Innern von X genau einen Fixpunkt, 
und mar hat dieser den Index + 1 oder — 1 , je nachdem f positiv oder 
negativ ist (Anh. II, § 1, Nr. 5). 

Beweis. Da das «-dimensionale Simplex X in dem Simplex ÿ = f(x) 
enthalten ist, ist auch y «-dimensional, die Abbildung / also nicht 
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singulâr, d. h. es existiert Die Abbildung /“^ von ÿ auf die Teil- 
menge Je von ÿ besit zt wenigstens einen Fixpunkt (dies folgt sowohl 
ans § 1, Nr. 4, a, als auch ans Nr. 3, a, des gegenwàrtigen Paragraphen, 
wenn man die Verschiebungsvektoren auf ÿ betrachtet; vgl. Kap. XII, 
§ 2, Satz I a) ; ein solcher Fixpunkt ist zugleich Fixpunkt von finx. Hàtte / 
zwei Fixpunkte o-^, Og in 5c , so würde wegen der Affinitàt von / die 
ganze Gerade punktweise festbleiben, also wâren insbesondere die 
Schnittpunkte dieser Geraden mit x Fixpunkte, entgegen der Voraus- 
setzung über Es gibt also genau einen Fixpunkt o in 5c ) dieser ist 
normal; mithin ist nach Nr. 4 sein Index gleich dem Grade der Ab- 
bildung / im Punkte o, also +1 oder —1 je nach dem Vorzeichen 
von /. 

Bemerkung. Die Existenz eines Fixpunktes bei dieser affinen Ab- 
bildung / lâBt sich natürlich auch elementar, d. h. ohne Stetigkeits- 
betrachtungen mit den Hilfsmitteln der analytischen Geometrie, be- 
weisen. Aufgabe für den Leser! 

Wir werden den soeben bewiesenen Satz in § 3> Nr. 4, auf die im 
§ 1 betrachteten ,,Fixsimplexe“ anwenden. 

6. Die topologische Invarianz des Fixpunktindexes. Wir zeigen 
jetzt, daB der Index des isolierten Fixpunktes o der Abbildung / topo- 
logisch invariant, d. h. von dem in G zugrunde gelegten Koordinaten- 
system unabhângig ist. Wir wissen zwar bereits ans Kap. XII, § 2, 
Nr. 8, daB der Index der Nullstelle o eines vorgegebenen Funktionen- 
systems (1) diese Invarianzeigenschaft besitzt; aber das System (1), 
das wir zu betrachten haben, ist ja selbst mit Hilfe eines speziellen 
Koordinatensystems definiert, und daher muB die Invarianz des Fix- 
punktindex gegenüber einer topologischen Koordinatentransformation 
noch bewiesen werden. 

Die behauptete Invarianz besteht gewiB, falls o ein normaler Fix- 
punkt ist (Nr. 4) ; denn der lokale Abbildungsgrad ist, wie wir früher 
bewiesen haben (Kap. XII, § 2, Nr. 8), topologisch invariant. 

Es sei jetzt o zwar nicht normal, aber ,,normalisierbar‘‘, d. h.: es gibt 
ein n-dimensionales Elément 5c, das o im Innern enthàlt, und eine stetige 
Abbildungsschar (0 ^ ^ 1 ) mit /o = / nnd folgenden Eigenschaf ten : 

keine Abbildung besitzt einen Fixpunkt auf 5, und Çx) ist fremd zu x 
(so daB also o bei der Abbildung normal ist). Auch in diesem Fall 
ist der Index topologisch invariant: denn verstehen wir, nachdem ein 
Koordinatensystem © zugrunde gelegt ist, unter die Verschie- 

bungsvektoren von /^, so ist das Feld auf für aile t frei von NuU- 
stellen; es hângt stetig von t ab; daher ist seine Charakteristik auf x 
unabhângig von G für ^ = 0 ist sie der Index j des Fixpunktes o von /, 
gemessen in dem Koordinatensystem © (denn j ist definitionsgemàB 
gleich der Charakteristik von % auf irgendeinem krummen Zyklus z, 
in bezug auf den o die Ordnung Eins hat, und wir kônnen z== x wâhlen). 
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Dieser Index j ist daher zugleich der Index des normalen Fixpunktes o 
der Abbildung — also unabhângig vom Koordinatensystem ©. 

Für den Beweis, daB der Index jedes isolierten Fixpunktes topo- 
logisch invariant ist, genügt es somit, zu zeigen: jeder isolierte Fix- 
punkt ist normalisierbar. Zum Zweck dieser Normalisierung legen wir 
ein Koordinatensystem zugrunde und wâhlen ein beliebiges n-dimensio- 
nales Euklidisches Simplex x — („Euklidisch“ im Sinne der Geometrie 
dieses Koordinatensystems) —, das o im Innern enthâlt und im Defini- 
tionsgebiet G von / liegt {G eathâlt keinen anderen Fixpunkt als o). 
Der Durchmesser von x sei d. Dann verstehen wir für jeden Punkt 
qc X unter (ÿ) den Strahl, der in Richtung des Verschiebungsvektors 
t)(ÿ) von q ausgeht, unter q){q) eine beliebige nichtnegative stetige 
Funktion in x mit 95(0) = 0 und = \ iüx p a x, und unter ft{q) 
für 0 ^ ^ 1 den Punkt auf t) {q) mit 

Q{tM),q) == Q{f(q),q) ■\-td- <p{q ) . 

Die Abbildungsschar leistet eine Normalisierung des Fixpunktes 0. 

Damit ist die Invarianz des Index vollstândig bewiesen. Man kann 
die.sen Satz offenbar auch so aussprechcn: 

0 set der einzige Fixpunkt der Abbildung f des Gebietes G c: in 

diesen R”. T sei eine topologische Abbildung des R” auf sich {oder auf 
einen anderen 2 ?"). Dann hat der Fixpunkt 0' = T{o) der Abbildung f 
— TfT~^ von G' = T [G) denselben Index wie 0. 

7. Die Invarianz des Singularitâtenindexes in einem Richtungsfeld. 
Es sei wieder G c iî" eine Umgebung des Punkt es 0, und in G sei ein 
stetiges Richtungsfeld to gegeben, das nur in 0 eine Singularitât besitzt. 
Der Index ; ist gemâB Nr. \ definiert; gemâB Nr. 2 kônnen wir ihn auch 
als Fixpunktindex deuten, indem wir jeden Punkt p ein gewisses Stück 
lângs der in ihm ausgezeichneten Richtung verschieben. Die folgende Ver- 
allgemeinerung dieser Deutung ist für unsere weiteren Zwecke angebracht ; 

Für jeden Punkt ÿ =f= 0 bezeichne klp) einen stetig differenzierbaren 
einfachen Kurvenbogen, der in p mit der Richtung 'o(p) beginnt; er 
sei auf einen Parameter t mit 0 êS ^ =5 1 so bezogen, daB p zum Werte 
t = 0 gehôrt ; die Bogen sollen in folgendem Sinne stetig von p ab- 
hângen ; Bezeichnet P{p ,t) den zum Parameterwert t gehôrigen Punkt 
auf k (P) , so ist P(p,t) stetig in p und t . 

Es sei nun g(p) eine beliebige, in G erklârte stetige Funktion mit 
g(o) = 0 und 0 < g(p) -s:, i lür p 4 = 0; dann ist f(P) = P{p, gip)) eine 
stetige Abbildung mit 0 als einzigem Fixpunkt. Wir behaupten: Der 
Index jf des Fixpunktes 0 der Abbildung f ist gleich dem Index j der 
Singularitât 0 des Feldes ü. 

Beweis. Der Fixpunktindex ist definitionsgemaB identisch mit 
dem Index der Singularitât 0 des Feldes der Richtungen 


t>i{p) =pP(p, g(p)); 
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definieren wir für 0 < s < 1 die Richtungen 

= pP{p. s-g(p)) 

und setzen wir auBerdem o, ,.x 

so geht, wâhrend s stetig von 1 nach 0 lâuft, das Feld der Richtungen bj 
stetig in das Feld der b über, ohne daB jemals eine von 0 verschiedene 
Singularitât entsteht. Daher ist gleich dem Index j der Singulari- 
tât O des Feldes b. 

Aus dem damit bewiesenen Satz ûnd der in Nr. 6 bewiesenen In- 
varianz des Fixpunktindexes ergibt sich leicht eine wichtige Invarianz- 
eigenschaft des Indexes j einer Singularitât eines Richtungsfeldes. Bei 
der Définition von j wird auf ein bestimmtes Koordinatensystem Bezug 
genommen; die Begriffe des stetigen Richtungsfeldes und seiner iso- 
lierten Singularitât sind offenbar invariant gegenüber stetig differen- 
zierbaren Koordinatentransformationen mit von Null verschiedener 
Funktionaldeterminante ; daher besteht die Frage: Ist der Index j', 
den man bei Bezugnahme auf ein neues Koordinatensystem erhâlt, 
gleich dem alten Index /? 

Die soeben gegebene Charakterisierung von j als Fixpunktindex bei 
der Abbildung /, die mit Hilfe der Bôgen k{j)) konstruiert wurde, zeigt, 
daB in der Tat /' = j ist ; denn da die Kurven k {p) auch in dem neuen 
Koordinatensystem stetig differenzierbar sind, ist / vôUig unabhângig 
von der Wahl des Koordinatensystems. Es gilt also der Invarianz- 
satz: 

Der Index einer Singularitât eines Richtungsfeldes ist invariant gegen- 
über stetig differenzierbar en Koordinatentransformationen mit von Null 
verschiedener Funktionaldeterminante. 

§ 3. Die algebraische Anzahl der Fixpunkte einer stetigen 
Abbildung eines Polyeders in sich. 

1 . Die algebraische Anzahl regulàrer Fixpunkte. P sei ein Eukli- 
disches homogen n-dimensionales Polyeder, / eine Abbildung von P in 
sich, O ein Fixpunkt von /. Der Fixpunkt 0 heiBe „regulârer Fixpunkt" 
von P, wenn er 1) ,, regulàrer Punkt“ von P ist (Kap. X, § 3, Nr. 4), 
wenn er also in einer w-dimensionalen ,,Euklidischen" offenen Teil- 
menge G von P liegt, 2) isoliert (d. h. in einer gewissen Umgebung von 
sich der einzige Fixpunkt) ist. Infolge der Stetigkeit von / liegt das 
Bild jedes hinreichend kleinen, 0 enthaltenden Teilgebietes von G eben- 
falls in G; indem wir G als Teil eines R“ auffassen, ist daher dem 
Fixpunkt 0 ein Index zugeordnet. Wenn / nur regulâre Fixpunkte be- 
sitzt, so nennen wir deren Indexsumme die ,, algebraische Anzahl" 
der Fixpunkte von /; sie ist dur ch den Homologietypus von f vollstândig 
bestimmt, denn es gilt 
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Satz I. Besitzt die Abbildung f des homogen n-dimenswnalen Poly- 
eders P in sich nur regulàre Fixpunkte, so ist deren algebraische Anzahl 
gleich (— 1)M^, wobei die Lefschetzsche Zahl von f ist, 

Wir werden diesen Satz in Nr. 3 , 4, 5 beweisen. Er ist eine Ver- 
schârfung des Existenzsatzes in § 1; die Aussagen über die dort (§1, 
Nr. 4) behandelten Beispiele lassen sich jetzt verfeinern: Ist p^{P) = 0 
für r > 0 und P zusammenhàngend, so ist die algebraische Fixpunktzahl 
jeder Abbildung [mit nur regulàren Fixpunkten) gleich (—1)”; ist P 
beliebig und f zu der Identitàt homotop, so ist die Anzahl gleich [—\Ymal 
der Charakteristik von P; ist f eine Abbildung der S phare in sich vom 
Grade c, so ist die algebraische Fixpunktzahl gleich (—1)” + c; usw. 

2. Der allgemeine Fixpunktsatz. Auch auf Abbildungen mit be- 
liebigen Fixpunktmengen, für die also die algebraische Anzahl zunâchst 
gar nicht erklàrt zu sein braucht, lâBt sich der Satz I ausdehnen, und 
zwar auf Grund von 

Satz II. ]ede Abbildung von P in sich là/it sich für jedes e > 0 
durch Abbildungen e-approximieren, die nur regulàre Fixpunkte besitzen, 
Bei hinreichend kleinem e haben aile diese Abbildungen die gleiche alge- 
braische Fixpunktzahl. 

Die laut der zweiten Behauptung dieses Satzes existierende Zahl 
dürfen wir die ^algebraische Fixpunktzahl von /“ nennen. Dann gilt 
der allgemeine Fixpunktsatz: 

Satz la. Für jede Abbildung f von P in sich hat die algebraische 
Fixpunktzahl von f den Wert (— 1)M^. 

Der zweite Teil des Satzes II und der Satz la sind sofort aus dem 
Satz I zu folgern: Wenn die Approximation so gut ist, daB die appro- 
ximierenden Abbildungen denselben Homologietypus wie / haben 
(Kap. VIII, § 3 ), so haben sie insbesondere aile dieselbe Lefschetzsche 
Zahl Ay, und diese ist nach Satz I gleich der algebraischen Fixpunkt- 
zahl jeder einzelnen dieser Abbildungen. 

3. Regulàre Fixpunkte simplizialer Abbildungen. Es bleiben also 
Satz I und der erste Teil des Satzes II zu beweisen; wir verschârfen 
diesen Teil des Satzes II zunâchst noch, indem wir von den approxi- 
mierenden Abbildungen sogar fordern, daB sie simplizial sind. Bevor 
wir diese Verschârfung formulieren, werden wir aber für die Eigen- 
schaft einer simplizialen Abbildung, nur regulàre Fixpunkte zu be- 
sitzen, eine einfache hinreichende Bedingung angeben: 

/ sei eine simpliziale Abbildung der Unterteilung K 2 des homogen 
n-dimensionalen Komplexes in den Komplex K^. Wenn es kein 
r-dimensionales Fixsimplex mit r <n gibt, so gibt es nur regulàre Fix- 
punkte, und zwar genau einen in jedem n-dimensionalen Fixsimplex 
von 

In der Tat: Es gebe kein r-dimensionales Fixsimplex mit r <in\ 
O sei ein Fixpunkt, x das Simplex von K 2 , das ihn trâgt (d. h. im 
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Innem enthâlt); dann ist \x\ Fixsimplex, aiso «-dimensional; auf ï 
liegt kein Fixpunkt, da das einen solchen tragende Simplex ein hôch- 
stens (n — l)-dimensionales Fixsimplex wâre; folglich ist (§2, Nr. 5) 
0 der einzige Fixpunkt in X, also regulâr. Dal3 andererseits jedes Fix- 
simplex einen Fixpunkt enthâlt, folgt ebenfalls aus § 2, Nr. 5. 

Die angekündigte Verschârfung des ersten Teiles des Satzes II lâBt 
sich jetzt so aussprechen; 

Approximationssatz. Zu jeder Abbildung / des homogen n-dimen- 
sionalen Polyeders P = R in sich und jedem £ > 0 gibt es eine simpli- 
ziale Approximation f mit folgenden Eigenschaften : 1) es gibt kein 
r-dimensionales Fixsimplex mit r < n; 2) Q{f' , /) < e. 

4. Zurückführung auf den Approximationssatz. AuBer dem Appro- 
ximationssatz haben wir noch den Satz I zu beweisen ; wir führen den 
letzteren auf den Approximationssatz zurück, den wir also vorlâufig 
als bewiesen annehmen: 

/ erfülle die Voraussetzungen des Satzes I, o, seien die endlich- 
vielen Fixpunkte von /. Für jedes i sei ein o^ enthaltendes «-dimen- 
sionales Euklidisches Gebiet von R und x^ ein «-dimensionales Teilsim- 
plex^ von Gf, das o^ im Innern enthâlt und so klein ist, daB auch f{x^) 

im Innern von G^ liegt. Die Entfernung q (f(p ) , p) hat für p c P—^Xi 

i 

ein positives Minimum b. Ferncr gibt es nach § 2, Nr. 3, b, zu jedem i 
ein solches positives [nâmlich das Minimum von Q{f(p), p) auf 
daB jede Abbildung /' mit q (/', /) < a- in dieselbe algebraische Fix- 
punktzahl hat wie /. 

Es sei nun e eine positive Zahl, die kleiner als b und als aile ist; 
ferner sei /' eine e-Approximation von /, die die im Approximationssatz 
genannten Eigenschaften besitzt. Infolge von s <i b hat /' auBerhalb 
der x^ keinen Fi.xpunkt; aus e <, folgt, wie schon gesagt, daB /' 
dieselbe algebraische Fixpunktzahl wie / in jedem besitzt ; aus beiden 
Tatsachen folgt, wenn wir mit J und ]' die algebraischen Fixpunkt- 
zahlen von / bzw. /' in P bezeichnen: 

0 ) /' = /• 

Andererseits ist /' mit / homotop (Kap. VIII, § 3, Nr. 2), also erst 
recht (vollstândig) homolog (Kap. VIII, § 3, Nr. 3), so daB also ins- 
besondere 

(2) 4, = 4 

ist. 

Auf Grund von (1) und (2) ist die zu beweisende Behauptung 

7 = (-1)”4 

^ \Xi\ soll ein Euklidisches Simplex im Sinne einer Euklidischen Géométrie 
in Gi sein. Für i ^ j seien Xi und xj disjunkt. 
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gleichbedeutend mit 

(3) 

Wir haben uns also nur davon zu überzeugen, daÛ der Satz I für jede 
simpliziale Abbildung gilt, die kein r-dimensionales Fixsimplex mit 
r <n besitzt. Für eine solche Abbildung /' ist aber, in der Bezeich- 
nung aus § 1, SU = 0 für r <n, und die Formel (7) aus § \ lautet 
daher : 

(4) SU={-\fAf,-, 

dabei ist SU die Anzalil der »î-dimensionalen positiven Fixsimplexe 
vermindert um die Anzahl der «-dimensionalen negativen Fixsimplexe. 
Nach § 2, Nr. 5, ist diese Differenz gleich der Summe der Indexe in 
den «-dimensionalen Fixsimplexen ; folglich ist, da es andere Fixpunkte 
nicht gibt, 

(5) SU = J'. 

Aus (4) und (5) folgt die Behauptung (3). Damit ist der Satz I 
auf den Approximationssatz zurückgeführt, der allein noch zu beweisen 
bleibt. 

5. Beweis des Approximationssatzes. Da man jede Abbildung be- 
liebig gut simplizial approximieren kann, dürfen wir / von vornherein 
als simpliziale Abbildung einer Unterteilung Kq von K in den Komplex K 
annehmen; wir dürfen ferner, bei vorgegebenem e , annehmen, daB die 
Durchmesser der Simplexe von K kleiner als d mit 2 nd = e sind; und 
schlieBlich dürfen wir, da wir Kq einer beliebigen Folge beliebig fein 
werdender Unterteilungen von K entnehmen kônnen (vgl. Kap. VIII, 
§ 2), voraussetzen, daB Kq eine Unterteilung der baryzentrischen Unter- 
teilung A* von K ist. 

Wir werden eine mit / beginnende Kette 

/ = /o>/i. /2. ■■ 

von Abbildungen von P in sich mit folgenden Eigenschaften kon- 
struieren : 

1) /, ist eine simpliziale Abbildung einer Unterteilung von K 
in K und besitzt für s <. r kein s-dimensionales Fixsimplex; 

2 ) Qifr’ fr+i) "<1 

3) ist eine Unterteilung von K^. 

Dann wird der Satz bewiesen sein; denn /' besitzt kein Fixsimplex 
von einer Dimension s < «, und es ist Q(f'{p) , f(p)) <n ■ 2d — e-, [die 
Eigenschaft 3) verlangen wir nur mit Rücksicht auf den durchzu- 
führenden InduktionsschluB]. 

Wir dürfen annehmen, daB für ein gewisses z < « bereits vor- 
liegt, und wir haben zu konstruieren. 

Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen : 

a) Ein z-dimensionales Simplex einer Unterteilung K' von K heiBe 
ein ,,Hauptsimplex“ (in bezug auf K), wenn es der Unterteilung eines 
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r-dxmensionalen Simplexes von K angehôrt (und nicht nur Unter- 
teilungen von hôherdimensionalen Simplexen). Ist K" eine Unter- 
teilung von K\ so ist ein y-dimensionales Simplex von das Haupt- 
simplex in bezug auf K ist, offenbar auch Hauptsimplex in bezug 
auf K', und zwar entsteht es bei der Unterteilung eines r-dimensionalen 
Hauptsimplexes von K\ Ferner ist klar: Jedes Fixsimplex einer sim- 
plizialen Abbildung von K' in K ist Hauptsimplex. 

b) Für jedes Simplex ] x | verstehen wir unter Ix die Menge der 
inneren Punkte von x, also derjenigen Punkte, deren Trâger \x \ ist. 
Ist ÿ ein zwéites Simplex desselben Komplexes, so sind die beiden 
Aussagen ,,\x\ ist Seite von \ y\* und ,,ÿ • Ix offenbar miteinander 
gleichbedeutend. Daher lassen sich die in Kap. III, § 1, Nr. 7, ein- 
geführten Komplexe und Mengen für jedes Simplex | x | von fol- 
gendermaBen charakterisieren : 

der Komplex Sk^{Ix) besteht aus denjenigen Grundsimplexen von 
die \ x\ als Seite besitzen, und aus den Seiten dieser Grundsimplexe ; 

der Komplex B^^{Ix) besteht aus denjenigen Nebensimplexen von 
Srt I ^ I nicht als Seite enthalten ; 

ein Punkt p gehôrt dann und nur dann zu der offenen Menge 
Bk^{Ix) , wenn \x\ Seite des Tràgersimplexés 

von P ist. 

Hieraus ist insbesondere ersichtlich: Wenn x ein r-dimensionales 
Simplex ist, so hat für s < r kein s-dimensionales Simplex von 
einen Punkt mit Or^ {Ix) gemeinsam, und das einzige r-dimensionale Sim- 
plex, das Punkte mit Or^{Ix) gemeinsam hat, ist x selbst. 

c) Aus der Définition der baryzentrischen Unterteilung von K 

ergibt sich leicht: Jedes s-dimensionale Simplex von Ki^ hat für jedes 
r ^ s hôchstens ein r-dimensionales Hauptsimplex als Seite; daher hat, 
da Kj. Unterteilung von ist, auch jedes s-dimensionale Simplex 
von hôchstens ein r-dimensionales Hauptsimplex (in bezug auf K) 
als Seite. Sind also r-dimensionale voneinander verschiedene 

Hauptsimplexe (in bezug auf K) von so gibt es kein Simplex 
von das sowohl x^ als auch als Seite besitzt; miihin hahen 
ORr(Ix^) und OR^{Iy^) keinen gemeinsamen Punkt, — 

6. Wir betrachten jetzt die Abbildung /^; ihre r-dimensionalen Fix- 
simplexe seien xl (i = 1 , 2, . . . , ; da sie Hauptsimplexe sind, sind 
ORr{IXi) und Or^{Ix^) für j 4 i fremd zueinander (nach Nr. 5, c). 
Wir werden den Übergang von zu dadurch ausführen, daB 
wir /y in jeder einzelnen Menge OR^{IXi) abàndem, in P — ^Or^{Ix\) 
ungeândert lassen. ^ 

Zum Zweck der Abanderung nehmen wir eine Unterteilung von 
Sr^{Ix\) vor: p^ sei ein f ester innerer Punkt von ôCi\ zuerst konstruieren 
wir die Zentralunterteilung von Xi in bezug auf | Xi | mit p^ als Zentrum 
(Kap. III, § 2, Nr. 2) ; darauf wâhlen wir in jedem (r-f 1)-dimensionalen 

35 
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Simplex das als Seite besitzt, einen inneren Punkt q und kon- 
struieren die Zentraluntefteilung von in bezug auf den bereits 
untergeteilten Randkomplex von mit q als Zentnim; darauf 

verfahren wir ebenso mit den (r + 2)-dimensionalen Simplexen 
die als Seite besitzen, indem wir in jedem von ihnen einen in- 
neren Punkt auszeichnen. So fahren wir fort bis zu den ti-dimensio- 
nalen Simplexen von Es entsteht eine Unterteilung S\ von 

bei der aber kein Simplex des Begrenzungskomplexes 
untergeteilt worden ist; daher bilden die S\ zusammen mit den nicht 
zu ihnen gehôrigen Simplexen von eine Unterteilung von 
Um zu definieren, setzen wir zunâchst fest, daB für jeden Eck- 
punkt von der nicht zu einem S\ gehôrt, sowie für jeden Eck- 

punkt eines die Abbildung mit übereinstimmt. Es bleibt 

in jedem einzelnen 5^ zu erklâren^. Die inneren Punkte, die wir 
bei der Konstruktion von 5^ in den Simplexen (s > r) gewâhlt haben, 
môgen q^y l — \ , 2^ ... y heiBen. Es soll nun fr^\[q)) ein beliebiger Eck- 
punkt des Bildsimplexes \Xl\ = /y(|^i|) sein; dagegen sei ^in 

nicht zu |A[| gehôriger Eckpunkt von da r <Cn ist, gibt 

es einen solchen Punkt. Wir haben uns davon zu überzeugen, daB 
durch diese Eckpunktzuordnung eine simpliziale Abbildung von 5^ be- 
stimmt ist, daB also die Bilder der Eckpunkte jedes Simplexes |y'| 
von S\ ein Simplex in A", und zwar in bilden. Wir unter- 

scheiden zwei Fâlle. Erstens: sei Eckpunkt von | y' | ; dann besitzt | y' | 
als weitere Eckpunkte noch Eckpunkte von \xl\ und Punkte q^) das 
System der Eckpunktbilder besteht also aus dem Eckpunkt p\ = {p^ 

von 5;^ [IXD und aus Eckpunkten von | | ; nach Définition von {IXD 

liegt ein solches Punktsystem auf einem Grundsimplex von Sj^[IXl). 
Zweitens: p^ sei nicht Eckpunkt von |y'|; dann sind die Eckpunkte 
von I y' I teils Punkte q ^ , teils Eckpunkte eines Simplexes | Y | von 
B^r(fx\)’y das System der Bildpunkte besteht also aus einer Seite 

von |XJ| und, da Sj^^(lXi) durch in Sj^(IXi) abgebildet wird, aus 

dem Simplex /^(|y|) von es bildet also ebenfalls nach der 

Définition von ein Simplex von 

Die somit in jedem 5,' erklarte Abbildung bildet zusammen mit der 
Abbildung /^, die wir auBerhalb der beibehalten, eine simpliziale 
Abbildung von in K. Wir haben zu zeigen, daB sie die oben 
aufgezàhlten Eigenschaften 1), 2), 3) besitzt. 

Sie hat die Eigenschaft 3), da Unterteilung von und Unter- 
teilung von A4, ist. Sie hat die Eigenschaft 2); denn unterscheidet 
sich von nur in den Mengen Oj^-^(Ixl)y es ist sowohl fr+\[OK^{I x\)) 

c: S^(/A9 als auch ^ , und der Durchmesser von 

Sjî( 7A^') ist kleiner als 2d. Um zu beweisen, daB auch die Eigen- 
1 Man beachte: Zufolge der SchluBbehauptung von Nr. 5 sind und 

und daher auch 5 ^ und Sj, zueinander fremd (i + /)• 
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schaft 1) besitzt, haben wir ein beliebiges s-dimensionales Simplex |y'| 
von mit s r zu nehmen und zu zeigen, daB es nicht Fixsimplex ist. 

Dies ist klar, falls |y'| zu dem Komplex 

i i 

gehôrt; denn dann stimmt mit überein; aber besitzt nirgends 
ein 5-dimensionales Fixsimplex mit s < r und in dem genannten Kom- 
plex auch kein r-dimensionales Fixsimplex \ x[\. Falls \ y' | nicht diesem 
Komplex angehôrt, so hat ÿ’ mit einem gemeinsame Punkte; 

da nach Nr. 5, a) nur Hauptsimplexe als Fixsimplexë inFrage kommen, 
dürfen wir annehmen, daB ÿ' Hauptsimplex ist; ÿ sei das s-dimensio- 
nale Simplex von bei dessen Unterteilung ÿ' entstanden ist; da 
auch y mit demselben Oj^^{Ix\) Punkte gemeinsam hat, ist nach dem 
SchluBsatz von Nr. 5, b) |y| = |a:[|; folglich ist ÿ' eines der Simplexe, 
die bei der Zerlegung von xl entstehen und als Ecke haben. Da | x\ | 
Fixsimplex von ist, ist |X^‘| = fr[\^l\) dasjenige Simplex von K, bei 
dessen Unterteilung x^ und bei dessen weiterer Unterteilung y' ent- 
steht ; wâre | y' | Fixsimplex von fr+i, so müBte also j (| y' \) = \ X\ \ sein ; 
dies ist aber nicht der Fall, da {p^ —Pi infolge der Konstruktion von 
nicht Ecke von ist; somit ist \y'\ in keinem Falle Fixsimplex. 

Damit ist der Approximationssatz bewiesen. 

7 . Bemerkungen über den Begriff der „ Anzahl** von Fixpunkten, Die ,, alge- 
braische** Anzahl von Fixpunkten, die wir hier behandelt und bestimmt haben, 
darf natürlich nicht mit der , .wirklichen* ' Anzahl a.f der Fixpunkte einer Abbil- 
dung /, wie sic sich bei naiver Abzàhlung ergibt, verwechselt werden. Offenbar 
ist dann und nur dann die absolut genommene algebraische Anzahl \Af\ = 
wenn entweder aile Fixpunkte den Index -fl oder aile don Index -- 1 haben. 
Nennen wir einen Fixpunkt ,,einfach", wenn sein Index 1 ist, so gilt ferner: 
Wenn / nur einfachc Fixpunkte hat, so ist f; \Af\’y denn ist p die Anzahl der 
Fixpunkte mit dem Index -f 1 , ^ die Anzahl derjenigcn mit dem Index — 1 , so 
ist P q — af, P — q ~ At> Dieser Fall, in dem somit die Kenntnis von Af 
cine wichtige Aussage über die wirkliche Fixpunktzahl zu machen gestattet, 
kann bei vielcn Anwendungen in einem gewissen Sinne als der ,,allgemeine“ Fall 
gelten, wahrend man das Auftreten eines Fixpunktes mit einem von ver- 
schiedenen Index als ,,Ausnahme“ ansehen darf (vgl. § 2, Nr. 3, c). Daher kônncn 
wir sagen: ,,/w aîlgemeinen** ist die Anzahl af der Fixpunkte \Af\- 

Wenn wir aber über die Einfachheit der Fixpunkte keine Annahme machen, 
so gibt uns Af nur wcnig Auskunft über Uf. Nun verdient die Zahl af als Aus- 
druck einer zufàlligen Eigcnschaft der einzelnen Abbildung / kein allzu groûes 
Intéressé; wir werden als wesentliche, nicht zufallige, Eigenschaften einer Ab- 
bildung / ja immer diejenigen ansehen, die sich bei stetiger Abanderung von / 
nicht ândern, die also Invarianten der Abbildungsklasse sind. Man wird daher 
nicht nach der Zahl af, vielmehr nach einer für aile Abbildungen der Klassc von / 
gültigen unteren Schranke der Anzahl der Fixpunkte fragen und somit definieren: 
Kf sei die Mindestzahl von Fixpunkten, die eine Abbildung aus der durch / be- 
stimmten Klasse besitzt (daB Xf für jede Klasse endlich ist, ergibt sich aus dem 
Approximationssatz der vorigen Nummer). Âhnlich wie Xf kann man auch die 
Zahl X'f als Mindestzahl von Fixpunkten einer Abbildung von demselben Homo- 
logietypus wie / einführen. Offenbar ist 

Die Nielsensche Théorie der Fixpunktklassen, auf die wir im 3 - Bande ein- 
gehen werden, macht sich die Untersuchung von Xf zur Aufgabe. Jetzt wollen 
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wir nur darauf hinweisen, daB kein allgemeiner sichtbarer Zusammenhang zwi- 
schen Af und Xf besteht. Zwar folgt aus Af A"- 0 natürlich A/ > O; jedoch haben 
wir schon an dem Beispiel einer Abbildung der Lemniskate in sich in § 1, Nr. 5, 
gesehen, daB Xf^-Af^O sein kann. Fûr den umgekehrten Fall Xf < Af liefern 
die Abbildungen der Kugelf lâche S‘^ einfache Beispiele: Man fasse S® als Ebene 
mit unendlich femem Punkt auf, unterwerfe die Ebene einer Translation und 
halte den unendlich femen Punkt fest; das ist eine Abbildung von auf sich 
vom Grade 1 , also ist Af ^ 2, aber A/ — 1 . Andererseits ist Xf ^ Af z. B. bei 
den Abbildungen eines Simplexes in sich (Xf = Af = 1) oder bei den in § 1, Nr. 5, 
behandelten Abbildungen einer Kreislinie in sich mit dem Grade c] bei dieseii 
Abbildungen ist ^ 1 c , Xf ~ \ \ ~~ c \ . 

§ 4. Richtungsfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten. 

1. Vorbemerkungen über differenzierbare Mannigfaltigkeiten. 

Eine geschlossene ^^-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist ein endliches 
homogen »-dimensionales Polyeder ohne singulàre Punkte (vgl. Kap. X, 
§ 3, Nr. 9) ; jeder Punkt besitzt daher eine Umgebung, die ein w-dimen- 
sionales ,,offenes Elément' d. h. dem Innern eines w-dimensionalen 
Simplexes homôomorph ist. 58 sei eine Überdeckung von M mit offenen 
Elementen; in jedem dieser Elemente lâBt sich ein Cartesisches Koordi- 
natensystem auszeichnen; dann liegt in jedem Gebiete von Af, das 
zwei verschiedenen Elementen von 58 angehôrt, eine Transformation 
des einen in das andere Koordinatensystem vor. Wir definieren: M heiBt 
eine ,, differenzierbare** Mannigfaltigkeit, wenn eine solche Überdeckung 58 
und eine Auszeichnung solcher Koordinatensysteme in den Elementen 
von 58 môglich ist, daB aile Koordinatentransformationen, die im Durch- 
schnitt je zweier Elemente stattfinden, stetig differenzierbar mit von 
Nul! verschiedener Funktionaldeterminante sind. 

M sei von jetzt an immer eine differenzierbare Mannigfaltigkeit^ , 
AuBer den ursprünglich in den Elementen von 58 ausgezeichneten Ko- 
ordinatensystemen ist noch jedes Koordinatensystem ,,zulâssig", das 
in einem Gebiet von Af erklârt ist und wieder die Eigenschaft hat: 
in jedem Teilgebiet von G, das gleichzeitig einem Elément E von 58 
angehôrt, geschieht der Übergang zu dem ursprünglich in E ausgezeich- 
neten System durch eine ,,zulàssige", d. h. stetig differenzierbare Trans- 
formation mit von Nul! verschiedener Funktionaldeterminante. Die 
Zusammensetzung zulàssiger Transformationen führt offenbar immer 
zu zulâssigen Koordinatensystemen. 

In Af haben jetzt Begriffe wie „differenzierbare Funktion“, ,, diffe- 
renzierbare Kurve" und ,,Richtung" einen wohlbestimmten Sinn, denn 
sie sind ja in bezug auf jedes zulàssige Koordinatensystem so erklârt, 
daB sie bei zulâssigen Transformationen erhalten bleiben^. 

^ Ob man jede Mannigfaltigkeit zu einer differenzierbar en machen kann, ist 
nicht bekannt. 

* Unter einer ,,Richtung*' verstehen wir immer eine ,,Richtung in einem 
Punkt“ von M, oft auch ,,orientiertes Linienelement" genannt. 
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2. Wichtig ist für uns die folgende Eigenschaft ^ einer differenzier- 
baren Mannigfaltigkeit M: 

Eigenschaft Jeder Richtung ê in M lâfit sich ein steiig differen- 
zierbarer einfacher Kurvenbogen k{è) in M mit folgenden Eigenschaften 
zuordnen: â ist die Anfangsrichtung von k{è); jeder Bogen k{è) ist auf 
einen Parameter t mit 0 Ê ^ ^ 1 bezogen; bezeichnet t) den zum 
Parameterwert t gehôrigen Punkt auf k (§) , so ist P (§ , 0) der Tràger- 
punkt der Richtung §; die Punkte P(è,t) hângen stetig von § und t ab^. 

Wir verzichten hier, um nicht zu weit abzuschweifen, auf den Beweis 
des Satzes, daB jede differenzierbare Mannigfaltigkeit die Eigenschaft ® 
besitzt; wir fügen vielmehr der Annahme, daû M differenzierbar ist, 
noch die weitere Annahme hinzu: M besitzt die Eigenschaft In 
vielen Fâllen, die für Anwendungen von Interesse sind, wird übrigens 
in M von vornherein ein Kurvensystem k (§) mit den genannten Eigen- 
schaften vorliegen; z. B. wenn M eine Riemannsche Differentialgeometrie 
tragt, in Gestalt geodâtischer Bogen. 

3. Richtungsfelder und ihre Singularitâten in Mannigfaltigkeiten. 
M ist immer eine geschlossene differenzierbare Mannigfaltigkeit mit der 
Eigenschaft Ebenso wie der Begriff der ,, Richtung" hat der Begriff 
des stetigen ,,Richtungsfeldes“ in M oder einem Teil von M einen 
Sinn, unabhângig von dem speziellen Koordinatensystem, das man aus 
der Gesamtheit der zugelassenen Système gerade auswâhlt; dasselbe 
gilt von dem Begriff der ,,isolierten Singularitât" eines Richtungsfeldes 
und ihres ,, Index" ; daB insbesondere der Index bei zulâssigen Koordi- 
natentransformationen ungeândert bleibt, ist in § 2, Nr. 7 gezeigt worden. 

Satz I. Die Summe der Indexe der Singularitâten eines stetigen 
Richtungsfeldes mit endlich-vielen Singularitâten in M ist gleich der 
Eulerschen Charakteristik % {M ) . 

Beweis. Es seien: S) das Richtungsfeld ; §(^) die Richtung von 3) 
im Punkte P\ Oi die Singularitâten, ji ihre Indexe (t = 1 , 2, . . . , w) , 
k(§) Kurvenbogen, wie sie in M kraft der Eigenschaft ^ existieren 
(Nr. 2); r{p) für jeden Punkt p c. M die kleinere der beiden Zahlen i 
und Q{p, y'oÀ ^ . Femer habe P(§, t) dieselbe Bedeutung wie in Nr. 2; 
wir setzen für 0 -fî s g; 1 

fsip) = Pi^iP), s-rip)) für + Of, î =1, 2, . . ., m, 

1 fs(Oi) = «£• 

Dann ist eine stetige Abbildung von M in sich mit den Fixpunk- 
ten 0 ^; die Indexe dieser Fixpunkte sind nach § 2, Nr. 7 gleich den In- 
dexen /f. Andererseits ist /j mit der identischen, jeden Punkt sich 

^ Dabei ist die Gesamtheit der ê in naheliegender Weise als topologischer 
Raum aufzufassen fder übrigens eine (2n— 1) -dimension ale geschlossene Mannig- 
faltigkeit ist]. 

2 Falls keine Singularitât vorhanden ist, sei r(p) = i für aile p. 
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selbst zuordnenden Abbildung /q homotop, wie man unmittelbar aus 

( 1 ) sieht; daher ist die Indexsumme der Fixpunkte nach § 3 , Nr. 1 . 
gleich (— Es ist also 

(2) 

i 

Für gerades n ist damit der Satz I bewiesen. Ist n ungerade, so 
haben wir gezeigt, daB 

(3) 

i 

ist. Nun hat aber das Feld S), das aus den Richtungen ^(p) besteht, die 
zu den ^{p) entgegengesetzt sind —* der Begriff der ,,entgegengesetzten'‘ 
Richtungen ist offenbar invariant gegenüber den zulâssigen Eoordinaten- 
transformationen — , dieselben Singularitâten 0 , , und für die zu- 
gehôrigen Indices gilt ebenfalls 

(3') Zù=--X{M). 

i 

Andererseits ist nach § 2, Nr. 3 , d 

(4) ji — ~^ii‘ 

Aus (3), (3'), (4) folgt 

(5) Zii = X{M) = 0. 

Damit ist der Satz I auch für ungerades n bewiesen. 

Zugleich ist gezeigt worden, daB ;f(M) = 0 für ungerades n ist^ — 
allerdings nur unter der Voraussetzung, daB es in M ein Richtungs- 
feld mit (hôchstens) endlich-vielen Singularitâten gibt. Diese Voraus- 
setzung ist aber immer crfüllt ; dadurch gewinnt auch der Satz I selbst 
an Interesse; es gilt sogar 

Satz II. In jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit^ M gibt es 
Richtungsfelder mit endlich-vielen Singularitâten und sogar Richtungs- 
felder mit einer einzigen Singularitàt. 

Dem Beweis schicken wir einen Hilfssatz voran: 

Hilfssatz. In jeder n-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit lassen 
sich die n-dimensionalen Simplexe in eine solche Reihenfolge X\ , , . . . , 

hringen, dafi es für jedes i<,m eine {n — \)-dimensionale 
Seite Xf~^ von Xf gibt, die keinem X^^ mit i' < i angehort. 

Beweis. Wir werden eine Reihenfolge herstellen, so daB jedes X'f 
mit i <m eine Seite besitzt, die zugleich einem X^ mit j > i 

angehort; da es sich um eine Pseudomannigfaltigkeit handelt, liegt 
Xf ^ dann auf keinem Xf, mit i' 4" i, i' i j , also mit i' < i, 

X^ wàhlen wir beliebig, so, daB und Xl[^_l eine gemein- 

same (w — 1)-dimensionale Seite haben. X^^, ..., X^^i seien 

schon in der gewünschten Weise gewàhlt {i - z i). Da eine Pseudo- 

^ Vgl. Satz IV und die Fuûnote auf S. 552. 

2 Die Eigenschaft ^ setzen wir immer stillschweigend voraus. 
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mannigfaltigkeit vorliegt, hat der Komplex = Z" + • • • + X”,.i 
eine (« — l)-dimensionale Seite mit dem komplementâren Kom- 

plex K'gemeinsam; das «-dimensionale Simplex von K', auf dem X^~'^ 
liegt, sei X”. So entsteht die gewünschte Anordnung. 

Beweis des Satzes II. Es gibt eine Zabi t>0 so, daB jede 
Menge mit einem Durchmesser <t ganz in einem Gebiet enthalten 
ist, in dem ein ausgezeichnetes Cartesisches Koordinatcnsystem vor- 
liegt (Kap. II, § 3, Nr. 2). Wir betrachten eine Simplizialzerlegung von M, 
deren Simplexe Durchmesser < r haben, so daB also jedes w-dimensio- 
nale Simplex Xi ganz in ein zugelassenes Koordinatcnsystem ein- 
gebettet ist. Die Xi seien so geordnet, wie es dem ,,Hilfssatz“ entspricht. 

Wir konstruieren zunâchst in Xj ^2 -j- • • • -j- X„_t^ ein Rich- 
tungsfeld S) ohne Singularitàt, und zwar führen wir die Konstruktion 
der Reihe nach für X^, X^, ... durch. In X, wird das Feld durch 
eine beliebig gewâhlte Abbildung von X^ in die Richtungskugel von Ui 
bestimmt^. 'î) sei bereits für X, -f Xg + • • • -f Xi_i, i < m, kon- 
struiert. Falls X^ überhaupt fremd zu allen X,- mit i' < i ist, kônnen 
wir auch in X^ das Feld durch eine ganz beliebige Abbildung auf die 
Richtungskugel von festlegen; hat X^ mit X^ -f Xj -f- • • • -f X^.j 
einen nicht leeren Durchschnitt, so bestcht dieser, da die Simplexe 
dem Hilfssatz entsprechend geordnet sind, nur aus einem echten Teil- 
komplex K von ] Xi | . Die in K schon erklârten Richtungen vermitteln 
eine Abbildung von K in die (m — 1)-dimensionale Richtungskugel 
von U^; da X als echter Teil der Sphâre |Xi| keinen («— - 1)-dimensio- 
nalen Zyklus enthâlt, lâBt sich diese Abbildung zu einer Abbildung 
von Xi in diese Richtungskugel erweitern (Kap. XIII, § 1, Satz2*); 
dieser Erweiterung der Abbildung entspricht eine Erweiterung des 
Richtungsfeldes auf Xi. So konstruiert man das Feld % ohne Singu- 
laritât schlieBliçh in allen Xj mit i d m. 

Damit ist 5) auch auf X^ festgelegt. sei ein innerer Punkt von X„, ; 
wir definieren Richtungen in X,„ — durch die Festsetzung: Ist r 
irgendein Randpunkt von X^, so sollen in allen von verschiedenen 
Punkten der Strecke p^r die Richtungen der Richtung in r parallel 
sein — ,, parallel" natürlich im Sinne des Koordinatensystems U,,,. 
Damit ist in M ein Richtungsfeld mit der einzigen Singularitàt p 
konstruiert. 

Auch die durch den Satz II nahegelegte Frage nach der Existenz 
von Richtungsfeldern, die überhaupt keine Singularitàt haben, kônnen 
wir jetzt vollstândig beantworten: 

1 Z. B. sei das Bild von Xj ein einziger Punkt der Richtungskugel. 

* Der Leser môge sich klarmachen. daB wir hier nur einen fast trivialen 
Spezialfall dieses Satzes brauchen, den man ganz elementar beweisen kann. Der 
oben benutzte Satz ist übrigens in dem Hilfssatz A des Anhanges zum Kap. X 
enthalten. 
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Satz IIL In der Mannigfaltigkeit M gibt es dann und nur dann 
Richtungsfelder ohne Singularitàty wenn die Eulersche Charakteristik 
X{M)^OisL 

Beweis. Wenn es in M ein Feld % ohne Singularitât gibt, so ist 
dessen Indexsumme gleich Null, also nach Satz I ;f(M) = 0. Ist 
andererseits % {M) = o , so konstruiere man zunâchst nach Satz II ein 
Feld mit einer einzigen Singularitât diese hat nach Satz I den 
Index 0. Daher kann man nach § 2, Nr. 3> das Feld in der Um- 
gebung von ohne Stôrung der Stetigkeit so abândern, dafi auch die 
Singularitât p^ beseitigt wird. — 

Am SchluB des Beweises von Satz I haben wir unter der Voraus- 
setzung der Existenz von Richtungsfeldern mit endlich-vielen Singu- 
laritâten bemerkt, daü immer x{M) = 0 bei ungeradem n ist; nach 
Satz II ist diese Voraussetzung richtig; wir erhalten also, wenn wir 
aufierdem noch den Satz III heranziehen, den 

Satz IV. In jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ungerader 
Dimensionszahl existieren Richtungsfelder ohne Singularitât; die Charakte- 
ristik von M ist Null^, — 

Die Sâtze dieser Nummer lassen sich sowohl verallgemeinern als auch durch 
Spezialisierung verschârfen: einerseits haben neue Untersuchungen von Stiefel 
über Système mehrerer Richtungsfelder^ zu Ergebnissen geführt, in denen unsere 
Sâtze als Spezialfàlle enthalten sind; andererseits erhâlt man bei Beschrânkung 
auf Gradienten^ also auf spezielle Vektorfelder, Verschâxfungen unscrer Sâtze — 
das ist die ,, Théorie der kritischen Punkte reeller Funkiionen'* von Morse, die 
für die Anwendung der Topologie auf die Variationsrechnung grundlegend ist 3 . 
Wir hoffen, auf diese beiden Theorien im 3. Bande eingehen zu kônnen. 

1 Daû %(M) = 0 auch ohne die Voraussetzung der Differenzierbarkeit gilt, 
wird im 3. Bande gczeigt werden. Vgl. auch Seifert-Threlfall, § 69 , Satz IV. 

2 E. Stiefel, Richtungsfelder und Fernparallelismus in w-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. Comm. Math. Helvet. Bd. 8. 

2 Man vgl. das Buch von M. Morse: ,,The calculas of variations in the 
large** (Amer. Math. Soc. Coll. XVIII), in dem die hierhergehôrigen Arbeiten 
seines Verf assers aufgezàhlt sind. 
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Anhang I. 

Abelsche Gruppen. 

In diesem Anhang werden die algebraischen Hilfsmittel für den 
vorliegenden Band dargestellt. Dem elementaren Charakter des topo- 
logischen Stoffes entsprechend (vgl. Einleitung § 2, Nr. 3 und 4) han- 
delt es sich dabei ausschlieBlich um Abelsche Gruppen. Die Darstel- 
lung wird stellenweise knapper sein, als es am Platze wâre, wenn die 
Absicht bestünde, hier eine voUstândige und unabhângige „Einführung 
ih die Théorie der Abelschen Gruppen* ‘ zu geben. Diese Absicht haben 
wir nicht ; vielmehr setzen wir beim Leser zwar — auBer der Kenntnis 
des Gxwj^^enbegriffes — keine speziellen Kenntnisse ans der Gruppen- 
theorie, jedoch einige Vertrautheit mit den einfachsten Begriffsbildungen 
der allgemeinen Algebra voraus; insbesondere tiberlassen wir ihm im 
ersten Paragraphen die Durchführung mancher Beweise^. 

§ !• Allgemeine Begriffe und Sâtze. 

1. Die Définition der Gruppe. — 2. Untergruppen. — 3. Die Ordnung eines 
Elementes. — 4. Restklassen; Restklassen gruppen. — 5. Untergruppen mit 
Division. — 6. Homomorphismus. — 7. Homomorphe Abbildungen von Rest- 
klassengruppen. — 8. Isomorphismus. Das 1. und das 2. Isomorphie-Krite- 
rium. — 9. Die Noetherschen Homomorphiesâtze. — 10. Isomorphie von 
Gruppen. — 11. Homomorphe Bilder. — 12. Zerlegung einer Gruppe in 
direkte Summanden. — 13. Bildung der direkten Summe gegebener Grup- 
pen. — 14, 15, f6. Sâtze über direkte Summen. 

§ 2. Moduln (Freie Gruppen). 

17. Définition. — 18. Définition des Ranges einer Gruppe. — 19, 20. Der 
Rang eines Moduls. — 21. Lineare Gleichungen. — 22. Die Basen eines Mo- 
duls. — 23, 24, 25* Die Untergruppen eines Moduls. — 26. Die Spur eines 
Autohômomorphismus. — 27- Die Additivitât der Spuren. 

§ 8. Der Rang und die Range modm einer Gruppe. 

28. Gruppen vom Range Null. — 29- Lineare Abhàngigkeit und Rang modm. 
— 30. Beziehungen zwischen r und r^, — 31, 32. Die Additivitât der Range, 
g 4. Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. 

33. Définition. — 34, 35, 36, 37, 38. Sâtze. — 39. Zyklische Gruppen. — 
40, 41, 42. Zerlegung in zyklische Gruppen. — 43. Zerlegung in eine end- 
liche Gruppe und einen Modul. — 44, 45, 46. Folgerungen. Das 3. Isomorphie- 
Kriterium. — 47, 48, 49. Die Zerlegbarkeit zyklischer Gruppen. — 50, 51- 
Zerlegung in zyklische Gruppen von Primzahlpotenz-Ordnungen. — 52. Zer- 
legung in unzerlegbare Gruppen. ~ 53. Folgerung. — 54. Eine Gruppen- 
komposition. — 55. Elementarteiler. 


^ Als erste Einführung in die Gruppentheorie empfehlen wir: Van der Waer- 
den: Moderne Algebra, ErsterTeil (Berlin 1930), 2. Kapitel. Die Kenntnis dieses 
Kapitels ist eine genügende Vorbereitung für die Lekttire des obigen Anhanges. 
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§ 5. Charaktere. 

56. Erklârung. — 57, 58, 59, 60. Die Charakterengruppe. — 61. Ganzzahlige 
Charaktere. — 62. Zyklische Charaktere. — 63- Charaktere modm. — 64, 
65, 66. Die Pontrjaginschen Dualitâtssâtze. — 67, 68, 69, 70. Erweiterungssàtze . 

§ 1. Allgemeine Begriffe und Sâtze. 

1. Die Définition der Gruppe wird als bekannt vorausgesetzt. Wir 

schreiben aile Gruppen additiv; es wird also die gruppenbildende Opera- 
tion durch das Zeichen ,, + *'» das neutrale Gruppenelement mit ,,0“, 
das inverse Elément eines Gruppenelementes x mit das ^î-fach 

iterierte Elément des Elementes x, also das Elément 

X X X 

mit y,ax*' bezeichnet. 

Aile vorkommenden Gruppen sind Abelsche Gruppen, d. h. 
es gilt das kommutative Gesetz 

X y = y + X] 

wir heben dies im folgenden nicht mehr hervor^. 

2. Untergruppen. Wenn eine nichtleere Teilmenge U der Gruppe / 
bei Ausübung der in / erklârten ,, Addition'' auf die Elementenpaare 
von U selbst eine Gruppe ist, so heiBt U eine ,,Untergruppe" von /. 
Man beweist leicht den folgenden 

Satz^. Die {nichtleere) Untermenge U der Gruppe J ist dann und nur 
dann U nter gruppe von /, wenn die folgenden beidenBedingungen erfüllt sind : 

1) U enthàlt mit je zwei Elementen Xy y auch die Summe x y: 

2) U enthàlt mit jedem Elément x auch das inverse Elément —x. 
Beispiele von Untergruppen einer beliebigen Gruppe /: 

a) J selbst. 

b) Die nur aus dem Elément 0 bestehende ,,Nullgruppe". 

c) Es sei m eine beliebige ganze Zabi; die Gesamtheit aller Elemente 
mx mit c: / ist eine Untergruppe von / ; wir bezeichnen sie mit m /. 

d) Es sei m eine beliebige ganze Zabi; die Gesamtheit aller Elemente 
X Cl J mit mx = 0 ist eine Untergruppe von / ; wir bezeichnen sie mit 

e) Es sei U eine Untergruppe von / ; die Gesamtheit aller derjenigen 
Elemente x cz J, zu denen es von 0 verschiedene ganze Zahlen m 
mit mx a U gibt, bilden eine Untergruppe von J ; wir nennen sie die 
,,Divisionshülle" von U und bezeichnen sie mit t/. 

Die Beweise, daB hier in der Tat Untergruppen vorliegen, tiber- 
lassen wir dem Leser. 

^ Die meisten Begriffsbildungen und Sâtze dieses § 1 behalten mutatis mu- 
tandis — im wesentlichen bei Ersetzung des Dégriffés der ,, Untergruppe'* durch 
den spezielleren des ,,Normalteilers" — auch für nicht-kommutative Gruppen 
Sinn und Gültigkeit. 

* Vgl. VAN DER Waerden: a. a. O., § 7. 
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8. Die Ordnung eines Elementes. Zu jedem Elément ^ c / be- 
trachten wir die Menge M[x) derjenigen ganzen Zahlen m, ftir welche 
mx == 0 ist; sie hat, wie man leicht sieht, die folgenden Eigenschaften : 
1) Mit m gehôrt jedes ganze Vielfache von m zu M{x) , 2) mit m gehôrt 
— m, mit und gehôrt zu M{x). Mit anderen Worten: 

Die Menge M[x) ist ein Idéal im Bereich der ganzen Zahlen; sie ist 
daher bekanntlich ein ,,Hauptidear', d. h. es gibt eine und nur eine 
nicht-negative ganze Zahl m, so daB M{x) mit der Menge der gan- 
zen Vielfachen von m identisch ist^. Diese Zahl m heiBt die ,, Ord- 
nung** des Elementes x, Man beweist ohne Mühe: 

Das Elément 0 ist das einzige Elément mit der Ordnung 1 . 

Hat X die Ordnung 0, so ist a x 4- fUr a ^ b {a, b ganz). 

Hat X die Ordnung m 2 , so ist m die kleinste positive Zahl mit 
mx = 0] es ist dann und nur dann ax ~ bx {a, b ganz), wenn a = b 
modulo m ist. 

Die Elemente, deren Ordnung 4 0 ist, nennt man hâufig auch die 
Elemente ,,endlicher Ordnung''^, Es gilt der Satz: 

Die Elemente endlicher Ordnung bilden eine Untergruppe von J. 
Dieser Satz ergibt sich aus Nr. 2, e, wenn man dort unter U die 
Nullgruppe von / versteht. 

4, Restklassen; Restklassengruppen. Es sei U eine Untergruppe 
von /. Für zwei Elemente x,ycz J soll die Aussage 

(1) x = y (modU) 

bedeuten, daB x ~ y a U ist. Aus der Untergruppen-Eigenschaft 2 in 
Nr. 2 folgt: Wenn (1) gilt, so gilt auch 

y ^ X (mod U) ; 

aus der Untergruppen-Eigenschaft 1 in Nr. 2 folgt: Wenn (1) und 

y ~ z (mod U) 

gilt, so gilt auch (mode/). 

Die durch (1) erklârte Kongruenzbeziehung ist also symmetrisch und 
transitiv und überdies, da U das Nullelement enthalt, reflexiv. Infolge- 
dessen wird eine Einteilung von / in zueinander fremde Klassen durch 
die Vorschrift bewirkt: Zwei Elemente x, y von J gehôren dann und 
nur dann in dieselbe Klasse, wenn (1) gilt. Diese Klassen lieiBen die 
,, Restklassen modV (oder auch ,,in bezug auf C/**). Die Gruppe U 
ist selbst eine Res t klasse. 

Es seien nun zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) 

Restklassen mod U und x^, y^ bzw. y g Elemente aus bzw. Ug. 

1 Vgl. VAN DER Waerden, a. a. O., §§ 14 und 16. 

2 Diese Ausdrucksweise hat folgende Ursache: Die Gesamtheit aller Ele- 
mente ax mit ganzen a bildet immer eine Untergruppe von /; sie besteht dann 
und nur dann aus endlich-vielen — und zwar aus m — Elementen, wenn die Ord- 
nung von X nicht Null — und zwar gleich m — ist. 
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Dann ergibt sich: Es ist auch 

+ ^2 = + ^2 (modU ) , 

d. h.: die Restklasse in welcher sich die Summe eines Elementes 
aus Ui mit einem Elément ans befindet, hàngt von der speziellen 
Wahl der Elemente Xi, % nicht ab; ist vielmehr allein durch 
und U 2 bestimmt, und daher dürfen wir setzen: 

U,==U,+ t/,. 

Nun bestâtigt man leicht, daü die Gesamtheit der Restklassen modU 
durch die hiermit definierte Additionsvorschrift zu einer Gruppe wird, 
in welcher U das Nullelement ist. Diese Gruppe heiBt die ,, Restklassen- 
gruppe von J modU*' und wird mit 

bezeichnet. — J ^ 

Ist U die Nullgruppe, so besteht jede Restklasse aus genau einem 
Elément, und die Gruppe / — ist mit / identisch. 

Weiteres Beispiel: Es sei U ~ mj wie in Nr. 2, c erklârt; die 
zugehôrige Restklassengruppe 

Jm = J 

spielt ôfters eine Rolle; ihre Elemente, also die Restklassen modmj, 
sind folgendermaBen erklârt: dann und nur dann sind die Elemente 
X, y von J in einer Klasse, dann und nur dann also ist 

X = y (mod m J ) , 

wenn es ein Elément z a J mit 


gibti. 


X — y -i- mz 


Der bekannteste und wichtigste Spczialfall ist der folgende: © be- 
zeichne die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Dann ist mG die 
Gruppe der durch m teilbaren Zahlen und die aus der 

elementaren Zahlentheorie bekannte „ Restklassengruppe mod.m“. 
Aufgabe. Man beweise*; 


ist in Nr. 2, d erklârt; {niyn) ist der grôBte gemeinsame Teiler 
von m und n\ es ist w > 0 vorausgesetzt). 

5. Untergruppen mit Division. Die Untergruppe U von J heiBt 
eine „Untergruppe mit Division*', wenn sie mit ihrer Divisionshtille 
(Nr. 2, e) identisch ist, d. h. wenn sie folgende Eigenschaft hat: aus 
mx a JJ, m ^ 0 {m ganz), folgt x a JJ, 

Ein Beispiel einer Untergruppe mit Division ist die Gruppe T der 
Elemente endlicher Ordnung von J (vgl. Nr. 3) ; offenbar ist T in jeder 
Untergruppe mit Division von / enthalten. 


1 Insbesondere ist / und = 0 für jede Gruppe ] . 

2 Die Bedeutung des Zeichens (das ,,isomorph** zu lesen ist) wird in 

Nr. 10 erklârt. 
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Satz. Die Untergruppe U von J ist dann und nur dann Untergruppe 
mit Division, wenn die Restklassengruppe J — U aujier ihrem NulU 
element kein Elément endlicher Ordnung enthâlt, 

Beweis. Es sei Î7 Untergruppe mit Division und X ein Element 
endlicher Ordnung von J — U ; dann gibt es eine ganze Zabi m 4" O , 
so daB mX ~ 0, daB also, wenn x ein in der Klasse X enthaltenes 
Element von J ist, mx cz U ist\ dann ist auch x a U, alsoX = 0, d.h. 
J — U enthâlt kein anderes Element endlicher Ordnung als das Null- 
element. Hat andererseits J -- U diese Eigenschaft, so ergibt sich in 
analoger Weise, daB U Untergruppe mit Division ist. 

6. Homomorphismus. Définition: Eine Abbildung^ / der Gruppe J 
in die Gruppe /' heiBt eine ,,homomorphe Abbildung'' oder ein ,, Homo- 
morphismus*', falls für je zwei Elemente x, y von J die Gleichung 

(2) /(^ + y) = /W + /(y) 

erfüllt ist, 

Setzt man in (2) y ^ 0, so folgt 
(2') /(0)-ü; 

setzt man x + y 0, so folgt 
(2") f{-x)==-f{x). 

Weiter folgt für jede ganze Zahl a 
(2'") f{ax)^-af(x). 

Aus den Gleichungen (2) und (2") in Verbindung mit dcn üntergruppen- 
eigenschaftcn i und 2 in Nr. 2 ergibt sich ; 

Es sei f eine homomorphe Abbildung der Gruppe J in die Gruppe J’. 
Ist dann U eine Untergruppe von J, so ist die Bildmenge f{U) eine Unter- 
gruppe von J'; und ist U' eine Untergruppe von J', so ist die Original- 
menge f~^{U') eine Untergruppe von J. 

Insbesondere ist das Bild /(/) von J selbst eine Untergruppe von 
sie heiBt die ,,Bildgruppe” des Homomorphismus. Andererseits ist die 
Originalmenge /"‘(O) der Nullgruppe von /' eine Untergruppe von /; 
sie heiBt der ,,Kern“ des Homomorphismus /. 

7. Homomorphe Abbildungen von Restkiassengruppen. Es sei / 
eine homomorphe Abbildung von / in /', und es seien ferner U und U' 
solche Untergruppen von J bzw. /', daB f{U) c U' ist. Sind nun 
x,y Elemente aus derselben Restklasse modf/ von J, ist also 
X — y cz U , so folgt aus (2) und (2"), daB f{x) — f (y) cz U' ist, daB 
also f{x),f(y) in derselben Restklasse modt/' von /' liegen. Somit 
wird durch / jede Restklasse Ui mod U von J in eine bestimmte Rest- 
klasse modf/' von /' abgebildet, die wiv F (U^) nennen. AusderHomo- 
morphieeigenschaft von / und der Définition der Restklassenaddition ver- 


1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 1. 
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mittels der Addition der in den Restklassen enthaltenen Gruppenelemente 
folgt ohne weiteres: auch F ist ein Homomorphismus. Es gilt also: 

Ist f eine homomorphe Abhildung von J in J* und sind Ï7, U' solche 
Untergruppen von J bzw, /', dafi f(U)c: [/' ist, so wird eine homo- 
morphe Abbildung F der Restklassengruppe J — U in die Restklassen- 
gruppe /' — - U' durch die Festsetzung bewirkt: ist x in der Restklasse 
modU enthalten, so ist i{x) in der Restklasse F(U^ modU' enthalten, 

8. Isomorphismus, Définition. Die homomorphe Abbildung / 
von J auf /' heiBt eine ,, isomorphe*' Abbildung oder ein „ISomorphis- 
mus" von / auf /', wenn sie eineindeutig, d. h. wenn 

/W + /(y) für X 4= y 

Satz. Die homomorphe Abbildung f von J auf /' ist dann und nur 
dann ein Isomorphismus, wenn ihr Kern (Nr. 6) die Nullgruppe ist. 

Beweis. / sei ein Isomorphismus; ist x ein von 0 verschiedenes 
Elément von J, so ist f{x) / (0) = 0 , also x nicht im Kern enthalten ; 
d. h.: der Kern ist die Nullgruppe. Es sei andererseits / ein Homo- 
morphismus, dessen Kern 0 ist; ist dann x y, so ist x — y nicht 
im Kern enthalten, also f(x — y) ^ f{x) — /(y) 4= 0, f{x) 4- f(y); d. h.: 
/ ist ein Isomorphismus. 

In diesem Satz ist enthalten das 

1. Isomorphie-Kriterium^. Die homomorphe Abbildung f von J 
in /' ist ein Isomorphismus von J auf /', wenn sie die folgenden beiden 
Eigenschaften hat: 

1) die Bildgruppe f{J) ist /'; 

2) der Kern ist die Nullgruppe von J, 

Hieraus ergibt sich das folgende 

2. Isomorphie-Kriterium^. Es seien f eine homomorphe Abbil- 
dung von J in /' und /' eine homomorphe Abbildung von /' in J mit 
den folgenden Eigenschaften: 

(3) /7(^) = ^ jedes xcz J, 

(3') ff{x')=x' fur jedes x' d J \ 

Dann sind f und f Isomorphismen von J auf /' bzw. von /' auf J. 

Beweis. Zu jedem Elément x' cz ]' gibt es nach (3') ein Elément 
xcz J ^ nâmlich x = f (x') , mit / (x) ™ x' ; folglich ist die Bildgruppe 
/(/) = /'• Ist X ein Elément des Kernes von f, ist also f{x) =0, so 
folgt aus (3): x = f'(0)—0; folglich ist der Kern die Nullgruppe. 
Nach dem 1 . Isomorphie-Kriterium ist daher / ein Isomorphismus von / 
auf /'. Ebenso ergibt sich, daB f' ein Isomorphismus von /' auf J ist. 

9. Die Noetherschen Homomorphiesâtze. Allgemeiner Homo- 
morphiesatz. Es sei f eine homomorphe Abbildung von J auf /'; die 
Vntergruppe U von J sei das Urbild f~^{U') der Untergruppe U* von 


^ Die beiden Isomorphie-Kriterien gelten auch für nicht-kommutative Gruppen. 
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Dann ist die durch f bewirkte Ahhildung F von J — U in J' — U' (Nr. 7) 
ein Isomorphismus von J — U auf ]' — U'. 

Beweis. Da / nach Voraussetzung eine Abbildung von / auf J' 
ist, ist auch F eine Abbildung von J — U auf J' ~ U'] d. h.; die Bild- 
gruppe F {J — U) ist /' — U'. Ist die Restklasse ein Elément des 
Kernes von F, ist also F {U y) das Nullelement U' von /' — U', so ge- 
hôren aile Elemente von J, die in Ui enthalten sind, zu dem Urbild U 
von U', es ist also Ui= U; der Kern von F besteht also nur aus dem 
Nullelement U der Gruppe / — U. Daher ist nach dem i. Isomorphie- 
Kriterium F ein Isomorphismus von J ~ U auf /' — U'. 

Ist in diesem Satz U' die Nullgruppe von so ist U = K der 
Kern von / und die Gruppe /' — U' mit / identisch; daher gilt der 

Spezielle Homomorphiesatz oder kurz: Homomorphiesatz. 
Es sei f eine homomorphe Abbildung von J auf J' und K der Kern von f. 
Dann ist die durch f bewirkte Abbildung F von J -K in /' ein Iso- 
morphismus von J — K auf /'. 

10. Isomorphie von Gruppen. Wenn / eine isomorphe Abbildung 
von / auf /' ist, so ist, wie man leicht bestâtigt, eine isomorphe 
Abbildung von /' auf /. Diese Bemerkung gestattet die folgende 

Définition. Zwei Gruppen /, /' heiBen ,,miteinander isomorph*', 
in Zeichcn: / <^ /' oder J' J , 

wenn man die eine auf die andere isomorph abbilden kann; man sagt 
auch: zwischen J und /' besteht ,, Isomorphie". 

Es ist klar, daB erstcns jede Gruppe mit sich selbst isomorph ist 
und daB zweitens das transitive Gesetz gilt: aus /*=»/' und J 
folgt / J". Man kann daher die Gesamtheit aller Gruppen in ,,IsO“ 

morphieklassen*' durch die Bestimmung einteilen, daB zwei Grupf)en 
dann und nur dann derselben Klasse angehoren, wenn sie miteinander 
isomorph sind. Von Gruppen derselben Isomorphieklasse sagt man 
auch: sie haben dieselbe ,,Struktur*‘. 

Für die Isomorphie zweier Gruppen sind brauchbare hinreichende 
Bedingungen in den vorstehenden Nummern 8 und 9 enthalten: die 
beiden Kriterien in Nr. 8 ermdglichen oft den Nachweis, daB eine ge- 
gebene Abbildung von / in /' ein Isomorphismus ist, daB also J und /' 
isomorph sind; und in den Noetherschen Homomorphiesâtzen sind die 
folgenden Aussagen enthalten: 

Es sei f eine homomorphe Abbildung von J auf J' ; ist dann U das 
Urbild der Untergruppe U' von /', so ist 

(4) J-U^r-U'; 

ist K der Kern von /, so ist 

(5) J ~K^J\ 

Beide Aussagen, besonders (5), werden sehr oft zum Nachweis von 
Isomorphien verwendet. 
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11. HomomorpheBilder. Die Grappe /'heiBtein„homomorphesBild“ 
der Grappe J, wenn es eine homomorphe Abbildung / von / auf J' gibt. 

Satz. Die Gruppe J' ist dann und nur dann homotnorphes Bild der 
Gruppe J, wenn /' mit einer Restklassengruppe von J isomorph ist, d. h. 
wenn es eine solche Untergruppe U von J gibt, da0 

(6) j-u^r 

ist. 

Beweis. Wenn /' homomorphes Bild von / ist, so gilt (5), also 
(6) mit U — K. Es bestehe umgekehrt eine Isomorphie (6) ; dann 
ordne man erstens jedem Elément x von J diejenige Restklasse mod U 
zu, welche x enthâlt, und zweitens dieser Restklasse dasjenige Elé- 
ment f{x) von das ihr bei einer isomorphen Abbildung, welche die 
Isomorphie (6) vermittelt, entspricht. Dann ist / offenbar eine homo- 
morphe Abbildung von / auf /'. 

12. Zerlegung einer Gruppe in direkte Summanden. Die Gruppe / 
heiBt die ,, direkte Summe'* ihrer Untergruppen U^y . . . , wenn 
jedes Elément x von J auf eine und nur eine Weise in der Form 

-f- ^2 + • * * + ^ U^iÜT i = 1 , 2 , . . . , Il 


dargestellt werden kann, DaB J direkte Summe der ist, wird durch 
die Schreibweise j ^ ^ ^ ^ 


ausgedrtickt. Die heiBen dabei die „direkten Summanden'', und 
man sagt: / ist in diese direkten Summanden ,,zerlegt"^. 

Durch die Zerlegung einer Gruppe / in direkte Summanden 
wird die Untersuchung der Struktur von / auf die Untersuchung der 
Strukturen der Ui zurückgeführt ; die Untersuchung von J wird daher 
erleichtert, wenn es gelingt, / in moglichst einfache direkte Summanden 
zu zerlegen. Hierin liegt der Hauptwert des Begriffes der direkten Summe. 

13. Bildung der direkten Summe gegebener Gruppen. AuBerdem 
dient der Begriff der direkten Summe zur Konstruktion neuer Grup- 
pen; wenn irgendwelche Gruppen C/i, 1 / 2 , . . . , gegeben sind, so 
kann man ihre direkte Summe 


+ f/2 + • • • + U, 

bilden; damit ist folgendes gemeint: 

Man betrachtet die Gesamtheit / aller n-Tupel 

(Wj , » • • • » ^n) ^ 

wobei Ui aile Elemente von durchlâuft, und erklârt in / eine Addi- 
tion durch die Vorschrift 


{Ui , ^2 , . . . , Uf^) {Ui , ^2 , . . . , u'fi) — (^1 + » ^2 H " ^2 > • • * ’ ^ n ) î 


^ Die Définition behâlt ihre Gültigkeit auch für unendlich-viele Summanden U ; 
dabei darf das System der U beliebige Mâchtigkeit haben, es werden aber natûr- 
lich nur Darstellungen ;r = + u.;^ 4- ... 4. mit endlichem n betrachtet. 
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hierdurch wird J, wie man leicht sieht, zu einer Gruppe. Die Eleniente 
(0, . . . , Mj, 0, . . 0) von / mit beliebigem «jC bilden eine Unter- 

grappe Î7j von /, die mit isomorph ist, und es ist offenbar 

J + + - + Ul, 


Nun betrachte man die Gruppen IJ\ und als nicht voneinander 
verschieden, d. h. man setzè geradezu 


dann wird 
und 


( 0 , . . 0 , 0 , . . 0 ) = 

(Ui , ^2 > • • • ' ^») = + ^2 ”1“ ' * * “t~ 

/ = + t/2 + * • • + 


Damit hat man die direkte Summe der gegebenen Gruppen 
gebildet. 

14. Sâtze über direkte Summen. 

Satz. Es seien t/j, U 2 Untergruppen von /, und jedes Elément x 
von J lasse sich auf wenigstens eine Weise als 


(7) X ~ u-^ U 2 mit Wj cz t/, Wg ci JJ 2 

darstellen. Dann und nur dann ist 


(8) J = U,. 

wenn der Durchschnitt • U 2 nur aus dem Nullelement besteht. 

Beweis. Erstens: es sei x ein von 0 verschiedenes Elément von 
t/l • U 2 ) dann sind zwei verschiedene Darstellungen (7) môglich, nàm- 
lich einerseits Uy = x y = 0, andererseits = 0, Wg = daher gilt 
nicht (8). Zweitens: • U 2 enthalte nur das Elément 0; ist dann für 

irgendein Elément x von / 

X — u-^ U2 — u\ + «2 U^y u\ CZ U-y 

so ist das Elément , , , 

U-y Uy U 2 ~i 

sowohl in U y als auch in t/g enthalten, also gleich 0; folglich ist u\ == Uy , 
U 2 =^ U 2 ) d. h.: die Darstellung (7) ist auf nur eine Weise môglich, es 
gilt also (8). 

15. Satz. Ist J ~ Uy U 2 , so ist die Restklassengruppe J — Uy 
mit U 2 isomorphy es ist also 

J-Uy==(Üy+U2)-Uy^U2. 

Beweis. Ist X eine Restklasse von / mcdt/j und x — Uy J- 112 
mit Uyd U y ein Elément von X, so ist auch U 2 Elément von X; da 
die Differenz zweier Elemente von t/g, die ja selbst Elément von U 2 
ist, nur dann in Uy liegen kann, wenn sie 0 ist (Nr 14), ist Wg ^^.s einzige 
Elément von t/g in der Klasse X. Daher ist, wenn man /(Wg) = A 
setzt, / eine eineindeutige Abbildung von t/g auf J — Uy] offenbar ist 
sie ein Homomorphismus, also ein Isomorphismus. 
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16. Wenn J = ist und U'i Untergruppen der 

Ui {i = \ , 2, . . . , n) sind, so bilden die Elemente u\ u'„ 
mit u'i c: U'i offenbar eine Untergruppe /' von J, welche die direkte 
Summe der U'i ist. 

Satz. Es sei J = U^ + U^ + •■■ + U„, 
es seien ferner U'i Untergruppen der Ui und 

/' = î/; + t/' + . . . + K- 

Dann gilt für die Restklasscngruppen: 

( 9 ) U'y) + (t/, -[/') + ... + (U, - c;;). 

(Dabei ist die auf der rechten Seite von (4) stehende direkte Summe 
im Sinne von Nr. 13 gebildet.) 

Be weis. Die Elemente der Gruppe W={U-^ — U'i) H H — U'„) 

sind von der Gestalt Uf + • • • + U*, wobei Uf die Restklassen von 
Ui mod U'i durchlâuft. Jedem Elément x = u„ von / 

(mit Ui a Ui) ordnen wir dasjenige Elément von W zu, das durch 
Uf'z>Ui, i = \,2,...,n, bestimmt ist. Diese Zuordnung ist ein 
Homomorphismus von / auf W. Um (9) zu beweisen, haben wir in- 
folge des Homomorphiesatzes (Nr. 9 ) nur zu zeigen : dieser Homo- 
morphismus hat den Kern Dies ist aber richtig: denn da die Null- 
elemente der Restklasscngruppen Ui — U'i die Gruppen U'i sind, wird 
dem Elément x = u^ u^ nur dann das Nullelement von W 

zugeordnet, wenn «j Cr U'i für aile i, also xcj' ist. 

§ 2. Moduln (Freie Gruppen). 

17. Définition. Eine Gruppe M heiBt ein ,,«-gliedriger Modul“, 
wenn es in ihr solche Elemente x^, X 2 , ■ . . , x„ gibt, daB sich jedes 
Elément x von M auf eine und nur eine Weise als lineare Verbindung 

^ = UiXi + a^Xz -f • • • -I- 

(mit ganzen a^) darstellen lâBt. Das System der Elemente x^, x^, ■■■, x„ 
heiBt eine ,,Basis“ des Moduls; man schreibt 

M = [Xi, X 2 , . . x^. 

Statt ,,Modul“ sagt man auch ,,/reie Gruppe" und statt „Basis“ 
auch ,,freies Erzeugendensystem" von M. 

Die Moduln sind die einfachsten Beispiele direkter Summen: es ist 
offenbar ^ + . . . + . 

dabei ist jeder eingliedrige Modul mit der additiven Gruppe der 
ganzen Zahlen isomorph. 

Die Gesamtheit der Linearformen 

«lyi + «2^2 H K «„y» 
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in n UnbesHmmten mit ganzzahligen Koeffizienten a^ wird vermôge 
der üblichen Additionsvorschrift zu einem Modul = [yi , y 2 , • • • , y J • 
Jeder n-gliedrige Modul ist mit L„ isomorph. 

18. Définition des Ranges. Die Elemente x^, . . . , einer 

Gruppe / heiBen „linear abhângig", wenn es ganze Zahlen c^, c^, . . . , 
gibt, die nicht sâmtlich 0 sind und ftir die 

+ c^x^ H + c,x^ = 0 

ist. Wenn es in J zwar ein System von r linear unabhângigen — d. h. 
nicht linear abhângigen — Elementen, aber kein System von mehr als 
y linear unabhângigen Elementen gibt, so heiBt die Zahl r = r{J) der 
,,Rang“ von /; wenn es keine Zahl r mit dieser Maximaleigenschaft 
gibt, so sagt man, J habe den Rang ,,unendlich“. 

Aus der Définition folgt unmittelbar: Isomorphe Gruppen haben den 
gleichen Rang. 

Wir werden auf den Begriff des Ranges einer beliebigen Gruppe im 
§ 3 zurückkommen ; jetzt wenden wir ihn nur auf Moduln an. 

19. Der Rang eines Moduls. Satz. Jeder n-gliedrige Modul hat 
den Rang n. 

Beweis. Die Elemente x^, x^, . . x„ einer Basis des Moduls sind 
linear unabhângig; denn da sich das Elément 0 auf nur cine Weise 
als lineare Verbindung der darstellen lâBt, folgt aus 

^1^2 ^2^2 -! •••-)- a„x„ = 0, 

daB 

«1 = «2 = 0 


ist. Wir haben zu zeigen: Je « + 1 Elemente A'j, A'a, . . A„^j des 
Moduls M — [xj , x, , . . . , vJ sind linear abhângig ; dies beweisen wir 
durch vollstândige Induktion in bezug auf für « = 1 ist = ax^, 
Aj = bx^; die lineare Abhângigkeit von Aj und Ag wird im Falle 
a ~ 0 durch 


im Falle a 4= 0 durch 
in Evidenz gesetzt. 


1 • Aj -|- 0 • A’^2 — 0, 
6*Aj-|-^*A2 0 


Es sei ein festes n gegeben und der Satz für jeden (« — 1)-gliedrigen 
Modul schon bewiesen. Die gegebenen Elemente seien 


(i) 

Die n Elemente 


i—1 


/i — 1 , 2 , . . . , w , M + 1 • 


= -Y* — «* 1 ^ 1 . h = i, 2, ...,n 


^ Die Behauptung folgt auch sofort aus dem bekannten Satz über linccire 
Gleichungen in Nr. 21 ; wir wollen diesen Satz hier aber nicht voraussetzen, sondern 
herleiten. 


36 * 
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gehôren dem (« — l)-gliedrigen Modul [x^, x^,'. . . ,x^ aji und sind da- 
her nach Induktionsannahme linear abhângig; es gibt also solche 
Zahlen die nicht sâmtlich 0 sind, daû 

also 

(2i) == 

wird, wobei wir ^ 

gesetzt haben. Falls 6 = 0 ist, so sind nach (2i) die Xj, . . - , also 
erst recht die Xj, . . linear abhângig; wir dürfen also an- 

nehmen, daB 6 4= 0 ist. 

Indem wir statt des Index 1 einen beliebigen Index i ans der Reihe 
1, 2, . . w auszeichnen, erhalten wir Gleichungen 

n 

(2f) — h^i> i = 1 , 2, . . V, w, 

wobei wir voraussetzen dürfen, daC aile 0 sind. 

Ans (1 ) für h = n -{• \ und (2^) ist ersichtlich, daB das Elément 

K' • ■ ■ • K’ -^n+l 

eine ganzzahlige lineare Verbindung von X-^^, X^, ■ ■ ist; dabei ist 
der Koeffizient von nicht 0. Folglich sind X^, . . . , X„ , j 

linear abhângig. 

20. Die damit erfolgte Charakterisierung der Zahl n als Rang des 

Moduls [xi, X 2 x^ zusammen mit der Tatsache, daB isomorphe 

Gruppen gleichen Rang haben (Nr. 18), lassen die Richtigkeit der 
folgenden beiden Sâtze erkennen: 

J ede Basis des Moduls [x^, X 2 , , x„] besteht aus n Elementen. 

Sind die Moduln [x^, X 2 , ... , x^] und [yi . y 2 > • • • > yJ miteinander 
isomorph, so ist m = n. 

DaB umgekehrt je zwei «-gliedrige Moduln miteinander isomorph 
sind, ist trivial. 

21. Lineare Gleichungen. Eine leichte Folgerung aus Nr. 19 ist 
der bekannte 

Satz. Ein System 1 

~0> i ~ i , 2 ,..., n 

fc=i 

von n linear en homogenen Gleichungen mit n + 1 Unbekannten fj, und 
ganzzahligen Koeffizienten j. besitzt stets ein solches ganzzàhliges Lôsungs- 
system Ij, . . ., da/i nicht aile = 0 sind. 

Beweis. Die « + 1 Elemente 

n 

i-l 


* = 1, 2, . . n + 1, 
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des, Moduls der Linearformen in den Unbestimmten Xj, X2, . . , 
sind nach Nr.l9 linear abhângig, d. h. es gibt ganze Zahlen îj. • • • . l„+i, 
die nicht sâmtlich O sind, so daB 

w+l n / w+l \ 

O =2 ( 

É-l t=l 'i=l / 

ist; diese sind daher Lôsungen des gegebenen Systems. 

Da man die ig. durch einen etwa vorhandenen gemeinsamen Teiler 
dividieren kann, kônnen wir noch den folgenden Zusatz machen: Die 
Zahlen dürfen als ieilerfremd angenommen werden. 

22 . Die Basen eines Moduls. Die Elemente x^, X2, , x„ bilden 

nicht die einzige Basis des Moduls M = [x^, Xz, . . xJ; vielmehr ist 
irgendein System {Xg, X2, . . X„} von Elementen des Moduls M 

eine Basis von M, wenn es die folgenden beiden Eigenschaften bat: 
1) jedes Elément x von M ist von der Form x ^’^UgXg-, 2) die Koeffi- 
zienten sind durch x eindeutig bestimmt. Nun zeigt sich aber, daB 
die Eigenschaft 2) eine Folge der Eigenschaft 1) ist; es gilt nâmlich der 
Satz. EsseienXg, Xj, , X^Elemente des Moduls M = [xg,X2,...,xJ 
mit der Eigenschaft, dafi jedes Elément von M eine (ganzzahlige) lineare 
Verbindung ist. Dann bilden die Xg eine Basis von M. 

Beweis. Wir betrachten noch einen Modul M' — [Yg,Y2, Y„] 

und ordnen jedem Elément y = von M' das Elément /(y) 

von M zu. Das ist ein Homomorphismus von M' auf M 
mit f{Yj) — Xg. Da die eine Basis in M' bilden, ist unser Satz be- 
wiesen, wenn gezeigt ist: / ist ein Isomorphismus. Hierfür genügt es 
nach Nr. 8, zu beweisen : der Kern von / ist die Nullgruppe, mit anderen 
Worten: aus f{y) =0 folgt y = 0. 

Es sei also y ein Elément von M' mit /(y) =0; ferner seien 
y\>yz> ■ ■ •>yn Elemente von M' mit f{yj} = Xg. Nach Nr. I9 gibt es 
Zahlen b, &i, . . ., b„, die nicht aile 0 sind, so daB 

by + hyg + 62^2 + 1- Kyn = 0 

ist. Hieraus folgt, da / ein Homomorphismus ist: 

ATi + &2 ^2 + ■ • • + = 0 , 

also bi — b2 = ■ • • = b^ = 0 und daher by = 0 und 6 =|= 0. Da aber 
in jedem Modul das NuUelement offenbar das einzige Elément end- 
licher Ordnung ist, ist y = 0, w. z. b. w. 

Aus dem damit bewiesenen Satz ergibt sich weiter: 

Die Elemente Xi,X2, ...,X„ bilden {dann und nur dann) eine 
Basis des Moduls M = [Xg, X2, . . wenn Gleichungen 

n 

Xi='Z,aikXg, i=\, 2 ,...,n 

bestehen. 

Denn aus diesen Gleichungen folgt, daB jedes Elément von M, das 
ja definitionsgemâB eine lineare Verbindung der Xi ist, auch eine lineare 
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Verbindung der X* ist — und diese Tatsache bedeutet nach dem 
vorigen Satz, daÛ die eine Basis bilden. 

Beispiel. Es sei 

Xi — Xi -f" + • • • + c„x„ 

mit beliebigen (ganzen) cf, dann bilden 

X 1 , ^2 > -*3 > • • • • 

eine Basis in M. Denn es gelten die Gleichungen 

Xi — Xj C^X^ 

Xj = Xj, / = 2 , 3 ,..., m . 

28. Die Untergruppen eines Moduls. Es seien , Fj - • • • - 
Elemente des Moduls M — [x^, x^, x^; die linearen Verbindungen 

^ajYj bilden eine Untergruppe U von M; wenn die Yj linear unab- 
hângig sind, so lâBt sich jedes Elément von U offenbar auf nur eine 
Weise in der Form ^a^Yj schreiben, und daher ist U ein Modul; 
U — [Yj, Yg, . . YJ; er heiCt ein „Teilmodul“ von M. Insbesondere 
enthâlt man Teilmoduln, wenn man Yj = ajXj,j = i,2,...,r(r^n) 
setzt, wobei die Uj 4 0 sind; denn dann sind die Elemente a^Xj linear 
unabhângig. 

Die Teilmoduln von M sind als spezielle Untergruppen erklârt ; 
jedoch gilt der wichtige 

Satz. J ede Untergruppe eines Moduls M ist ein Teilmodul von M. 

Dieser Satz ist in dem folgenden schârferen enthalten: 

Satz. Es sei U eine {von 0 verschiedene) Untergruppe des n-gliedri- 
gen Moduls M. Dann giht es eine solche Basis A'j, Xj, . . X„ von M, 

U = [«iXi, a^Xz, .... «^XJ 

{r ÿ~ n; a^ > 0 iür j — i , 2, r) 
ist. 

Der Satz ergibt sich leicht aus dem folgenden 

Hilfssatz. Es gibt — un ter den Voraussetzungen des Satzes — 
eine solche Basis X^, x^, . . x^ von M und eine solche Zerlegung 
U = t7i + t/' von U in zwei direkte Summanden U^ und U' , daU 

Uj = [<ÏJ XJ («J > 0) , Î7 C [%2> ^3 • • • • > ^n] 
ist. 

Wir zeigen zunâchst, daB der Satz aus dem Hilfssatz folgt. Erstens 
enthâlt der Hilfssatz bereits den Satz für n — \ . Der Satz sei für die 
(« — f)-gliedrigen Moduln bewiesen; dann gibt es eine solche Basis 
■X^ 2 , Xj, . . . , X„ in [x^, x^, . . x^ und solche von 0 verschiedene 
Zahlen «g, . . a, {r-ëkn), daB die im Hilfssatz genannte Gruppe U' 
entweder 0 oder ein Modul 

U' = [« 2 X 2 , .... a,XJ 
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ist. Im Fall f/' = 0 ist man fertig; ist Î 7 ' 4 = 0, so ist 
j7 = [a, XJ + [^2^2, . . • . ^r^rJ 

~ [^iXi, • • •» 

mithin gilt der behauptete Satz. 

Beweis des Hilfssatzes. Es sei {y^, yg, . . yj eine Basis 
von M; wir betrachten die Gesamtheit derjenigen Linearformen 
die in U enthalten sind; in der Menge aller derjenigen positiven Zahlen, 
welche als Koeffizienten in wenigstens einer dieser Linearformen auL 
treten, gibt es eine kleinste Zabi; wir nennen sie die ,,Hdhe'' von U 
über der Basis {yi , y2 » •••. yn} • Unter allen Basen wâhlen wir eine 
solche, daB die Hôhe von U über ihr môglichst klein ist. Diese Basis 
heiBe a:2, . . . , x^\ die zugehôrige Hôhe sei h] sie trete als Koeffi- 
zient in dem Elément z von U auf, und zwar sei 


und 
so ist 


jS: == hx^ ^2^2 + • * ‘ + 

Setzen wir für j ~ 2 , n 

hqj + Vj qj, Vj ganz; O^Tj < h 
-f- q^X2 -h • • • 4 

Z — hX^ 4" ^2^2 + • • • 4- ^n^n- 

Nun bilden die Elemente X^, , x^^ eine Basis in M (Nr. 22, Bei- 

spiel); ans der Minimaleigenschaft von h und den Ungleichungen 
0 a h folgt daher : rj — 0 für / — 2 , 3 » • • • > ^ : 

(3) z=^hX,. 

Tst 

y == 4" ^^2^2 + * ' * + 

irgendein Elément von U und 

hy ^ hq + r , q, r ganz, 0 r d h 

y — qz rX^ 4- b^x^ 4 |- 


so ist auch 


Elément von U, und aus der Minimaleigenschaft von h folgt r = 0 , 
y = qz + (62^2 H + Kx„) ■ 


Da y c: U und z cz U ist, ist auch 

y ~ b 2 X 2 4“ • • • 4“ b^x^ CI U , 


und zwar ist y' Elément des Durchschnittes U' der Gruppe U mit 
dem Modul [^^2, dabei ist U' als Durchschnitt zweier 

Untergruppen von M selbst eine Gruppe. Da andererseits qz nach (3) 
Elément des Moduls [A XJ ist, so sehen wir: jedes Elément y von U 
ist Summe eines Elementes qz von [A XJ und eines Elementes y' von C 7 '; 
nun haben aber die Moduln [A XJ und . . . , x^ nur das Nullelement 
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gemeinsam, und dasselbe gilt, da Z7' c [x 2 , , x J ist, auch für [hX^ 

und C/'; daher ist (Nr. 14) 


w. Z. b. w. 


U = [AZJ + U', 


24. Auf Grand des damit bewiesenen Satzes ist es auch leicht, die 
Divisionshülle û (Nr 2, e) der Untergrappe U von M zu bestimmen : 
wenn wie bisher 

U = [a^Xi, a^X^, . . für j=\,2,...,r 


ist, so sieht man, daB 

Ü = [X„X2,...,X,] 

ist. 

Wir teilen nun das System Xg, . . . , in drei Klassen: 
erstens die mit i^r und ^ 2 — diese Elemente nennen wir 
jetzt zweitens die mit i^r und = \ — diese nennen wir 
jetzt Y^; drittens die X^ mit i > r ~ diese nennen wir auch weiter- 
hin Xf^. Dann gilt nach dem Obigen der folgende 

Satz. Es sei U eine {von 0 verschiedene) Untergruppe des n-gliedri- 
gen Moduls M, Dann kann man in M eine Basis 


Xi , y Xf^, Yif Zi, f Z^^ y k 1 ^ 

mit folgender Eigenschaft wàhlen: die Y^ und Zj bilden zusammen eine 
Basis der Divisionshülle U von U; es gibt Zahlen 6^ ^ 2 , / = 1 , 2 , . . . , m , 
so dafi die Y^ und bjZj zusammen eine Basis in U bilden. 

25. Wenn U Untergruppe mit Division (Nr. 5) und nicht 0 ist, so 
gibt es, wie wir eben sahen, eine solche Basis [xy, x^y . , . , x^ von M, 
daB Ü ~ \Xyy x^t y x^ ist. Dann ist entweder r = n und U = M 

■ M ==0 + [x,^„...,x^. 

Hieraus folgt nach Nr. 15: 

Satz. Ist 0 eine {von M verschiedene) Untergruppe mit Division 
des Moduls M, so ist die Restklassengruppe M — U ebenfalls ein Modul. 
Aus dem Beweis in Nr. 1 5 ergibt sich noch der folgende 
Zusatz. Sind die Restklassen von M modî/, in 

welchen die in Nr. 25 erklâxten Elemente x^ enthalten sind, 

M-Û = [X,^„...,X^. 

26. Die Spur eines Autohomomorphismus. Es sei / ein Autohomo- 
morphismus des Moduls M, d. h. eine homomorphe Abbildung von M 
in sich. Bilden die Elemente Xy, x^, . . x„ eine Basis in M, so gelten 
Gleichungen^ 

(4) f{Xh) -='Z‘^hiXi-, 

i 


^ In dieser Nummer laufen aile Indexe h, i, j, .. . von l bis fz. 
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die Zabi 

ZHh 

h 

heiBt die ,,Spur‘‘ von 

f in bezug auf die Basis *„}. 

Bilden auch die Elemente yi, y 2 , • • • , y„ eine Basis, so gelten eben- 

falls Gleichungen 
(5) 

f{yj) ==Zhkyk> 

k 

und die Spur von / in bezug auf diese Basis ist demnach 



Wir behaupten: 


(6) 

Z^hh — Zhi- 

h j 

Beweis. Da sowohl die als auch die y Basen bilden, bestehen 

Beziehungen 

(7) 

yp=Z^pq^q> 

q 

(8) 

Xq =^ZVqryr- 

r 

Setzt man aus (8) 

in (7) ein, so ergibt sich 


yp ^^'^pq^qryr > 

( 7 , r 

also infolge der linearen Unabhângigkeit der y,.: 

(9) 

^Z'^pq'^qr ■ b.pf, 

wobei 

q 

(10) 

^ |0 für 4= r 

iüxp^r 


ist. Analog erhâlt man durch Einsetzen von yp ans (7) — wo man 
die Indexe p, q durch r, s ersetzt — in (8) infolge der linearen Un- 
abhângigkeit der x^: 

r 

Trâgt man auf der rechten Seite von (5) den Ausdruck für yj. aus (7) 
ein, so erhâlt man 

(12) /(y,) 

k.q 

trâgt man in /(y<) erstens den Ausdruck für y^ aus (7) ein, berück- 
sichtigt man zweitens, daB f ein Homomorphismus, daB also stets 

/(Zca%) =Zca/(^a) 

A A 

ist, und trâgt man schlieBlich den Ausdruck für i{x^ aus (4) ein, so 
ergibt sich 

(13) iiyj) = /(Z%ft*A) =Z»Jhf{Xh) =Z«jh(^hqXr 
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Da die eine Basis bilden, folgt aus (12) und ( 13 ) 

04) 

k h 

Man multipliziere diese Gleichungen mit und summiere über q\ 
mit Rücksicht auf (9) ergibt sich 

2 k^kr ~ h^kq^qr* 

k h,q 

also infolge (10): 

r h q^qr* 

h, q 

Daher ist infolge (11) und (10) 

j ^qj h^hq ^qh^hq h * 

j h,qj q,h h 

Damit ist (6) bewiesen. — 

Infolgedessen dürfen wir die auf beiden Seiten von (6) stehende 
Zabi die ,,Spur des Autohomomorphismus ohne Bezugnahme auf 
eine Basis, nennen. 

27. Die Additivitât der Spuren. Es sei U eine Untergrappe des 
Moduls Af, welche durch den Autohomomorphismus / von M ebenfalls 
in sich abgebildet wird; da auch U ein Modul ist (Nr. 23), ist auch 
ftir diesen Autohomomorphismus von U die Spur definiert. Wir be- 
zeichnen die Spuren von / in M und U mit S{M) bzw. S {U). 

Aus f{U)cz U folgt, daB auch die Divisionshülle U von U durch / 
in sich transformiert wird ; denn ist x c. U, so gibt es eine Zabi m ( 0 
mit mxc. U; dann ist mf(x) = f{mx) cz U, also f{x) cz U. Da U in 
sich transformiert wird, bewirkt / einen Autohomomorphismus F der 
Restklassengruppe M — U (Nr. 7). Wenn M — {7 4' 0 ist, so ist 
M ~ 0 ein Modul (Nr. 25), also ist die Spur S(M — Û) von F erklart; 
wenn M — U == 0 ist, so verstehen wir unter S {M — U) die Zahl 0 . 

Satz. Ist f ein Autohomomorphismus des Moduls M, und wird 
durch f die Untergruppe U in sich transformiert, so gilt 

S{M) - S{U) + S{M~Û). 

Beweis. Wir dürfen U ^ 0 voraussetzen, da sonst der Satz trivial 
ist. Nach Nr. 24 kônnen wir die Basis [x^, . . x„} von M so wâhlen, 

Ü = [xi. . . X,], U = [CiXj, . . c,x,] 

ist; sind X„ die Restklassen von M mod 0 , welche die Elc- 

mente x^^^, . . x„ enthalten, so ist ferner (vgl. Nr. 25) 

Es sei nun ^ 

(15) /(**) 


h — i , 2, . . n; 
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da O in sich transformiert wird, ist hierbei 


( 16 ) 


^hi — 0 


für 


(A = 1, 2 ,r 

\ i = r \ , r -{-2, . . . , n. 


Für die Basiselemente von U folgt ans (15) und (16) 

r 

f =^«hiCiXi, h==i,2 r; 

daher ist 

(17) S{U)^±a,,. 

h==l 

Im Fall r — n, also Af — Î7 = 0, ist der Satz damit bewiesen; es sei 
r <.n. Aus den Gleichungen (15) für A = r + 1 , . . . , « und der Tat- 
sache, daB x,. Elemente der Gruppe U sind, die das Nullelement 

von M —U ist, folgt für die Basiselemente Xf^ von M —U 

F{^h) h=^r + i,r + 2, ...,n 

daher ist 

(18) S{M~Ü)=±a,,. 

A=r+1 


Durch (17) und (18) ist die Behauptung des Satzes bewiesen. 


§ 3. Der Rang und die Range modm einer Gruppe. 

28. Gruppen vom Range 0. Den in Nr. 18 für eine beliebige Gruppe 
definierten, bisher aber nur auf Moduln angewandten Begriff des 
,, Ranges'' betrachten wir jetzt für eine beliebige Gruppe /. Zunâchst 
stellen wir fest: 

Dann und nur dann ist r{J) ^0, tmnn J nur Elemente endlicher 
Ordnung enthàlt. 

Beweis. Wenn / nur Elemente endlicher Ordnung enthàlt, so gibt 
es zu jedem Elément x eine Zahl c |- 0 mit ex folglich ist r{J)~0. 
Wenn umgekehrt r(J) =0 ist, so gibt es zu jedem x eine Zahl c + 0 
mit ex 0, d. h. : x hat endliche Ordnung. 

29. Lineare Abhângigkeit und Rang mod m. Es sei m eine ganze 
Zahl ^2 . Die Elemente x^, x^, . , . , x^ heiBen ,,linear abhângig mod w", 
wenn es ganze Zahlen Cg, . . . , c,. gibt, die nicht sâmtlich =0modm 
sind und für die 


^1 “h ^^2^2 




0 


ist. Analog wie in Nr. 18 verstehen wir dann unter dem „Rang modm" 
von / die Maximalzahl von modm linear unabhàngigen Elementen 
in / — vorausgesetzt, daB diese Maximalzahl existiert; existiert sie 
nicht, so ist der Rang modm gleich „unendlich". Wir bezeichnen den 
Rang modm von / mit im AnschluB hieran geben wir 

dem gewohnlichen ,,Rang" mitunter die Bezeichnung rQ = ro(/) und 
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nennen die gewôhnliche lineare Abhângigkeit auch „lineare Abhângig- 
keit modo". 

Analog wie für den gewôhnlichen Rang ergibt sich unmittelbar ans 
der Définition: Isomorphe Gruppen haben für jedes m gleichen Rang 
modm. 

80. Beziehungen zwischen r und . Wenn die Elemente 
Xi, x^, ■ ■ ■ , linear abhângig modw für ein gewisses m sind, so sind 
sie erst recht linear abhângig im gewôhnlichen Sinne ; folglich ist immer 

Weiter behaupten wir: Wenn J kein Elément endlicher Ordnung 
aufier dem Nullelement enthàlt, so ist 

r{J)==rM> 

Denn wenn die Elemente X2, ^ ^ ^ linear abhângig im ge- 
wôhnlichen Sinne sind, so besteht eine Relation 

^a^Xi = 0 

mit ganzen die nicht aile 0 sind; es sei t der grôBte gemeinsame 
Teiler der und — th^\ dann ist wenigstens ein Omodm; aus 

= 0 

und der Tatsache, daB 0 das einzige Elément endlicher Ordnung gibt, 

die x^ sind also linear abhângig modw; daher ist 

Hieraus und der oben.bewiesenen umgekehrten Ungleichung folgt die 
behauptete Gleichheit der Rânge. — 

Da ein Modul kein von 0 verschiedenes Elément endlicher Ordnung 
enthâlt, folgt aus dem soeben Bewiesenen und Nr. I9: 

Für jeden n-gUedrigen Modul M und jedes m ist {M) — n . . 

31. Die Additivitât der Range. Satz. Für jede Gruppe /, jede 
Untergruppe U von J und jede Zahl m = 0 oder m gilt 

( 1 ) r^{J)'^^rn,(U) + r^{J -U). 

Beweis. Die Elemente Xj,X 2 x^ von U seien linear unab- 

hângig modw, und ebenso seien die Elemente Y,, Yg, . . . , Yy- von 
J — U linear unabhângig modw; femer seien yj Elemente von J, die 
in den Restklassen Yy enthalten sind (; = 1 , 2, . . Wir behaup- 
ten: die Elemente x-^^, x^, . . . , x^, y-^, y^, ■ ■ . , yf sind linear unabhângig 
modw. 

In der Tat: es seien und solche ganze Zahlen, dafi 

= O 
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ist; hieraus folgt, da U ist: 

also wegen der linearen Unabhângigkeit modw der Elemente Yj: 

bj = 0 modw für / = 1 , 2, . . . , /.I 
Somit ist g 

^a^Xi = 0, 

{=■1 

und wegen der linearen Unabhângigkeit der Elemente Xf ist 

ai = 0 modm für t — i , 2, . . . , e. 

Die Elemente x^, . . . , x^, sind also in der Tat linear 

unabhângig modw, und daher ist 

(!') + 

Falls nun beide Range r^^(U) und r^^(J ~ U) endlich sind, kann man 
e ^ r^{U), f = y^niJ setzen; falls einer der beiden Range un- 

endlich ist, so verstehe man unter der entsprechenden Zabi e oder / 
eine beliebig groBe Zabi; in jedem Falle folgt die Bebauptung (1) 
aus (1'). 

Korollar. Der Rang modm einer beliehigen U nier gruppe oder Rest- 
klassengruppe von J ist hôchstens gleich dem Rang r^{J). Wenn r^^(J) 
endlich ist y so sind auch die Range modm aller Unter gruppen und aller 
Restklassengruppen von J endlich (m — 0 oder m^2). 

32. Satz. Es sei entweder m ~ 0 oder m eine Primzahl. Dann gilt 
für jede Gruppe J und jede Untergruppe U von J 

(2) r,AJ)-r^{U)+r,„{J -U). 

Beweis. Im Hinblick auf Nr. 3 I genügt es, die Ungleichung 

( 3 ) -U) 

für die soeben hervorgehobenen m zu beweisen. Dabei dürfen wir die 
beiden auf der rechten Seite von ( 3 ) stehenden Range als endlich vor- 
aussetzen, da andernfalls ( 3 ) trivial ist. 

Durch x^ Xg] y,,...,)’/ sollen dieselben Ele- 

mente und Restklassen bezeichnet werden wie in Nr. 3'1> und dabei 
sei e = r^{U), Ferner sei z ein beliebiges Elément 

von / und Z seine Restklasse mod U. Da die / -t- 1 Elemente 
Z, Yj, . . ., der Gruppe J — U linear abhângig modw sind, besteht 
eine Gleichung / 

(4) = 


^ Unter einer ,,Kongruenz modo"' ist immer eine Gleichung zu verstehen. 
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wobei nicht aile Koeffizienten , 6/ = 0 modm sind; und zwar 

ist infolge der Unabhângigkeit der Yj gewiB 

(5) ^ 0 modm. 

Die Gleichung (4) bedeutet: ^ 

(6) z' = (iz ~ ^bjyj cz [7. 

Da die e -\- \ Elemente z'y der Gruppe U linear abhângig 

modm sind, besteht eine Gleichung 

e 

(7) az' = O, 

?*=1 

wobei nicht aile Koeffizienten a:, . . . , = 0 modw sind; und 

zwar ist infolge der Unabhângigkeit der gewiB 

(8) ^ ^ 0 modw. 

Aus (6) und (7) folgt 

« / 

(9) + 

1 = 1 /=1 

Indem wir die Elemente x-^y , . . y x^, y^y . . . , fortlaufend mit 
Xiy bezeichnen und auBerdem die Bezeichnungen der 

Zahlenkoeffizienten in (9) ândern, geht (9) über in 

(10) y • Z = 2^CiXi. 

i=l 

Dabei ist y — oc fi; aus (5), (8) und aus der Tatsache, daB entweder 
m — 0 oder m eine Primzahl ist, folgt 

(11) y ^ 0 modm. 

Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum Beweise von (3); wir 
haben zu zeigen: sind irgendwelche Elemente von /, 

so sind sie linear abhângig modm. 

Entsprechend (iO) und (11) gelten Gleichungen 

(10') Vkh=^'Z(^ikXi, ^=1, 2, C + / + 1 

mit ’ ^ 

(11') y^.^ Qmoàm, k=\, 2 , . . . , e-\- f 


Nach Nr. 21 gibt es teilerfremde Zahlen f,. ^ 2 , . . so daB 

(12) JJ. ^jj. = 0 , i = 1,2,...,^ -f" / 


jfc=i 


ist. Aus (10') und (12) folgt 

(U) Zhrk^k^o. 


k=l 


Da die teilerfremd zueinander sind, gibt es wenigstens ein k mit 

0 mod»i; 
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dann ist nach (11') mit Rücksicht darauf, daB w = 0 oder m Primzahl 
ist, auch ^ 0 moàm. 

Unter den Koeffizienten der Elemente in ( 13 ) ist also wenigstens 
einer ^0 modw; d. h. : die Zj^. sind linear abhângig modw, w. z. b. w. 

Aufgabe. Man zeige, daB der analoge Satz für w = 4 nicht gilt. 

§ 4. Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. 

33. Définition. Das System (S von Elementen der Gruppe J 

heiBt ein ,,Erzeugendensystem'‘ und die Elemente von @ heiBen „Er- 
zeugende‘‘ von /, wenn sich jedes Elément von / auf wenigstens eine 
Weise als ganzzahlige lineare Verbindung von Elementen 

ans ® darstellen lâBt. 

Wir beschâftigen uns jetzt mit denjenigen Gruppen, welche end- 
liche Erzeugendensysteme besitzen. 

Beispiele hierfür sind erstens die Moduln: in ihnen bilden die Ele- 
mente jeder Basis ein endliches Erzeugendensystem ; zweitens die end- 
lichen — d. h. aus endlich-vielen Elementen bestehenden — Gruppen: 
denn jede Gruppe wird von dem System ihrer sàmtlichen Elemente erzeugt. 

34. Die Gruppe J hesitzt dann und nur dann ein System von n Er- 
zeugenden, wenn sie ein homomorphes Bild eines n-gliedrigen Moduls ist 
(Nr. 11). 

Beweis. Erstens: J werde von den Elementen x^, x^, ^ x^^ er- 
zeugt; dann ist durch tŒi^iyè homomorphe Abbil- 

dung / des Moduls [Vi, ^ 2 » • • • » yj J erklàrt. Zweitens: es sei / 
eine homomorphe Abbildung des Moduls [yi , y 2 > •• • » y J a.uf die 
Gruppe 7 ; dann bilden die Elemente / (y^) , / (y 2 ) (y„) ein Er- 
zeugendensystem von /. 

35. Hieraus und aus Nr. 11 folgt weiter: 

Die Gruppe J là/3t sich dann und nur dann durch n ihrer Elemente 
erzeugen, wenn sie einer Restklassengruppe des n-gliedrigen Moduls 
M == [yi, y 2 , . . . , yj isomorph ist, d. h, wenn es eine solche JJnter- 
gruppe U von M gibt, dafi J M U ist. 

36. Hieraus, aus Nr. 3 I und aus den Sàtzen über die Range eines 
Moduls (Nr. 19, 30) ergibt sich: 

Für jede Gruppe, die sich durch n ihrer Elemente erzeugen làfit, ist 

r,„{J)^n 

für m — 0 und m^2\ aile Range sind also endlich. 

37. Di: Restklassengruppe J — V einer von n Elementen erzeugten 
Gruppe J tnodulo einer beliebigen Untergruppe làfit sich durch n ihrer 
Elemente erzeugen. 

Beweis. J ist homomorphes Bild eines «-gliedrigen Moduls M 
(Nr. 34 ): J — V ist homomorphes Bild von J (Nr. 11); die Zusammen- 
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setzung zweier Homomorphismen ist ein Homomorphismus; folglich 
ist J — V homomorphes Bild von M und daher (Nr. 34) durch n Ele- 
mente erzeugbar. 

Jede Untergruppe V einer von n Elementen erzeugten Gruppe làfit 
sich durch (hôchstens) n ihrer Elemente erzeugen. 

Beweis. Der «-gliedrige Modul M sei durch / homomorph auf / 
abgebildet (Nr. 34); das Urbild ist eine Untergruppe U von M 

(Nr. 6) ; die Gruppe U ist ein hôchstens «-gliedriger Modul (Nr. 23) ; 
da V homomorphes Bild von U ist, folgt die Behauptung aus Nr. 34.^ 

88 . Die Untergruppe U sowie die zugehôrige Restklassengruppe J —U 
der Gruppe J seien Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. Dann ist 
auch J selbst eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden. 

Beweis. Es sei , . . . , x^} ein Erzeugendensystem von U und 
{Yi, . . ., y,} ein Erzeugendensystem von J — U. Ferner seien 
yi , . . . , y, Elemente aus den Restklassen Yi, . . . , Y,. Ist dann z 
irgendein Elément von J, so ist die Restklasse modt/, in der es sich 
befindet, von der Form ^ bj Yj ; also ist z ~ x ^bj yj mit xcz U 
und daher -? = y, • Das heiBt : die Elemente Xi, . . x,., 

yi, y, erzeugen die Gruppe /. 

89. Zyklische Gruppen. Définition. Eine Gruppe Z heiBt „zy- 
klisch“, wenn sie der additiven Gruppe der ganzen Zahlen, G, oder einer 
Restklassengruppe von G modw, also einer Gruppe G^ = G — mG 
(vgl. Nr. 4), isomorph ist*. Im ersten Fall ist Z unendlich, im zweiten 
endlich. 

Jede Gruppe J, die sich durch ein Elément erzeugen làpt, ist zyklisch. 

Beweis. Nach Nr. 35 ist J einer Restklassengruppe M — U iso- 
morph, wobei M — [x] ein eingliedriger Modul ist; nach Nr. 23 ist 
entweder U = 0 oder man darf U = [mx'\, m ^ O annehmen. Im 
ersten Fall ist / M @ ; im zweiten Fall ist offenbar J . 

Aus diesem Satz und Nr. 37 folgt unmittelbar: 

Jede Untergruppe sowie jede Restklassengruppe einer zyklischen 
Gruppe ist selbst zyklisch. 

49. Zerlegung in zyklische Gruppen. Der Hauptsatz über die 
Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden lautet: 

Jede Gruppe J mit n Erzeugenden ist direkte Summe von hôchstens 
n zyklischen Gruppen. 

Beweis. Nach Nr. 35 ist J M — U, wobei M ein «-gliedriger 
Zyklus ist; nach Nr. 23 dürfen wir 

M = [Xi, X 2 X„], U = [fliX,, « 2 ^ 2 . . . 

ï Von den beiden S&tzen der Nr. 37 behâlt der erste, jedoch nicht der zweite, 
seine Gûltigkeit auch fûr nicht-kommutative Gruppen ^für. welche der Begriff 
des ,,Erzeugendens}rstems‘‘ in naheliegender Weise zu modifizieren ist). 

s Unter @j hat man die Nnllgruppe zu verstehen. 
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also M = + + + + 

U = + 0 + • • * + 0 

annehmen. Dann ist nach Nr. 16: 

Jeder der auf der rechten Seite stehenden direkten Summanden ist 
nach Nr. 39 als Restklassengruppe einer zyklischen Gruppe [XJ zy- 
klisch. Damit ist der Satz bewiesen. 

41 . Eine Darstellung von / als direkte Summe 

(^) / = + ^2 + * • * + ^ny 

wobei die zyklische und von O verschiedene Gruppen sind, nennen 
wir kurz eine „zyklische Zerlegung'' von /. Eine Gruppe J kann 
mehrere voneinander verschiedene zyklische Zerlegungen gestatten ; 
jedoch gilt: 

Die Anzahl der unendlichen zyklischen Gruppen in einer zyklischen 
Zerlegung (1) ist stets gleich dem Rang r{J). 

Dies folgt aus der Additivitât der Range (Nr. 32) und der Tat- 
sache, daB jede Gruppe, die nur Elemente endlicher Ordnung enthâlt, 
den Rang 0 hat (Nr. 28). 

42 . Weiter gilt: 

. In jeder zyklischen Zerlegung (1) ist die direkte Summe der endlichen 
unter den Gruppen Z^ — falls solche vorhanden sind — mit der Gruppe T 
aller Elemente endlicher Ordnung von J identisch, 

Beweis. Wir schreiben (1) in der genaueren Form 

(1') / = Xi + • • • + x^ + Yj + • • • + 

wobei Xi , . . . , X^ die endlichen, Yj , . . . , Y,, die unendlichen Z^ be- 
zeichnen sollen; dabei darf auch k = O oder r = 0 sein. 

DaB jedes Elément der direkten Summe Xj + • • • + X^j. endliche 
Ordnung hat, ist klar. Es sei umgekehrt z ein Elément endlicher Ord- 
nung von /, und zwar sei 

2 = H h + iiyi H h h,y,, 

wobei Xi, y J erzeugende Elemente der zyklischen Gruppen bzw. 
sind. Aus mz = 0, also 

maiXi-\ + + wtjyi H ,-\-mb^y^ = 0 

und w 4= 0 folgt 6^ = 0 für / = 1 , 2, . . . , r, also z c: + • • • + Xf.. 

Daher ist in der Tat ^ _l_ . . . _j_ Xj. = T 

48 . Zerlegung in eine endliche Gruppe und einen Modul. In Nr. 41 
und 42 ist der wichtige Satz enthalten: 

Jede. Gruppe J mit endlich-vielen Erzeugenden ist eine direkte Summe 

(2) / = r + M. 


Alexandroff-Hopf, Topologie I. 


37 
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wobei T die Gruppe aller Elemente endlicher Ordnung von J und M ein 
r-gliedriger Modul mit r = r{J) ist. {U nier einem 0-gliedrigen Modul 
ist die Nullgruppe zu verstehen.) 

Korollar I. Die Struktur einer Gruppe mit endlich-vielen Erzeugen- 
den ist vollstàndig durch ihren Rang und durch die Struktur der Gruppe 
ihrer Elemente endlicher Ordnung bestimmt, 

Korollar IL Eine Gruppe mit endlich-vielen ErzeugendeUy welche 
kein von 0 verschiedenes Elément endlicher Ordnung enthàlty ist ein Modul, 
44. Folgerungen. Das 3 . Isomorphie-KriteriumL Es seien 
A y B zwei Gruppen y von denen eine — etwa A — ein endliches Erzeugen^ 
densystem besitze; ferner seien A' y B' Untergruppen von A bzw. B y und 
es sei 


(3 a) A ^ B' y 

Dann ist 


(3 b) B^A'. 

A B, 


Beweis. Zunâchst folgt aus ( 3 b) und Nr. 37 , daB auch B ein end- 
liches Erzeugendensystem besitzt. Ferner sieht man aus (3 a) und (3 b) 
unter Beachtung von Nr. 3 I, daü 

r{A)^,r{B)y r{B)^r{A)y 
r{A)=r(B)- 

ist. Infolge des Korollars I in Nr. 43 haben wir dahcr nur noch die 

Isomorphie 

(4) 

nachzuweisen, wobei die Gruppen der Elemente endlicher Ord- 
nung von A bzw. B sind. Wenn die analog erklàrten Unter- 

gruppen von A' bzw. B' sind, so folgt aus (3a) und (3b): 

(5a) (5b) 

Bezeichnen wir die Ordnungen^ der Gruppen Tj^y niit 

a y b y a' y b' y SO ist also 

(6a) a = b'y (6 b) b == a' , 

Da c: ist, ist 6 ' ^ 6 , also nach ( 6 a) und ( 6 b) : a ^ a'; da aber 

auch a ist, muB a' ^ a und sein. Hieraus und aus 

(5 b) folgt die Behauptung (4). 

45. Sa t Z. Es sei J eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden und 
JJ eine Unter gruppe mit Division von J (Nr. 5); dann gibt es eine Unter- 
gruppe V von /, so dafi J =: U V ist; V ist ein Modul {oder 0). 

Beweis. Die Gruppe J — U enthàlt kein von 0 verschiedenes 
Elément endlicher Ordnung (Nr. 5); da sie eine Gruppe mit endlich- 
vielen Erzeugenden ist (Nr. 37), ist sie daher entweder 0 oder ein Modul 

1 Vgl. Nr. 8. 

* Unter der ,, Ordnung** einer Gruppe versteht man immer die Anzahl ihrer 
Elemente. 
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(Nr. 43 , Korollar II). 
es sei also 


Der Fall J — U = 0, also J — U, ist trivial; 


Dabei sind die Restklassen von J mod U ; ans jeder Klasse X^ 
wàhlen wir ein Elément x^-, unter V verstehen wir die Gruppe aller 
linearen Verbindungen Um die Behauptung zu beweisen, haben 

wir zu zeigen (Nr. 14): 1) jedes Elément y von J ist von der Form 
y = U V , U cz U, V c V; 2) der Durchschnitt U • V ist die Null- 
gruppe. 

Beweis von 1 : Ist die Restklasse mod U, in der sich y be- 

findet, so ist y —^a^x^ = ucz U, also y = u -j- v mit v r^^aiX^c V. 

Beweis von 2: Ist U, so ist ^a^X^^ 0, also = 0 für 

aile i. 

46 . Die nach Nr. 40 bestehende Tatsache, daB jede endliche Gruppe T 
direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen ist, gestattet die Über- 
tragung mancher elementarer Eigenschaften der endlichen zyklischen 
auf beliebige endliche Gruppen. 

Wir erinnern an folgende Definitionen (Nr. 2, c, d ; Nr. 4) : Unter „J 
verstehen wir die Gruppe aller Elemente x von J mit mx — O) unter 
mj die Gruppe aller Elemente x von J mit x = my, yc: J; unter 
die Restklassengruppe J — m J. 

Man sieht ohne Mühe: wenn 


J = U' + U" + H C/W 

ist, so ist auch 

( 7 ) J=,nU’ + mU" + ---+„,U^"K 

( 8 ) mJ = mil' 4 - mU" + • • • + mU^"\ 
sowie (auf Grund von Nr. 16) 

(9) Ln-U'^+U" + .-. + U'Z\ 

Ferner überzeugt man sich leicht davon (vgl. die Aufgabe in Nr. 4), 
daB für die Gruppe also die Restklassengruppe modw der ganzen 
Zahlen, die Isomorphien 

gelten (m^ ^2)^. Folglich gilt auch für jede endliche zyklische Gruppe Z, 
die ja mit einer Gruppe isomorph ist: 

Z^. 

Da nun jede endliche Gruppe direkte Summe endlicher zyklischer 
Gruppen ist, so folgt aus (8), (9), (10) der 

Satz. Für jede endliche Gruppe T und jedes m ^ 2 ist 

7' . 


und m 


^ (Wj, mj) bezeichnet wie iinmer den grôûten gemeinsamen Teiler von Wj 


37 * 
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47^ Die Zerlegbarkeit zyklischer Gruppen. Eine Gruppe heifit 
„zerlegbar“, wenn sie direkte Summe zweier von Null verschiedener 
Untergruppen ist. 

Auf Grand des Hauptsatzes (Nr. 40) kann eine Gruppe mit endlich- 
vielen Erzeugenden allenfalls dann unzerlegbar sein, wenn sie zyklisch 
ist. Welche zyklischen Gruppen sind unzerlegbar? Diese Frage wird 
durch die folgenden drei Sàtze beantwortet: 

Satz A. Jede unendliche zyklische Gruppe ist unzerlegbar. 

Satz B. Jede endliche zyklische Gruppe, deren Ordnung keine Prim- 
zahlpotenz ist, ist zerlegbar. 

Satz C. Jede endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 
ist, ist unzerlegbar. 

48 . Beweis des Satzes A. Eine unendliche zyklische Gruppe J 
hat den Rang i ; aus J — U V folgt daher, daû eine der Gruppen U 
uild F den Rang 0 hat (Nr. 15 und Nr. 3I), also nur Elemente end- 
licher Ordnung enthâlt (Nr. 28) ; aber das einzige Elément endlicher 
Ordnung in J ist 0. 

49 . Der Satz B ist in dem folgenden schârferen enthalten; 

Satz B'. Sind u, v teilerfremde Zahlen, so ist^ 

®„„=l/+F. F^®,. 


Im Hinblick auf eine spâterc Anwendung (Nr. 54) verallgemeinern 
wir den Satz B' zu 

Satz B”. Sind u, v teilerfremde Zahlen und ist J eine beliebige 
Gruppe, so ist 

Juv-U+V, Uf^J„, V^J,. 


Beweis des Satzes B". Wir machen drei Vorbemerkungen: 

1) Jedes Elément z von J ist von der Form z ~ ux + vy , x cz /, 
y^J- Denn es gibt ganze Zahlen ff.q mit pu + qv ~ \ y also 
Z ~ u • pz V • qz. 

2) Sind Xy y , Z Elemente von J mit z — ux — vy y so gibt es ein Elé- 
ment z' mit z~uv- z'. Denn das Elément z'— qx + py (mit denselben 
Zahlen py q wie in 1) hat, wie man sofort bestâtigt, diese Eigenschaft. 

3) Sind X y y Elemente mit v • x — uv • y y so gibt es ein Elément z 
mit X = u • z. Denn das Elément z = p • x qv • y hat, wie man be- 
stàtigt, diese Eigenschaft. — 

Wenn in einer der Restklassen, in welche J module uv J zerfâllt, 
ein Elément der Form vx enthalten ist, so ist offenbar jedes Elément 
dieser Klasse von der Form vx' {x, x' cz /). Diese Restklassen, deren 


^ Die Nummern 47 bis 52 (deren Inhalt an sich einen wichtigen Teil der 
Théorie der Abelschen Gruppen bildet) dienen uns hier nur zur Herleitung des 
Satzes in Nr. 53, den wir in Kap. V, §4, Nr. 10, brauchen. 

2 Wegen der Bezeichnungen vgl. man Nr. 4; aus dem Beweis in Nr. 39 geht 
hervor, daû jede zyklische Gruppe der Ordnung m mit G,„ isomorph ist. ist 
immer die Nullgruppe. 
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Elemente von der Form vx sind, bilden eine Untergruppe U der 
Grappe Die Restklassen, welche zu U gehôren, sind ihrer Défini- 
tion nach nichts arideres als diejenigen Klassen, in welche die Gruppe’^ v/ 
modulo ihrer Untergruppe uvj zerfâllt; es ist also 

{\\u) U = vJ — uvJ. 

Ebenso bilden diejenigen Restklassen von J modulo uvJ, deren Ele- 
mente die Form ux haben, die Untergruppe 

(11 v) V = uJ~uvJ 

der Grappe = J — 

Jedes Elément Z der Grappe /„ „ ist von der Form Z = X + Y 
mit X c: V, Y c. U. Denn ist z ein Elément aus der Restklasse Z, so 
stelle man es gemâû der Vorbemerkung 1 als z — ux + vy dar und 
verstehe unter X und Y diejenigen Restklassen modMV J, in denen 
die Elemente ux bzw. vy liegen. 

Die Gruppen U und V haben nur das Nullelement der Gruppe /„ „ 
gemeinsam. Denn die Elemente z einer Restklasse, welche sowohl zu U 
als auch zu V gehôrt, sind von der Form z = ux = vy , also nach der 
Vorbemerkung 2 von der Form z = uv‘z'; d. h. sie sind in der 
Gruppe uvj enthalten; diese Gruppe ist aber das Nullelement der 
Restklassengruppe /„„. 

Damit ist gezeigt; es ist J — U + V. Zu zeigen bleibt noch: 

(12«) (12t;) 

Setzen wir f[x) = vx für jedes Elément x von /, so ist / ein Homo- 
morphismus von J auf v J, Wenn xciuj, also x ~ uz ist, so ist f{x) 
==uv»zczuvj; umgekehrt: es sei x ein Elément mit f(x)c:uvj, 
also vx — uv • y; dann folgt aus der 3- Vorbemerkung: x = uzauj. 
Damit ist gezeigt: es ist u J = (uvj), Aus dem allgemeinen Homo- 
morphiesatz (Nr. 9) folgt daher: 

Ju = J 

Infolge von (11 w) gilt daher (i2u), Ebenso ergibt sich {\2v), 

Damit ist der Satz B" bewiesen. 

50. Zerlegungen in zyklische Gruppen von Primzahlpotenz-Ord- 
nungen. Der noch unbewiesene Satz C wird sich (in Nr. 51) aus dem 
nachstehenden Satz D ergeben. Zunâchst definieren wir: Zwei Zer- 
legungen der Gruppen / und /' 

J=U, + U, + .-. + U^, = + + + 


heiBen einander ,,âhnlich“, wenn »» = « ist und wenn bei geeigneter 
Anordnung der direkten Summanden die Isomorphien 

bestehen. f = l,2 n 


^ mj ist die Gruppe aller Elemente mx mit xCZj; vgl. Nr. 2c. 
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Satz D. Sind 


■ / — Zi + ^2 + • * • + / — -^1 + ^2 + * * * + 

zwei Zerlegungen der Gruppe J in zykUsche Gruppen bzw. Z'-, deren 
Ordnungen Primzahlpotenzen sind, so sind diese Zerlegungen einander 
àhnlich. 

Dieser Satz ist offeribar in dem folgenden enthalten: 

Satz E. Es sei 

(^3) / = + • • • + 

eine Zerlegung der Gruppe J in zykUsche Gruppen Z^, deren Ordnungen 
Primzahlpotenzen sind; es seien ferner p eine beliebige Primzahl, t eine 
beliebige Zahl und die Anzahl derjenigen Gruppen Z^, deren Ord- 
nungen gleich der Poienz p^ sind, Dann ist k^ durch die Struktur von J 
bestimmt: es ist 


(14) k^ ^ r^t^, - r^t, 

wobei r^ der Rang modm von J ist (Nr. 29). 

Beweis. Die Behauptung (14) ist in der folgenden enthalten: 

— man bedenke, daB — 0 für hinreichend groBes s ist —, so ist 


( 15 ) 

Die Ordnungen der zyklischcn Gruppen in (13) seien da sie 
Primzahlpotenzen sind, ist die Zahl Kf ihrer Définition nach die An- 
zahl derjenigen e^, die durch p*' teilbar sind. Es seien x^, x^, . . . , 
die erzeugenden Elemente derjenigen Gruppen Z^, deren Ordnungen 
durch p^ teilbar sind, und jj die erzeugenden Elemente der übrigen Zj, 
j = i , 2, . . n — Kf 

Die Behauptung (15) zerlegen wir in zwei Teile: 


(15a) rp,^Kt, (15b) V — 

Beweis von (15a); Die Elemente ^1. • • •. %, sind linear unabhângig 
mod^‘; denn aus '^diX^ = 0 folgt, daB durch e,-, also auch durch p^ 
teilbar ist. 

Beweis von (15 b): Es sei zunâchst z' — + ^bjyj irgendein 

Elément von T ; da die Ordnungen Cj der yj nicht durch p* teilbar sind, 
besitzen sie ein gemeinsames Vielfaches q, das ebenfalls nicht durch p^ 
teilbar ist; es ist , •sr- / \ 

q.z'=^Z<^iXi {Ci^qa,). 


Demnach gilt, wenn Elemente 4. • • •> gegeben sind, 

H 

(16) 

i— 1 

(17) ^ ^ 0 mod^'. 


^ = 1 , 2 , ..., Ki-\- \ . 



§ 4. Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden. 


583 


Nach Nr. 21 gibt es Zahlen li, • • • , so daB 

Ki+l 

(18) ^ = 1 > 2, . . . , 

ist, wobei die teilerfremd sind; daher ist wenigstens ein nicht 
durch P teilbar, und infolge von (17) gilt für dieses h\ 

(19) 

Ans (16) und (18) folgt 

Kt + l 

^^*9-4 = 0. 

Mit Rücksicht auf (19) bedeutet dies: die Elemente i sind 

linear abhângig moàp^\ folglich gilt (15b). 

Damit ist der Satz E bewiesen. 

51. Beweis des Satzes C (Nr. 47). Es sei Z eine zyklische Gruppe 

von Primzahlpotenzordnung. Wâre Z=Î7+F, U ^ 0, F4^0, so 
kônnte man die endlichen Gruppen U und V durch wiederholte An- 
wendung des Satzes B (Nr. 47) als direkte Summen zyklischer Grup- 
pen Z^ von Primzahlpotenzordnungen darstellen, und man erhielte eine 
Zerlegung Z = Zj + •*•• + n 2 — im Widerspruch zu Satz D. 

52. Die Zerlegung einer Gruppe in unzerlegbare Gruppen. Wenn 
in einer zyklischen Zerlegung (vgl. Nr. 40) 

(1) J = Z, + Z, + ... + Z„ 

der Gruppe / ein Summand Z^ eine endliche Ordnung hat, die nicht 
Primzahlpotenz ist, so kann man diese Gruppe Z^ durch wiederholte 
Anwendung des Satzes B' (Nr. 49) als direkte Summe zyklischer Grup- 
pen von Primzahlpotenzordnungen darstellen. Auf Grund der Sàtze A 
und C gilt daher der 

Satz. Jede Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden lafit sich in direkte 
Summanden zerlegen, welche selbst unzerlegbar sind, 

Und ferner gilt der wichtige 

Eindeutigkeitssatz. Je zwei Zerlegungen einer Gruppe mit end- 
lich-vielen Erzeugenden in unzerlegbare direkte Summanden sind einander 
àhnlich}, 

Beweis. Es seien 

zwei Zerlegungen der Gruppe / mit endlich-vielen Erzeugenden in un- 
zerlegbare Summanden C/^ bzw. Vj. Da die und Vj selbst Gruppen 
mit endlich-vielen Erzeugenden sind (Nr. 38), sind sie zyklisch; denn 
sonst lieBen sie sich nach Nr. 40 weiter zerlegen. Ihre Ordnungen sind 
nach Satz B (Nr. 47) entweder 0 oder Primzahlpotenzen. Sowohl die 


i Définition der Âhnlichkeit in Nr. 50 . 
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Anzahl der C/^ mit dér Ordnung 0 als auch die Ânzahl der mit der 
Ordnung 0 ist gleich r(/) (Nr. 41). Einerseits die mit endlicher 
Ordnung, andererseits die Vj mit endlicher Ordnung bilden je eine 
Zerlegung der Gruppe T aller endlichen Elementen von J (Nr. 42) ; 
diese beiden Zerlegungen von T sind nach Satz D (Nr. 50) einander 
âhnlich. Folglich sind die beiden vorgelegten Zerlegungen von / ein- 
ander âhnlich. 

68. Folgerung. Den soeben bewiesenen Eindeutigkeitssatz kann 
man auch folgendermaûen aussprechen: Wenn 

(20) / = + • • • + Un 

eine Zerlegung von / in unzerlegbare Summanden ist, so sind die zu 
den Gruppen Ui gehorigen Ordnungen (d. h, die Ordnungen der die 
zyklischen Gruppen erzeugenden Elemente) 

(21) «1, «2, . . ., M„, 


abgesehen von der Reihenfolge, eindeutig dur ch die Struktur der Gruppe J 
bestimmt — unabhângig von der speziellen Zerlegung (20). Wir nennen 
das Zahlensystem (21) die „Basisreihe“ der Gruppe /. 

Die Basisreihe von J ist vollstândig durch^ die beiden folgenden 
Eigenschaften charakterisiert : 

1) Jede Zabi u^ ist entweder 0 oder eine Primzahlpotenz; 

2) die Gruppe J ist eine direkte Summe (20), wobei 11^ eine zyk- 
lische Gruppe mit der Ordnung ist^, * = 1, 2, . . . , 

Aus dieser Charakterisierung der Basisreihe ergibt sich unmittelbar : 

Sifld .... J ' ^ / 

Ui, U^, . . . , Un und Ui, U^, . . . , Un' 


die Basisreihen der Gruppen U bzw. U', so ist 


u^, u^, 


., U„, « 1 , «2 .U„ 


die Basisreihe der direkten Summe U + U\ 

Umgekehrt sieht man hieraus: Wenn man die Basisreihe von f7+ Î7' 
sowie die Basisreihe von U kennt, so kennt man auch die Basisreihe 
von JJ[] dà nün nicht nur die Basisreihe durch die Struktur der Gruppe, 
sondern nattirlich auch die Struktur der Gruppe durch die Basisreihe 
bestimmt ist, gilt der folgende 

Satz, Durch die Struktur der Gruppe J ~U -\-U^ und die Struktur des 
einen Summanden U ist die Struktur des anderen Summanden U' bestimmt. 
Mit anderen Worten: 

U+U'f^V+V 


,und 


Uf^v 


folgt 


Î7'«^ F'. 


^ Unter einer zyklischen Gruppe mit der Ordnung 0 ist eine unendliche 
zyklische Gruppe zu verstehen. 
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Deibei ist vorausgesetzt, da^ J = U U' eine Gmppe mit endlich-vielen 
Erzeugenden ist. 

64. Eine Gruppenkomposition. Die folgende Begriffsbildung wird 
in diesem Bûche zuweilen verwendet: 

Es seien / eine beliebige Gruppe, A eine Gruppe mit endlich-vielen 
Erzeugenden und die Basisreihe von A; dann verstehen 

wir un ter {J,, .A) die folgendermaBen definierte abstrakte Gruppe^: 

(22) (/, A) «« /oi + /a, H + Jan- 

Aus Nr. 53 ergibt sich unmittelbar die Gültigkeit des rechtsseitigen 
distributiven Gesetzes 

(23) [J,A + A')^{J,A) + {J,A'). 

Aus der Regel (9) in Nr. 46 folgt ferner das linksseitige distributive 
Cj0sctz 

(24) {J + r,A)^(J,A) + {J',A). 

Wir behaupten weiter: Ist Z eine zyklische Gruppe mit der Ord- 
nung m , also Z , so ist 

(25) ■ 

Denn wenn m = . . . • die Zerlegung von m in teilerfremde 

Primzahlpotenzen a^ ist, so folgt aus dem Satz B" (Nr. 49) einerseits 

(26) /m /a, + /or, + • • • + /o„ > 

andererseits 

(27) ©.«©«. + ©«. + ••• + ©««• 

Wie man aus (27) sieht, hat die Gruppe die Basisreihe a^, a^, 
daher ist 

(/> ®»î) /ai + /«, + '•• + Jan ! 
hieraus und aus (26) folgt (25). — 

Aus (23) und (25) ergibt sich: Es sei 

(28) A=Z' + Z" + h 

eine beliebige Zerlegung der Gruppe A in zyklische Gruppen (die 
nicht unzerlegbar zu sein brauchen), und es seien e^, e^, . ■ . , ej^ die 
Ordnungen dieser zyklischen Gruppen; dann ist 

(29) {]> .^) ^ /«,. + 7«, + • • • + /«*• 

Da eine Gruppe A gewôhnlich durch eine Zerlegung (28) gegeben 
ist, liefert (29) eine praktische Regel zur Bildung von (J, A). — 

1 Diese direkte Summe ist im Sinne von Nr. 13 zu bilden. Ist etwa = «g = a, 
so hat man unter die aus zwei Gruppen welche beide mit iso- 

morph sind, gebildete direkte Summe J' + /" zu verstehen. — Man beachte 
übrigens: Es ist Jof^ J und /i = 0 für jede Gruppe J 
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Wenn nicht nur A, sondern auch J = B eine Gruppe mit endlich- 
vielen Erzeugenden ist, so ist nicht nur {B, A), sondern auch {A, B) 
erklârt; wir behaupten: 

(30) 

Beweis: Auf Grund der distributiven Gesetze (23) und (24), der 
Zerlegbarkeit von A und B in zyklische Summanden sowie der Regel (29) 
genügt es, die Richtigkeit von (30) in dem Fall festzustellen, wenn A 
und B zyklisch sind. Ist aber 

A s» B Qif,, 

so ist, wie man ohne Mühe feststellt (vgl. die Aufgabe in Nr. 4) 

(31) (A, B) «a (R, A) 6), 

wobei (a, b) der grôfite gemeinsame Teiler von a und b ist (clabei ist Qii 
■die Nullgruppe). 

Aus (29), (31) und den distributiven Gesetzen ergibt sicli die fol- 
gende Regel: Sind ^ —^A^\ B =^B^^ 

i j 

Zerlegungen der Gruppen A und B in zyklische Gruppen b/w. 
mit den Ordnungen bzw. bj, so ist 

(32) (^, 5) 

j 

55. Elementarteiler. Die nachstehcnden bekannten Begriffe und Tatsachen 
werden zuweilen auch in der Topologie verwendet; da sie in diesem Buch kcine 
Rolle spielen, verzichten wir auf die Beweise, 

Die zyklische Zerlegung J — Z' Z" -f • • • -f Z^*^ heifie eine ,,Norraal- 
zerlegung'S wenn die Ordnungen der Gruppen Z^^^ die folgenden Bedingungen 
•erfüllen: ist durch teilbar (i = \ , 2 k — \). Es gelten die beiden 

Sâtze^: 

1) Jede Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden gestattet eine N ormalzerlegung. 

2) Je zwei N ormalzerlegungen eincr Gruppe sind einander àhnlich (vgl. Nr. SO). 
Auf Grund des Satzes 2 sind die Ordnungen die in einer Normalzerlegung 

von J auftreten, durch J eindeutig bestimmt; umgekehrt bestimmen sie die 
Struktur von /. Die von Null verschiedenen e^ heiûen die ,, Elementarteiler'' von J . 

§ 5. Charaktere. 

66. Erklârung. Das Wort ,,Charakter“ ist hier nur eine andere Be- 
^ichnung für den Begriff „Homomorphismus“ (Nr. 6) : wenn A und J 
zwei beliebige Gruppen sind, so verstehen wir unter einem ,,/-Charakter 
von A” eine homomorphe Abbildung von A in /. Insbesondere gibt 
man für gewisse spezielle Gruppen /, die wir unten (Nr. 61, 62, 63) 
besonders betrachten werden, der Bezeichnung ,,Charakter“ den Vor- 
zug vor der Bezeichnung „Homomorphismus‘‘ ; wir werden jetzt aber 
durchweg, auch bei beliebigen /, von „Charakteren“ sprechen. 


* Einen Beweis findet man z. B. im § 86 des Bûches von Seifert-Threlfall. 
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57. Die Charakterengruppe. Es seien / und g zwei /-Charaktere 
der Gruppe A; setzen wir für jedes Elément x von A 

0) = f{x) + g(x). 

so ist auch die damit definierte Abbildung h von A in J ein /-Cha- 
rakter; wir bezeichnen ihn als die ,,Summe'‘ von / und g: 

(2) Â = / + 

Offenbar wird die Gesamtheit der /-Charaktere durch diese Addi- 
tionsvorschrift zu einer Gruppe \ wir nennen diese Gruppe Cj{A), Ihr 
Nullelement ist derjenige Charakter, der allen Elementen von A das 
Nullelement von J zuordnet. 

Bei gegebenen Gruppen A und J bestehen die folgenden beiden 
Fragen: I) Wie konstruiert man aile /-Charaktere von Al II) Wie 
bestimmt man die Struktur der Gruppe Cj{A) aus den Strukturen 
von A und /? — Wir werden nachher (Nr. 60) beide Fragen für den 
Fall beantworten, daB A eine Gruppe mit endlich-vielen Erzeugenden 
ist. 

58. Zunâchst nehmen wir nur an, daB die Gruppe A eine direkte 

Summe, A im übrigen beliebig, ist. Ein /-Charakter / be- 

wirkt in — wie in jeder Untergruppe von A einen /-Charakter /, 
durch die Vorschrift: 

fi{x) ~ f {x) für xczU^ ] 

analog wird durch / ein /-Charakter /g in bewirkt. Aber auch um- 
gekehrt: es seien /-Charaktere /, /g in Î7i, U 2 , gegeben; dann ist durch 

(3) f{xi + X^) = fiixi) + fM, Xi<zUi, x^czU^ 

ein /-Charakter f in A bestimmt, und die durch ihn in Ui und U 2 be- 
wirkten /-Charaktere sind gerade die gegebenen h und /g. Die Auf- 
gabe der Konstruktion aller /-Charaktere von A ist damit auf die 
Konstruktion der /-Charaktere von Uj und von U 2 zurückgeführt : 
man erhàlt den allgemeinsten J -Charakter f von A, wenn man f durch (3) 
erklàrt und /j, /g aile J -Charaktere von bzw, U 2 durchlaufen là/3t, 
Zugleich sieht man hieraus unmittelbar: es ist 

(4) Cj(U,+ U,) « Cj(U,) + Cj{U,) ; 

dabei sind die mit Cj(Ui) und Cj{U^ isomorphen Untergruppen 
und Fg, deren direkte Summe Cj(Ui -f- C/g) = Cj{A) ist, folgender- 
maBen erklârt: Vi ist die Gruppe derjenigen Charaktere von A, welche 
in allen Elementen von C/g den Wert 0 haben; und deis Analoge gilt 
für Fg. - 

59. Jetzt sei A eine zyklische Gruppe, also A mit m = 0 

oder m'^2. Es sei z ein testes Elément, das A erzeugt. Ist dann / 
ein Charakter von A und f(z) = C, so ist mC = f{tnz) =0; das heifit: 
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Umgekehrt: es sei C ein beliebiges Elément der Gruppe „/ ; 
wir setzen 

(5) f{az) = aC 

für jede ganze Zabi a; dann ist / eine eindeutige Funktion des Argu- 
ments X = az; denn es ist dann und nur dann a'z = az, wenn a' = a 
mod»t ist aber dann ist {a'—a)C = 0, also a'C~a^. Daû die 
durch (5) gegebene eindeutige Abbildung von A in / ein Charakter 
ist, ist klar. Damit haben wir erkannt: man erhàlt den allgemeinsten 
J -Charakter der zyklischen Gruppe A w indetn man dem {fest ge- 
wàhlten) erzeugenden Elément z von A ein beliebiges Elément f{z) = C 
der Gruppe „,/ zuordnet. Die Werte von / für die übrigen Elemente 
X = az von A sind dann durch (5) bestimmt. 

Für die Gruppe ergibt sich aus der eineindeutigen Be- 

ziehung zwischen den /-Charakteren und den Elementen C: 

( 6 ) 

Insbesondere ist (im Fall m — 0) 

(6o) Cj{%)^]. 

60. Nunmehr sei A eine beliebige Gruppe mit endlich-vielen Er- 
zeugenden, und es sei 

(7) A - Z' + Z” ... + ZW. Z» i = \,2,...,k 

eine zyklische Zerlegung (Nr. 40) ; die zyklischen Gruppen Z*^‘^ seien 
durch die Elemente erzeugt; ihre Ordnungen seien Durch Ver- 
einigung der Ergebnisse von Nr. 58 und Nr. 59 ergibt sich; Man erhàlt 
den allgemeinsten Charakter der Gruppe A, wenn man für i — i , 2 , . . . , n 
dem Elément Zi ein beliebiges Elément f(zp = Ci der Gruppe zuordnet 
und im übrigen 

setzt. Und für die Gruppe Cj{A) gilt: 

(^) ^j{^) ^ mj + mj + • • • + mj- 

61. Ganzzahlige Charaktere. Es sei / = @ , also die additive Gruppe 
der ganzen Zahlen. Einen ©-Charakter nennt man einen „ganzzahligen 
Charakter" oder auch kurz einen „Charakter‘‘. 

Da = 0 für w 4= 0 ist, vereinfacht sich das Ergebnis der Nr. 60 
folgendermaBen : den allgemeinsten ganzzahligen Charakter der durch (7) 
gegebenen Gruppe A erhàlt man, indem man jedem Elément Zi mit 
der Ordnung 0 eine beliebige Zabi f{Zi), jedem Elément mit von 0 
verschiedener Ordnung die Null zuordnet. 

‘ „J ist die Gruppe derjenigen Elemente x von J, für die mx ~ O ist. Es 
ist also o/ = /,,/ = O. 

* Kongruenzen mod O sind Gleichungen. 
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Für die Gruppe C^{A) folgt aus (8): Die Gruppe der ganzzahligen 
Charaktere von A ist ein r-gliedriger Modul, wobei r der Rang von A ist 
(denn dieser Rang ist gleich der Anzahl der Zi mit der Ordnung 0). 
Hierin ist enthalten: Für einen Modul M ist 

(9) C^{M)^M. 

62. Zyklische Charaktere. Jetzt betrachten wir den Fall, in dem J 
die Gruppe der Drehungen eines Kreises um rationale Teile von Jt ist; 
diese Gruppe lâfit sich auch als die additive Gruppe der nwdulo 1 zu 
reduzierenden rationalen Zahlen erklàren. Einen 9îi-Charakter nennt 
man einen „zyklischen Charakter". 

Aus der Définition von ist ersichtlich: für jedes w>0 ist 
^(9Ri) «Si Daher ergibt sich aus (8): Wenn aile 4" 0 sind, d. h. 
wenn A endlich ist, so ist 

( 10 ) 

Ist A nicht endlich, so ist (Nr. 4}) A = M + T , wobei M ein Mo- 
dul, T die endliche Gruppe der Elemente endlicher Ordnung von A 
ist; ist r der Rang von A und von M, so ist nach (8): 

(11) C)^^{A) = + T) ^ 9îi + • • * + 9^1 + T, 

r-mal 

68. Charaktere modm. SchlieBlich sei / = also die Rest- 
klassengruppe modulo m, m cl- 2. Einen ©^^-Charalcter nennt man einen 
,, Charakter modm''. 

Es ist^ wi(®w) ^ Daher folgt aus (8): Die Struktur der 

Gruppe der Charaktere modm der dur ch (7) gegebenen Gruppe A ist dur ch 

(^2) ^ + • • • + &{m,mk) 

bestimmt. Hieraus liest man ab: 

(12') C^JA)^A,,, 

Darin ist enthalten: Wenn A die Eigenschaft hat, dafi die Ordnung 
jedes Elementes ein Teiler von m ist, wenn also mx ~ 0 für aile Ele- 
mente X von A gilt, so ist 

(13) 

Denn die Voraussetzung besagt^; mA—0, also A„^ = A — mA =A; 
in der Voraussetzung ist enthalten, daB A eine endliche Gruppe ist. 

64. Die Pontrjaginschen Dualitâtssâtze. Es seien A, B, J drei 
beliebige Gruppen. Jedem Paar {x,y] von Elementen xczA, yc.B 
sei ein Elément z = F{x, y) 

von J derart zugeordnet, daB die folgenden beiden ,,distributiven Ge- 
setze" gelten: 

(14a) F [x, + X,,, y) F {x,, y) + F {x^, y) , 

( 14b) F{x,y, + y^ ^F{x, y,) + F {x, y ^) . 

Vgl. Nr. 4. 
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Dann sagen wir: F ist eine ,,Gruppenmultiplikation“ von A und B 
in bezug auf /. 

Femer definieren wir: Die Gruppen A und B sind „dual in bezug 
auf J”, wenn es eine solche Gruppenmultiplikation F gibt, daB die 
beiden folgenden Gesetze gelten: 

(15a) : Zu jedem a; 4" 0 gibt es wenigstens ein y mit F{x,y) =4 0; 
(15b): Zu jedem y 4 = 0 gibt es wenigstens ein x mit F{x,y) 4 - 0. 


65. Nun gilt der Satz: 

Wenn A und B dual in bezug auf J sind, so ist A mit einer Unter- 
gruppe V von Cj(B) und B mit einer Untergruppe U von Cj{A) isomorph. 

Beweis. Es sei F zunâchst irgendeine Gruppenmultiplikation von 
.4 und B in bezug auf /. Ferner sei y ein festes Elément von B. Wir 

fy{x)=F{x,y). 


Das Gesetz (14a) bedeutet: ist ein J -Charakier der Gruppe A, also> 

ein Elément der Charakterengruppe Cj{A). Wir ordnen dem Elé- 
ment y von B das Elément fy von Cj{A) zu: = 99 (y). Das Gesetz 

(14b) bedeutet: q> ist eine homomorphe Abbildung von B in Cj(A); 
die Bildgruppe (p{B) nennen wir U. 

Nun erfülle die Gruppenmultiplikation F auch das Gesetz (15 b). 
Dieses Gesetz bedeutet: Ist y -4 0, so ist auch 99 (y) 4= 0; denn der 
Charakter fy ist nicht das Nullelement von Cj(A), da es ein x mit 
/»(^) ^ 0 gibt. Folglich besteht der Kern des Homomorphismus 
nur aus dem Nullelement von B; daher ist (nach Nr. 8) 99 ein Isomor- 
phismus der Gruppe B auf die Untergruppe U von Cj(A}. 

Ebenso ergibt sich, falls A und B dual in bezug auf / sind, die 
Existenz einer Untergruppe V von Cj(B), mit welcher A isomorph ist. 
66. Duali tâtssâtze. Es sei eine der drei folgenden V oraussetzungen 
(y) erfüllt: 

(oc) : A ist ein Modul, und J ist gleich ® ; 

(/8) : A ist eine endliche Gruppe y und J ist gleich 9Ri ; 

(y) : A ist eine endliche Gruppe, die Ordnungen aller Elemente von A 
sind Teiler der Zahl m, und J ist gleich (m '^ 2); 

ferner sei B eine Gruppe, die mit A dual in bezug auf J ist. Dann sind 

'A und B miteinander isomorph. 

Beweis. Es ist nach (9) bzw. (10) bzw. (13) 

( 16 ) Cj(A)^A. 

Nach Nr. 65 ist daher B mit einer Untergruppe A' von A isomorph; 
infolgedessen ist die Gruppe B im Falle (^x) ein Modul (Nr. 23), im 
Falle (P) eine endliche Gruppe, im Falle (y) eine endliche Gruppe, 
deren sâmtliche Elemente Ordnungen besitzen, die Teiler von m sind. 
In jedem Falle also erfüllt auch B die Voraussetzung (a) bzw. (p) 
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bzw. {y). Infolgedessen ist auch A mit einer Untergruppe J5' von B 
isomorph. Nun ist in jeder der drei Voraussetzungen {oc), {p), {y) die 
Tatsache enthalten: A ist eine Grappe mit endlich-vielen Erzeugenden. 
Daher folgt die Isomorphie von A und B ans dem 3* Isomorphie- 
Kriterium (Nr. 44). 

67. Erweiterungssàtze. Es handelt sich um Fragen der folgenden 
Art : In der Untergruppe U der Gruppe A ist ein Charakter / gegeben ; 
làBt er sich zu einem Charakter F von A erweitern, d. h. gibt es einen 
Charakter F von A, der in den Elementen von U mit / übereinstimmt? 

Bis Nr. 69 ist unter A ~ M ein Modul und unter einem Charakter 
ein ganzzahliger Charakter zu verstehen. 

Satz. Jeder Charakter f einer Untergruppe mit Division (Nr. 5) des 
Moduls M làpt sich zu einem Charakter F von M erweitern, 

Beweis. Ist U Untergruppe mit Division von M, so ist (nach 

>N. 

Nr. 25) M direkte Summe M — [7 + U. Dann definiere man F durch 

F{x-\-y)=t{x), 

wobei X die Elcmente von U , y die Elemente von V durchlâuft. Offen- 
bar ist F ein Charakter von M, der in U mit / übereinstimmt. (VgL 
Nr. 58.) 

68. Satz. Es sei U eine beliebige Untergruppe des Moduls M, Ein 
Charakter f von U làjit sich dann und nur dann zu einem Charakter F 
von M erweitern, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist: 

(I) : Ist Z ein Elément von M, m eine ganze Zahl :-i:2 , und mz — xczU, 
so ist f{x)=0 modm. 

Beweis. Die Notwendigkcit der Bedingung (I) für die Existenz 
von F ist klar: wenn F existicrt, so ist f{x) = mF{z), 

Die Bedingung (I) sei erfüllt. Nach Nr. 24 dürfen wir annchmen: 

U — ^^2^2» • • •» U — A2> . . ., AJ, 

dabei ist U Untergruppe mit Division von M, Infolge der Bedingung (I) 
ist === a^b^ mit ganzem b^, Wir setzen F (AJ = b^ und allgemein: 

jp(^c^AJ == jedes Elément von U, Damii haben 

wir / zu einem Charakter F von U erwcitert. Nach Nr. 68 kônnen 
wir, da U Untergruppe mit Division von M ist, diesen Charakter von U 
noch zu einem Charakter von M erweitern. 

69. Satz. Es seien U und V Untergruppen des Moduls M. In U 
ist ein Charakter f gegeben) man soll ihn zu einem solchen Charakter F 
von M erweitern, da^ F (y) =0 für jedes Elément y von V ist. Dies ist 
dann und nur dann môglich, wenn die folgende Bedingung (II) erfüllt ist: 

(II) Ist Z ein Elément von M, m eine ganze Zahl ^2, y ein Elément 
von V, und ist mz + y ~ xczU , so ist f{x) =0 modm, 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung (II) für die Existenz 
von F ist wieder klar: wenn F existiert, so ist f{x) = mF{z), 
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Die Bedingung (II) sei erfüllt. Dann behaupten wir zunâchst: für 
jedes Elément x des Durchschnittes U • V ist /(x) = 0. In der Tat: 
es sei m eine beliebige ganze Zabi ^2; dann ist x = mz -f- y mit « = 0 
und y = X (Z V, also nach (II): /(x) =0 modw; da dies für jedes 
m'^2 gilt, ist f{x) = 0. 

Jetzt betrachten wir die Gruppe U' aller Elemente 
(17) Z — X -{■ y mit x c. U, y c F. 

Wenn das Elément z zwei solche Darstellungen besitzt, 

Z X + y x' + y’, 

so ist X — x' = —y y' a U • V, also, wie wir eben sahen, 
f{x-x')=f(x)-f{x')=0. 


Daraus folgt: Wenn wir für jedes Elément (i7) 

/'(z)==f(x) 


setzen, so ist /' eine eindeutige Funktion in U', und zwar ist sie ein 
Charakter, da / ein solcher ist. In der Untergruppe U von U' stimmt /' 
mit / überein. Damit ist also / zu einem Charakter /' von U' erweitert. 

Um zu zeigen, daÛ wir diesen Charakter /' zu einem Charakter F 
von M erweitern kônnen, haben wir zu zeigen : /' erfüllt die Bedingung (I) 
aus Nr. 68, wobei man dort / durch /' und U durch U' zu ersetzen hat. 

Es sei also za M und mz c U' mit m^2‘, dann i-st mz — x y , 
X c U, y c F, also nach (II) : f{x) = 0 modw. Nach Définition von /' 
ist aber f (z) — f{x)] folglich erfüllt /' die Bedingung (I). Damit ist 
der Satz bewiesen. 

70 . Satz. Es sei J eine endliche Gruppe, und die Ordnung jedes 
Elementes von J sei Teiler der festen Zahl 2; ferner sei U eine be- 
liebige Untergruppe von J und / ein Charakter modm von U. Dann là fit 
sich / zu einem Charakter modm von J erweitern. 

Beweis. Wir erledigen zunâchst den folgenden Spezialfall: J sei 
zyklisch. Dann sei Zq erzeugendes Elément von /, seine Ordnung sei mç,; 
die Untergruppe U wird von einem Elément az^ erzeugt, wobei a Teiler 
von Wq ist. Ist fiaZÿ) — x,n(b), wobei b eine ganze Zahl und x„,(b) die 

sie enthaltende Restklasse moàm ist, so ist, da «Zq die Ordnung hat. 

Cl 


(18) 



(modm), 


also — - ganz, und da — - ganz ist, auch - 
ma Wo a 

nach (18), und daher wird (vgl. Nr. 59) durch 


ganz. Es ist Wq • = 0 

die Festsetzung g (zq) = j 


ein Charakter g von J erklârt; da g{az^ =tm(^) stimmt er in U 
mit / überein. — Damit ist der Satz für zyklische Gruppen J bewiesen. 

Jetzt sei / beliebig. Es genügt offenbar, unter der Voraussetzung, 
daB U echte Untergruppe von / ist, zu zeigen, daB sich / zu einem 
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Charakter einer gewissen Untergruppe JJ' von J erweitern làBt welche U 
als echte Untergruppe enthàlt; denn falls U' auch noch echte Unter- 
gruppe von J ist, kann man dann den Charakter von t/' ebenso zu 
einem Charakter einer grôBeren Untergruppe U" von / erweitern, und 
so fort, bis man bei der Gruppe / angelangt ist. 

Es sei ein nicht in JJ enthaltenes Elément von J und die 
Gruppe aller Vielfachen von Zç^\ da /o zyklisch ist, gibt es, wie wir 
schon gezeigt haben, einen Charakter g von /q, der in der Durchschnitts- 
gruppe Uq = U • Jq mit / übereinstimmt. 

Unter U' verstehen wir die Gruppe aller Elemente x + z n;it x c U, 
Z (Z JqI sie ist eine echte Obergruppe von U. Ist x' ein Elément von JJ', 
und zwar etwa 

x' = x^ + Zi = X 2 + x^czU, i = i,2, 


so ist Xj^ — X2 = —Zi Z2 Elément von Uq und daher 

/(Xi - X^) = g(-2i + Z^}, 
f{Xl) - f (Xi) =-g(Zi) + g (Zz) , 
f{Xl) + g(2l) = f(Xz) + g{Zz)- 


Hieraus ist ersichtlich: Wenn man f' (x') für jedes Elément x' — x + z 
vonC/'durch /■(*')=/(*)+ «(2) 


erklàrt, so ist /' eine eindeutige Funktion in JJ'. DaB /' ein Charakter 
modw ist, ergibt sich unmittelbar daraus, daB / und g Charaktere sind. 
Daher stellt /' die gewünschte Erweiterung von / dar. 
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Der und seine konvexen Zellen. 
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Simplexe. — 5 - Geometrische Simplexe des i?”. — 6. Weitere Eigenschaften 
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Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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3. Die (w — l)-dimensionalen Seiten eines w-dimensionalen konvexen Raum- 
stückes. — 4. Die r-dimensionalen Seiten. -- 5 - Konvexe Zellen. 

1. Nachtrag: Zentralprojektion. 

2. Nachtrag: Der Schwerpunkt. 

Vorbemerkungen. Die Grundtatsachen der mehrdimensionalen 
analytischen Geometrie, etwa soweit sie in der ,,Einführung in die ana- 
lytische Geometrie und Algebra*' von Schreier-Sperner dargestellt 
sind^, setzen wir als bekannt voraus. Infolgedessen dürfen wir im 
ersten Paragraphen aile Beweise dem Leser überlassen. 

Wir werden uns der vektoriellen Terminologie für das Rechnen mit 
Punkten bedienen und dabei die Punkte mit lateinischen Buchstaben 
bezeichnen: Sind a und h die Punkte des mit den Koordinaten 

« 1 , «2. «n bzW. /?!, /Sj, • . . , A.. 

so ist a + ^ der Punkt mit den Koordinaten 

+ ^1» ^2 + ^2» • * *» + /^n- 

Ferner ist Xa der Punkt mit den Koordinaten 


/ (Xj , X (X2 oc^ . 


Di 


Unter \a\ verstehen wir die Zabi |/ . Die Entfernung der Punkte a 

und b ist also 

Q[a, b) == \a — b\. 

Die Dreiecksungleichung^ lautet 

\c — a\'^\c — b \ \b ~ a\ 

oder, wenn man hier c — b durch a und b -- a durch b ersetzt: 

j ^ b j ‘ V : j U j j ^ I . 

Ferner ist m 1 m 1 1 1 

\Xa \ - |A|. |«|. 

Durch Kombination dieser Regeln ergibt sich 

l«il- 


§ 1. Der R" und seine Ebenen. 

Den «-dimensionalen Euklidischen Raum bezeichnen wir immer 
mit 7Î". Seine r-dimensionalen linearen Unterrâume®, 0^r-g,n, be- 
zeichnen wir mit R'] wir nennen die linearen Unterrâume gewôhnlich 
„Ebenen‘‘, ohne Rücksicht auf ihre Dimensionszahl r. Der R" gehôrt 
daher selbst zu seinen Ebenen. 


^ Leipzig- Berlin 1931. — Für unsere Zwecke genügen der I. Abschnitt und 
kleine Teile des II. Abschnittes aus diesem Buch. 

* Vgl. Kap. I, § 1, Nr. 3 und Nr. il. » Schreier-Sperner: a. a. O. 
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1. Lineare Unabhàngigkeit von Punkten. Définition, y + i 
Punkte Uq, Ui, , , . , Uj, heiBen ,,lmear unabhàngig*\ wenn sie in keiner 
Ebene von einer Dimensionszahl <r liegen. 

Je n + 2 oder mehr Punkte des sind demnach linear abhângig. 
Haben die Punkte die Koordinaten , . . . , , so ist die 

lineare Unabhàngigkeit gleichbedeutend damit, daB die Matrix 


i‘r: 


V!.. 

• • t” 


den Rang r + 1 hat. Dieselbe Tatsache kann man auch so ausdrticken: 
Ans dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen 

^‘0^0 + + • • • + ^ ^ 

J. + J, + ••• + /, = 0 
= = = 

Durch je r + 1 linear unabhângige Punkte «q, . . geht eine 
und nur eine r-dimensionale Ebene — die von ,,auf- 

gespannte‘' Ebene R{aQ, . . Sie ist in jeder Ebene R enthalten, 

in welcher die Punkte a^, , . liegen. 

2. Baryzentrische Koordinaten. Die Ebene . . . , ^^^) besteht 

aus denjenigen Punkten, die sich in der Form 

(1) a = /io«o + + • • • + 

mit der Nebenbedingung 

( 2 ) flQ + /<! + •••+ Mr 

darstellen lassen; andererseits sind die Zahlen /Uq, / u^, , , . , ju^. durch 
den Punkt a und die Relationen (1) und (2) eindeutig bestimmt; man 
nennt sic die ,,baryzentrischen Koordinaten** des Punktes a in dem 
baryzentrischen Koordinatengerüst (uq, . , , , a^) , 

Diese — auf F. A. Mômus zurückgehende ~ Bezeichnung hat den 
folgenden Grund: Unter einem ,,materiellen Punkt** des R versteht 
man einen Punkt mit einer ihm zugeordnetcn rcellen Zahl a, der 
,, Masse** des materiellen Punktes; sind die materiellen Punkte mit 
den Massen gegeben, so ist der durch (1) bestimmte Punkt a der 
Schwerptmkt dieser Massenverteilung, wenn man 




Oi 


<^0 + * * • + 

setzt. Dabei brauchen die nicht positiv zu sein; man muB lediglich 
voraussetzen, daB + a, 0 ist. 


3. Schnitt- und Aufspannungssâtze. Unter dem ,,Durchschnitt“ 
zweier Ebenen i?’’, R’ des 2?" verstehen wir wie üblich die Menge der 

38 * 
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Punkte, die den beiden Ebenen gemeinsam sind; unter dem von 
ind ,,aufgespannten‘' Raum oder kurz der ,,linearen Htille'" zweier 
Ebenen die — offenbar eindeutig bestimmte — Ebene kleinster Di- 
nensionszahl, welche sowohl R^ als auch R^ enthâlt. 

Man beweist leicht die folgenden Sàtze: 

Satz L Der Durch^chnitt von R^ und R^ ist entweder leer oder eine 
Ebene R^ mit d '^r s — n, 

Satz IL Die Dimensionszahl h der linearen Hülle von R^ und R^ 
lenügt der Ungleichung A r + s + I * 

Satz III. Wenn der Durchschnitt von R^ und R^ nicht leer ist y so 
Ist d h = r + s, 

(Da jedenfalls h^n ist, ist im Satz III der Satz I enthaltèn.) 

4. Allgemeine Lage. Définition. Ein endliches oder unendliches 
Punktsystem heiBt ein System ,yin allgemeiner Lage'\ wenn für jede 
Zabi r ^ w + 1 je ^ Punkte des Systems linear unabhângig sind. 

Unmittelbar aus den Sâtzen der vorigen Nummer ergibt sich der 

Satz IV. Die Punkte . . ., a^y ftoi • • seien einem System in 
zllgemeiner Lage entnommen; es sei r^î^-ny s^n. Dann gilt für den 
Durchschnitt und die lineare Hülle der Ebenen 7?^ = R(ao, . . ., a^) und 
R^^R{b,y..,yb,): 

Wenn r + s C, n isty so hat die lineare Hülle die Dimensionszahl 
^ + 5 + 1 , der Durchschnitt ist leer, 

Wenn r s '^n isty so hat die lineare Hülle die Dimensionszahl n 
[sie ist also der R”), und der Durchschnitt ist entweder leer oder er hat 
lie Dimensionszahl r s — n, ~ 

Man kann jedes endliche Punktsystem durch beliebig kleine Ver- 
schiebung seiner Punkte in allgemeine Lage bringen; d. h. : 

Satz V. Es sei [a^y . . .} ein beliebiges endliches oder abzàhlbar 
unendliches Punktsystem im R^ und e eine positive Zahl, Dann gibt es 
nn Punktsystem {a^y a\y y das sich in allgemeiner Lage befindet und 
iessen Punkte von den entsprechenden Punkten des ersten Systems um 
weniger als e entfernt sind: Q{a\y af) < e für i — 0, 1 , . . 

Beweis. Es sei a^ = a^\ für i = 0, 1 , . . . , w sei schon der Punkt a\ 
der £-Umgebung von a^ so gewâhlt, daB a'^y a\y . . in allgemeiner 
Lage sind. Dann verstehe man unter einen Punkt der e-Umgebung 
von a^^^y der auf keiner der endlich-vielen Ebenen 

■ r^n 

[legt. 

Die Bezeichnung ,, allgemeine" Lage hat folgende Berechtigung : DaB sich ein 
System {uq, . . nicht in allgemeiner Lage befindet, bedeutet, daB unter ge- 

wissen Determinanten, welche aus den Koordinaten der Punkte zu bilden sind 
und welche nicht identisch Null sind, wenigstens eine verschwindet — daB also 
îin ,,AusnahmefaH" vorliegt, Aus der Tatsache, daB diese Determinanten stetige 
Funktionen der Punkte ai sind, ergibt sich Icicht das folgende Gegenstück zu dem 
Satz IV: Wenn das System {«q, . . ., a*} in allgemeiner Lage ist, so gibt es ein 
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solches <5 > 0 , daû auch jedes System {clq , . . . , aj} mit q {a'i, ai) < ô für 
ein System in allgemeiner Lage ist. 

6. Affine Abbildungen. Wegen der Définition der affinen Abbil- 
dungen des in sich vgl. etwa Schreier-Sperner, §13. Von den 
Eigenschaften affiner Abbildungen erwâhnen wir hier in erster Linie 
die durch einfache Rechnung leicht zu bestâtigende Invarianz des 
Schwerpunktes: Liegt eine affine Abbildung / des in sich vor und 
ist a Schwerpunkt der materiellen Punkte mit 

den Massen nij^ , so ist / {a) der Schwerpunkt der materiellen Punkte / 
mit denselben Massen Hieraus folgt: 

Satz VL Sind im zwei Punktsysteme gegeben: ein ans n-\- ^ linear 
unabhàngigen Punkten bestehendes System ^ und ein System 

von nicht notwendig verschiedenen Punkten b^, . . . , b^, so existiert eine 
einzige affine Abbildung f von R^ auf einen echten oder unechten linear en 
Unterraum, welche a^ in b^ überführt, i = 0 , . . . , n . 

Man erhâlt die Abbildung /, wenn man jedem Punkt a mit den 
baryzentrischen K oordinaten cr^ [in bezug auf das Koordi- 

natengerüst [a^, . . . , a^] den Schwerpunkt der in den Punkten b^, . . b^^ 
respektive angebrachten Massen ..., a ^ zuordnet. 

Eine affine Abbildung heifit eigentlich oder uneigentlich, je nach- 
dem sie eineindeutig ist oder nicht. Die eigentlichen Abbildungen, und 
nur diese, sind Abbildungen auf den R^, Sie lassen sich dadurch cha- 
rakterisieren, daB sic ein linear unabhângiges System von n + 1 Punk- 
ten des R^^ auf ein ebenfalls linear unabhângiges System aus der gleichen 
Anzahl von Punkten abbilden. Analytisch ausgedrückt lautet diese 
Bedingung folgendermaBen : Die durch 

l'i = u'ih -I + + «i, i = i, n 


gegebene affine Abbildung (wobei die t^ und t\ die Koordinaten des 
Original- bzw. Bildpunktes sind) ist dann und nur dann eigentlich, 
wenn die Déterminante der Abbildung von Null verschieden ist: 


D{f) ^ 


u{ . 

.A 


U 


n 

1 


4' 0. 


U 


I 

n i 


Das Vorzeichen diescr Déterminante ândert sich bei einer Koordinaten- 
transformation im R^ nicht; man kann somit, unabhângig von dem 
im R^ gewâhlten Koordinatensystem, von positiven und negativen eigent- 
lichen affinen Abbildungen sprechen — je nach dem Vorzeichen der 
Déterminante. 

6. Aufspannen einer affinen Abbildung des JR" durch affine Ab- 
bildungen zweier Teilrâume, Es seien RP und R^ zwei Ebenen des i?", 
P q ~ fiy die sich in einem Punkt 0, und nur in diesem, schneiden 
und deren lineare Hülle somit (Satz III) der R^ ist. Es seien ferner 
und /g zwei eigentliche Abbildungen von bzw. RP auf sich, beide 
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mit dem Fixpunkt o. Dann existiert eine und nur eine affine Abbil- 
dung f des iî" auf sich, welche in W bzw. iî* mit f^ bzw. f^ zusammenfàllt. 
Die Abbildung / heiBt die von /j und f^ aufgespannte Abbildung. 

Wâhlt man ein Koordinatensystem im 7?” mit dem Anfangspunkt o 
so, daB seine p ersten Einheitsvektoren in R^, die übrigen in R^ liegen, 
so sind die Abbildungen fi, f 2 , f als homogène Lineartransformationen 
in den Variablenreihen {ti, . . .,t„) durch 

die Matrizen 

^1= )> 

\w^l, . . . , 

gegeben. Daraus folgt, dal3 /)(/) = D{f^) D{i^ ist. 



§ 2. Konvexe Mengen. 

1. Définition der konvexen Mengen. Die durch zwei Punkte a, h 

bestimmte Gerade ist (§ 1, Nr. 1 ) die Menge aller Punkte la + fxb mit 
I fl = \ . Diejenige Teilmenge dieser Geraden, für deren Punkte 
tiberdies 1^0, > 0 ist, heiBt die ,,Strecke** ab. 

Définition. Die Punktmenge M des R heiBt ,,konvex'', wenn sie 
zu je zwei ihrer Punkte a und b auch die ganze Strecke a b enthâlt. 

Triviale Beispiele konvexer Mengen sind: der ganze R^; die ein- 
punktigen (d. h. aus nur je einem Punkte bestehenden) Mengen ; die 
Ebenen; die leere Menge. Man zeigt leicht: jede Strecke ist konvex. 

2. Die einfachsten Eigenschaften konvexer Mengen. Satz I. Jede 
konvexe Menge ist zusammenhàngend. 

Dies folgt aus Kap. I, § 2, Nr. 14 (Satz XVIII) und Nr. 15. — 
Unmittelbar aus der Définition der Konvexitàt ergibt sich 

Satz II. Der Durchschnitt einer beliebigen (endlichen oder unend- 
lichen) Anzahl konvexer Mengen ist konvex, 

Weiter gilt 

Satz III. Ist M konvex und 5 > 0, so ist auch U (M, ô) konvex^, 

Beweis. Es seien b^, b^ Punkte von U (M, ô) und b ein Punkt der 
Strecke b^b^; zu zeigen ist: b gehôrt zu U(M, ô). — Es gibt Punkte 
Uj, «2 in M mit \bi~ a^\<i à, — ^ 2 ! ^ Punkt von b^b^ 

ist, bedeutet: 

b = Ibi -i - A + /^ = 1. 

Verstehen wir unter a den Punkt a — la^ [^(^2 der Strecke ài a^, 
so ist _ - V /t V 

b — ar= l(b^ a^) -f ^(62 — a ^) , 

1 U (M, S) bedeutet wie üblich die Menge aller Punkte des i?**, die von M 
um weniger als ô entfemt sind. 
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also (vgl. die ,,Vorbemerkungen“ zu diesem Anhang) 

\b — a\ A — ail + // I62 — agi < (A + ^) d == ô; 
dies bedeutet, da a wegen der Konvexitât von M zn M gehôrt: 
bail (M, ô ) , w. Z. b. w. 

Korollar. Die ,,sphàrischen Umgebungen*' U{py à) eines Punkiesp 
sind konvex, — 

Der Durchschnitt aller Mengen U (M, ô) mit beliebigen Zahlen <5 > 0 
ist die abgeschlossene Hülle von M. Daher folgt ans den Sâtzen II 
und III der 

Satz IV. Die abgeschlossene Hülle einer konvexen Menge ist konvex, 

3. Innere Punkte und Randpunkte einer konvexen Menge. 

Satz V. Es sei M eine konvexe Menge ^ a ein beliebiger Punkt von M, 
b ein innerer Punkt von M, c ein von a verschiedener Punkt der Strecke ab. 
Dann ist c innerer Punkt von M, 

Beweis. Es gibt ein <5 > 0 mit U {b, ô)c: M] es ist c = Xa + fib 
mit X f.1 — \ ^ A > 0, und, da c 4 " ^ ist, // > 0. Wir behaupten: 
r/(c, /.iô)c:M. 

Ist d ein Punkt von U{Cy fiÔ), d. h. 


âo ist 


\d — c \ = \d — Xa — ub \ < fl ô y 


d--a-b 

fi fl 


<ô; 


folglich ist der Punkt 


d' = - - d - 




}. 


a 


in U {b y ô) und daher in M enthalten. Da 

d = Xa ~j- fid 


ist, liegt d auf der Strecke ad' y also wegen der Konvexitât von M in M, 
w. Z. b. w. 

Korollar. Die Menge der inneren Punkte einer konvexen Menge 
ist konvex [evtl. leer). — 

Nach dem Satz V kann insbesondere, wenn a ein Randpunkt, b ein 
innerer Punkt von M ist, auf der Strecke a b kein zweiter Randpunkt 
liegen; daher gilt 

Satz VI. Auf jedem von einem inneren Punkt der konvexen Menge M 
ausgehenden StrahP liegt hôchstens ein Randpunkt von M. 

Wenn M eine abgeschlossene und beschrànkte Menge ist, so liegt 
auf jedem Strahl, der von einem inneren Punkt von M ausgeht, wenig- 
stens ein Randpunkt; daher folgt aus Satz VI: 

Satz Via. Es sei M eine abgeschlossene y beschrànkte y konvexe Menge, 
Dann liegt auf jedem Strahl, der von einem inneren Punkt von M aus- 
gehty genau ein Randpunkt von M; jede Gerade durch einen inneren 


^ Unter einem ,, Strahl'* verstehen wir eine abgeschlossene Halbgerade. 
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Punkt b von M enthàlt also genau zwei Randpunkte von M, und 

zwar der art, dafi h auf der Strecke àfà2 liegt, — 

Femer folgt aus Satz V, daB, wenn es überhaupt einen inneren 
Punkt b gibt, in jeder Umgebung des beliebigen Punktes a von M 
unendlich-viele innere Punkte c liegen; es gilt also 

Satz VIL Wenn die konvexe Menge M innere Punkte besitzt, so 
ist jeder Punkt von M Hàufungspunkt innerer Punkte von M. 

4. Schnittebenen. Fine (w — l)-dimensionale Ebene des R!^, 

deren Gleichung im (^i, ^2» • • •> ^n)“Koordinatensystem 

(^1 » • • • » ^n) = ^1^1 + • • * + OCjn — P — 0 
lautet, zerlegt den R^ in zwei ,,offene Halbrâume'' Gj und Gg, die durch 
^ , O > 0 bzw. L (/j , . . . , < 0 

bestimmt sind. Sowohl die offenen Halbrâume G 2 als auch ihre 
abgeschlossenen Hüllen G^ ~ G^ + R^~^, i ~ i , 2 , die kurz ,,Halb- 
raume'' genannt werden, sind, wie man leicht zeigt, konvex. Ferner 
ist klar: Jede Strecke, die einen Punkt von Gj mit einem Punkt von Gg 
verbindet, enthàlt einen (und nur einen) Punkt von 

Wir sagen, daB eine Menge M durch R^"^ ,, zerlegt'' wird, wenn es 
sowohl in G| als auch in G 2 wenigstens einen Punkt von M gibt. 

Satz VIIL Es sei Q eine konvexe Menge des R^, welche innere Punkte 
hesitzt. Dann und nur dann wird Q durch die Ebene R^'^ zerlegt, wenn 
einen inneren Punkt von Q enthàlt, 

Beweis. Wenn einen inneren Punkt von Q enthàlt, so ist 

klar, daB in beiden offenen Halbràumen Punkte von Q liegen. Anderer- 
.seits: die Ebene R^^^ zerlege Q\ dann gibt es also in G^ und in G 2 
Punkte bzw. ^2 von Q\ nach Satz VII gibt es dann in G^ und in G 2 
sogar innere Punkte bzw. C2 von Ç; auf der Strecke liegt ein 
Punkt c von R^"^, und dieser Punkt ist, infolge der Konvexitàt der 
Menge der inneren Punkte von Q (Korollar zu Satz V), selbst innerer 
Punkt von Q, Damit ist der Satz bewiesen. 

Durch den Satz VIII ist es gerechtfertigt, die Ebenen, welche innere 
Punkte mit der konvexen Menge Q gemeinsam haben, die ,, Schnitt- 
ebenen'* won Q zu nennen. Eine Ebene, welche zwar wenigstens einen 
Punkt von Q, aber keinen inneren Punkt von Q enthàlt, heiBt^ eine 
,,Stützebene" ] eine Stützebene von Q zerlegt Q nicht, — 

Aus dem Satz VIII folgt unmittelbar 

Satz Villa. Jede Schnittebene der konvexen Menge Q zerlegt auch 
die Menge der inneren Punkte von Q, 

Ferner beweisen wir noch den 

Satz IX. Es sei Q eine konvexe abgeschlossene Menge des R^, Dann 
ist.der Durchschnitt einer beliebigen Schnittebene R^~^ mit dem Rand Q 
von Qrmirgênds dicht in 

1 ïls wird vorausgesetzt, daû Q innere Punkte bésitzt. 
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Beweis. Es sei a ein Punkt von Q • und U eine Umgebung 
von a; wir haben zu zeigen: in U gibt es einen Punkt b von Ç, der 
nicht auf liegt. Wir nehmen einen inneren Punkt o, der auf R^"^ 
liegt; auf dem Strahle oa wâhlen wir in U einen zwischen o und a ge- 
legenen Punkt a' und einen hinter a gelegenen Punkt a''; dann liegt a* 
in Q und a" auBerhalb Q (Satz V). Ferner betrachten wir eine zwei- 
dimensionale Ebene R^, welche RJ^"^ in der Geraden oa schneidet^; 
in ihr konstruieren wir einen Halbkreis mit dem Durchmesser a' a"; 
er muB — da a' in Ç, a" auBerhalb Q liegt und Q abgeschlossen ist — 
einen Randpunkt h von Q enthalten. Da wir überdies den Halbkreis 
als in IJ gelegen annehmen dürfen, hat h die gewünschte Eigenschaft. 

5, Die Homôomorphie der n-dimensionalen konvexen Kôrper. 
Eine konvexe Menge des 7?”, welche abgeschlossen und beschrânkt ist 
und innere Punkte besitzt, nennen wir einen ,,M“dimensionalen kon- 
vexen Kôrper'*. 

Satz X. Aile n-dimensionalen konvexen Kôrper sind einander 
homôomorph, 

Beweis. Wir werden einen beliebigen >^-dimensionalen konvexen 

n 

Kôrper Ç topologisçh auf die durch in einem Euklidischen 

i=l 

(Vi* V 2 > • • • » ^J-Raum gegebene Vollkugel K abbilden. In dem 7?^, 
in dem Q liegt, machen wir einen inneren Punkt o zum Nullpunkt 
eines Euklidischen (l^i, • • •> f J-Koordinatensystems. Ist irgend- 

ein Punkt von Q — o, so verstchen wir unter P{x) den — auf Grund 
des Satzes Via eindeutig bestimmten — Punkt, in welchem der Strahl 6^ 
den Rand Q von Q trifft; die Entfernung q{P{x) , o) nennen wir |P(%) |. 
Nun sei / die folgendc Abbildung von Q auf K: erstens ist f(o) ~ o\ 
wobei o' der Nullpunkt des (^i, • • •» r]^) -Systems ist; zweitens wird 

dem Punkt x von Q — o, dessen Koordinaten Ij, Ig» • • •» sind, der 
Punkt y von K mit den Koordinaten 

”• 

zugeordnet. 

Diese Abbildung / ist offenbar eine eineindeulige Abbildung von Q 
auf K; um zu zeigen, dafi sie topologisçh ist, genügt es (nach Kap. II, 
§ 3, Nr. 1) infolge der Kompaktheit von Q, zu zeigen: / ist stetig. 

Die Stetigkeit. im Punkte o ist klar: bei gegebenem e > 0 ist 
f{U(o,ô))cz U (o', e) , wenn man ô = e - Min Q(p, o) setzt. 

Für den Beweis der Stetigkeit von / im Punkte x von Q — o genügt 
es zu zeigen: 1 P(a;)| ist eine stetige Funktion von x; und da |P(:ï) 1 
eine stetige Funktion des Punktes P{x) ist, hat man nur zu beweisen: 
die Abbildung P von Q — o auf Q ist stetig. 


^ Für M = 1 ist der Satz IX trivial, da dann Q • iî"-' == 0 ist; es sei n 2 
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Es sei S die durch die Gleichung = "1 gegebene (« — l)-dimen- 

sionale Sphâre. Ftir jeden Punkt x von Ç — o sei der Schnitt- 

punkt des Strahles ôx mit S. Die Abbildung ist gewiB stetig: denn 
sie ordnet dem Punkt mit den Koordinaten èi den Punkt mit den Ko- 

^iZVL {i = \ , 2, n). 


ordinaten 




Die durch Pg bewirkte Ab- 


bildung pg von Q auf S ist eineindeutig, also ist infolge der Kompakt- 
heit von Q auch die Umkehrung pg^ stetig (Kap. II, § 3, Nr. 1). Da 
aber P == pg^Pg ist, ist auch P eine stetige Abbildung, w. z. b. w. 


§ 3. Konvexe und baryzentrische Hüllen. Simplèxe. 

1. Die konvexe Hülle einer beliebigen Menge M c Tî^wird als der 
Durchschnitt aller konvexen Mengen, welche M enthalten, erklârt. Nach 
§ 2, Satz II, ist sie eine konvexe Menge. Offenbar ist eine Menge M dann 
und nur dann mit ihrer konvexen Hülle identisch, wenn M konvex ist. — 

Satz I. Der Durchmesser'^ der konvexen Hülle M* von M ist gleich 
dem Durchmesser von M. 

Beweis, Es genügt zu zeigen: die Zahl ô habe die Eigenschaft, 
daB \x — y \ ô für je zwei Punktc x und y von M ist; dann ist auch 
|a — 6| < d für je zwei Punkte a und b von M*. 

Es seien also a und b zwei feste Punkte von M*; ferner sei x ein 
beliebiger Punkt von M, Da — y j < ô für aile Punkte y a M ist, 
ist MczU(x, ô); wegen der Konvexitât von U[x,ô) — (Korollar zu 
Satz III, § 2) — ist infolge der Définition der konvexen Hülle auch 
M*c U {x, (5), also insbesondere aci U {x , ô) y d. h. \a ~ x \ <C à, Da- 
her ist auch umgekehrt x<z U [a y é) . Dies gilt für jeden Punkt xc: M ; 
es ist also M c C7 (a , <5) , und hieraus folgt wie oben : M* c: U (a y ô) , 
also insbesondere bcz U (a, ô), Dies bedeutet: |a — & | < <5, w. z. b. w. 

Satz II. Jede abgeschlossene beschrànkte konvexe Menge Q ist die 
konvexe Hülle ihres Randes Q. 

Beweis. Es genügt zu zeigen: K sei eine konvexe Menge, die Q 
enthâlt, und b sei ein innerer Punkt von Q] dann ist auch bcz K, 
Nach Satz Via (§ 2) gibt es zwei solche Punkte «j, «g von Ç, daB b 
auf der Strecke «1^2 liegt. Da und «2 als Punkte von ^ in -fC liegen 
und K konvex ist, ist auch bcz K, w. z. b. w. 

2. Die baryzentrische Hülle einer endlichen Punktmenge. Wir 
stellen die Frage nach der analytischen Charakterisierung der konvexen 
Hülle einer endlichen Punktmenge {a^y a^y , , . , 

Définition. Unter der „baryzentrischen Hülle“ [a^, ag, . . 
der genannten Punktmenge versteht man die Menge aller Punkte 

(1) a = + /^2«2 H 


^ Kap. I, § 1, Nr. 3. 



§ 3. Konvexe und baryzentrische Hüllen. Simplexe. 


603 


mit 

(2) jMiàO, = i ^ i,2, . . k. 

Man kann diese Punkte a als die Schwerpunkte aller Massenverteilungen 
in den Punkten charakterisieren^. Im Fall k = 2 ist [a^, «g] die 
Strecke « 1^2 (vgl- § 2, Nr. 1). 

Satz III. Die konvexe Hülle der Punktmenge ag, . . ist 

mit der haryzentrischen Hülle , . , , identisch. 

Dem Beweise schicken wir drei Hilfssâtze voraus. 

Hilfssatz I. Die baryzentrische Hülle â!g, . . ist konvex. 

Beweis. Es seien a' ^ wobei die /i- bzw. //f 

i i 

die obigen Bedingungen (2) erftillen, Punkte von [«j , ^g, . . , und 

es sei ferner a ein Punkt der Strecke a' a", also 


= P a' + // 


0 , /' + /" = 1 . 


Dann ist 

•dies bedeutet, da 


a = 




+ Â'K) «ii 

i 

: 0, + 1 


ist, dalî a Punkt von [a^, ag, . . aj ist. 

Hilfssatz II. Es sei i : ; r <. k, Zu jedem Punkt c ag, . . . , aj 
gibt es einen Punkt a' c , . . . , aj und einen Punkt a" c 
so da/3 a auf der Strecke a' a" liegt, 

Beweis. Der Punkt a sei durch (i) unter Geltung von (2) ge- 

geben. Wir setzen wenn /' == 0 ist, so ist 

i^l 1 

und die Behauptung trivial; es sei also /' ^ 0; 
ebénso sei 0. Dann sind 


a 




a 




: y 


Punkte von a^] bzw. [«^+ 1 , . . ., Ferner ist 

a = A'a' + P'a'\ 


und dies bedeutet — mit Kticksicht auf A' ^ 0, A" 0, A' + A" = 1 — , 
daB a auf a' a" liegt. 

Hilfssatz III. Die Punkte ^g, . . ., seien in der konvexen 
Menge Q enthalten, Dann ist auch [« 1 , «g, . . . , aj c: Ç. 

Beweis durch vollstândige Induktion in bezug auf k \ die Behaup- 
tung ist ftir ^ = 1 (und übrigens auch für k ~ 2) trivial; sie sei ftir 
die Zahl ^ — 1 bewiesen, und k Punkte a^ seien vorgelegt. Zu zeigen 
ist : es sei a ein Punkt von [« 1 , dJg , . . . , a J ; dann ist aczQ, 


1 Die Zahlen jW/ sind nur dann durch den Punkt a cindeutig bestimmt, wenn 
linear unabhângig sind; vgl. § l, Nr. 2. 
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Nach Hilfssatz II — (mit r == \) — gibt es einen Punkt 
a"c[a2, . . aj, SQ daû a auf der Strecke liegt. Nach Induk- 
tionsvoraussetzung ist [^2» • • -i ^ Çt a"c:Q\ da auch a^ciQ 
und Q konvex ist, ist auch (^c Ç, w. z. b. w. 

Beweis des Satzes IIL Nach Hilfssatz I ist die konvexe Hülle 
in der baryzentrischen, nach Hilfssatz III die baryzentrische Hülle in 
der konvexen enthalten. Mithin sind die beiden Hüllen identisch. — 

Aus den Sâtzen I und III folgt der 

Satz IV. Der Durchmesser der baryzentrischen Hülle ag, . . . , 
ist gleich der grôfiten unter den Entfernungen la^ — aj\] i, j — \ y 2 , k, 

Ferner gilt: 

Satz V. Die baryzentrische Hülle [«j, «g» • • •> beschrànkte 

und abgeschlossene Menge. 

Beweis. Wir fassen • • • » Koordinaten in einem 

Euklidischen Raum auf. Die in diesem Raum durch die Bedin- 
gungen (2) bestimmte Punktmenge M ist offenbar'beschrânkt und ab- 
geschlossen. Wir bilden sie dadurch auf die Menge [a^, a^, . ^ 
daB wir dem Punkt von M, der die Koordinaten jjt^y , . . , hat, 
den Punkt /Li^a^ + + • • • + Ek^k zuordnen. Diese Abbildung / 

ist stetig (sie ist sogar affin). Folglich ist auch das Bild /(M) 
== [^1, ^2^ • • •» beschrânkt und abgeschlossen (vgl. Kap. II, § 1, 
Nr. 5 und § 3, Nr. 1). 

Bemerkung : Die Beschrânkthcit von [«i , «2 > • • • > ^ J ^rgibt sich 
auch direkt aus Satz IV. 

3. Eindeutigkeitssatz. Mehrere verschiedene Punktsysteme kônnen 
dieselbe baryzentrische Hülle haben: z. B. ist [a^y = [a^, a^, 

wenn a^ auf der Strecke [a^, «g] “ ^1^2 Jedoch gilt der folgende 

wichtige 

Satz VI. Sind sowohl a^y a^y ... y a^ linear unabhàngige Punkte^ 
als auch b^y b^y . . . y b^ linear unabhàngige Punktey und sind die beiden 
Punktsysteme nicht miteinander identischy so sind auch ihre konvexen 
{oder baryzentrischen) Hüllen voneinander verschieden, 

Beweis. Wir werden den Satz in folgender Form beweisen: Es sei 
— unter der Voraussetzung der linearen Unabhângigkeit der sowie 

dann ist das System der mit dem System der b„ identisch. Es genügt 
zu zeigen: der Punkt fâllt mit einem Punkt b„^ zusammen. 

Da ist, ist 

(3) a = i, 2 , .... s. 

<7 , a 

• ^ Vgk § 1» Nr. 1. — In der Voraussétzung der linearen Unabhângigkeit ist 
enthalten, daû 1, + 1 ist. 
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Da hgC.\ai, , aJ ist, ist für jedes a 

( 4 ) = a=\,2,. 

Q f) 

Setzt man aus (4) in (3) ein, so erhâlt man 

M'a ^a Q i 


..,s. 


Q,a 


also, wenn man durch 

02 = ($3 = . . . ^ ( 5 , = 0 

definiert, 

= 0 . 

Hierin ist, wie man nachrechnet, die Koeffizientensumme 


= 0 . 

Infolge der linearen Unabhângigkeit der Punkte ist daher (vgl. § i , 
Nr. 1) jeder einzelne Koeffizient gleich 0, und also insbesondere 

= 0 für e = 2, 3. . . .. r. 

a 

Da aile /<„ sowie aile nicht-negativ sind, ist hierin jeder einzelne 
Summand 

(5) a = l,2 .s;e = 2,3 ,r. 

Nun gibt es unter den Zahlen ii„ wenigstens eine, die nicht 0 ist; 
es sei 4= 0; dann folgt aus (5): 


Ku> = 0 für e = 2, 3, . . r. 

r 

Hieraus und aus ergibt sich weiter Daher ist 

£> = 1 

nach (4) : w. z. b. w. 

4. Euklidische Simplexe, Définition. Die konvexe Hülle eines 
Systems von Itnear unabhàngigen Punkten «q, des i?” heiBt 

ein ,,Euklidisches Simplex' des i?”, und zwar das Simplex mit den 
yyEckpunkten" Uq, Das Punkt System {a q, , . a^} — das nach 

Satz VI durch das Simplex eindeutig bestimmt ist — heiBt das ,,Eck- 
punktgerüsP' oder kurz ,,GerüsP' des Simplexes. 

Die um 1 verminderte Anzahl der Eckpunkte eines Simplexes heiBt 
seine ,,Dimensionszahr\ Im existieren nur Simplexe der Dimen- 
sionszahlen Ein 0-dimensionales Simplex ist ein einzelner Punkt, 
ein eindimensionales eine Strecke. E$ gibt ein und nur ein (~1)-dimen- 
sionales Simplex: die leere Menge. 

Das Simplex mit den Eckpunkten wird mit Uq . ^ 

bezeichnet^. Kommt es auf die genaue Angabe der Eckpunkte nicht 
an, so schreibt man für ein r-dimensionales Simplex kurz 


^ Die Reihenfolge der Eckpunkte ist gleichgültig ; es ist also z. B. = airto- 
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Entsprechend dem Satz III ist das Simplex a„ . . . ^ mit der bary- 
zentrischen Htille [a^, identisch; seine Punkte sind also die 

Punkte 

a = /ZqUo ^ 1- fi^a^ mit ^ 0, = 1 , » = 0, 1 , . . . , r ; 

und zwar sind hier infolge der linearen Unabhângigkeit der Punkte 
âÎQ, , . die Koeffizienten //j- durch den Punkt a eindeutig bestimmt; 
sie sind nichts anderes als die baryzentrischen Koordinaten der von 
den Punkten Æq, . . aufgespannten r-dimensionalen Ebene im 
Koordinatensystem («o * • • ^r) 2). Diese Ebene heiCt 

die das Simplex ,,tragende'‘ Ebene. 

Wâhlt man unter den Eckpunkten von ein Teilsystem von p + \ 
Eckpunkten (— 1 r), so heiBt das von diesen Eckpunkten be- 

stimmte ^-dimensionale Simplex eine ^-dimensionale ,ySeite' von 
Die Seiten mit —1 <. p <ir nennt man die ,,eigentlichen‘' Seiten, das 
leere Simplex und selbst sind also die ,,uneigentlichen‘‘ Seiten von x^. 
Ein Punkt von x^ liegt dann und nur dann auf einer eigentlichen Seite, 
wenn wenigstens eine seiner baryzentrischen Koordinaten gleich 0 ist. 

Zu jeder Seite x^ von x^ gibt es eine und nur eine ihr ,,gcgenüber- 
liegende*‘ Seite sie ist das Simplex, dessen Eckpunktgerüst aus 

denjenigen Eckpunkten von x^ besteht, die unter den Eckpunkten 
von x^ nicht vorkommen. Aus dem Hilfssatz II (Nr. 2) folgt: 

Satz VII. Sind in x^ zwei gegenüberliegende Seiten x^ und p + q 
= r — 1 gegehen, so liegt jeder Punkt von x^ auf einer Strecke, die einen 
Punkt von x^ mit einem Punkt von x^ verbindet. — 

Relativ zu der das Simplex tragenden Ebene R^ (s. oben) kann 
man zwischen ,,inneren‘' und ,,Randpunkten'' von x^ unterscheiden. 
Wir behaupten : 

Satz VIII. Ein Punkt a des Euklidischen Simplexes x^ ist dann und 
nur dann Randpunkt relativ zu der das Simplex tragenden r-dimensio- 
nalen Ebene, wenn er auf einer eigentlichen Seite von x^ liegt, 

Dies folgt daraus, daB die baryzentrischen Koordinaten von R^ 
in bezug auf die Eckpunkte von x^ eindeutige und stetige Funk- 
tionen in R^ sind: wenn der Punkt a von x^ auf keiner eigentlichen 
Seite liegt, so sind seine baryzentrischen Koordinaten sâmtlich positiv, 
und daher gibt es infolge der Stetigkeit der Koordinaten eine ganze 
Umgebung von a , in der sie positiv sind ; diese Umgebung gehôrt daher 
zu und a ist innerer Punkt von x^ (relativ zu R^), Liegt anderer- 
seits a auf einer eigentlichen Seite, so ist eine baryzentrische Koordinate 
gleich 0; in beliebiger Nâhe gibt es daher Punkte von 7?^, ftir welche 
die betreffende Koordinate negativ ist, welche also nicht zu x^ gehôren 
■— d. h. : a ist Randpunkt von x^. — 

Korollar des Satzes VIII. Jedes n-dimensionale Simplex des R^ 
enthàlt innere Punkte [relativ zu R^) — nàmlich die Punkte, deren sâmt- 
lichen baryzentrischen Koordinaten positiv sind. — 
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Auch bei einem r-dimensionalen Simplex des spricht man kur 2 ^ 
von ,,inneren'' und von „Randpunkten''. Diese Begriffe sind dann 
relativ zu der das Simplex tragenden Ebene zu verstehen oder, was 
nach dem Satz VIII dasselbe ist: ein Punkt ist Randpunkt von 
wenn er auf einer hôchstens (r — I)-dimensionalen Seite von Hegt^ 
sonst innerer Punkt — 

Wir weisen noch auf die Eigenschaften der Simplexe hin, die in 
den Sâtzen IV und V enthalten sind: 

Satz IV'. Der Durchmesser eines Simplexes ist gleiçh der Lange seiner 
làngsten Kante; dabei hat man unter den ,,Kanten" die eindimensio- 
nalen Seiten eines Simplexes zu verstehen. Sowie: 

Satz V'. Jedes Simplex ist abgeschlossen und beschrànkt, 

5. Geometrische Simplexe. Définition. Der Inbegriff einer end* 

lichen Punktmenge {æq, des und ihrer konvexen Hülle 

heiBt ein ,,k-dimensionales geometrisches Simplex*' des R^\ die Punkte 
Uq, . . Uj. heiBen seine Eckpunkte. Dabei ist k ganz beliebig, und 
lineare Unabhângigkeit der Eckpunkte wird nicht vorausgesetzt^. 

Die Euklidischen Simplexe sind spezielle geometrische Simplexe: 
nâmlich diejenigen geometrischen Simplexe mit linear unabhangigen 
Eckpunkten. 

Ôfters sprechen wir statt von ^geometrischen" auch kurz von 
,,Simplexen des R^". 

Man beachte, daB der Begriff des „geometrischen Simplexes" von 
dem der ,,baryzentrischen Hülle" verschieden ist: wenn {«q, . . 
und {6o» • bj] zwei miteinander nicht identische Punktsysteme sind, 
deren baryzentrischen Hüllen zusammenf allen, so sind die Simplexe mit 
den Eckpunkten Æq, . . bzw. b^, .... b^ voneinander verschieden. 

6. Weitere Eigenschaften baryzentrischer Hüllen. Satz IX. Es 

seien . , . , Punkte des R^ und a ein Punkt der baryzentrischen 

{oder konvexen) Hülle • • • » • Dann liegt a in einem Euklidischen 

— also hôchstens n-dimensionalen — Simplex, dessen Eckpunkte unter 
den A + 1 Punkten a^, . . , , aj^ enthalten sind, 

Beweis. Es sei r die kleinste Zahl, für welche es in dem System 
{« 0 , . . . , r + 1 Punkte gibt, deren baryzentrischer Hülle der 

Punkt a angehôrt, und zwar sei etwa a cz[a^, a^, , . . , a^]. Der Satz 
ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben: die Punkte a^, a^, . . , , a^ sind 
linear unabhângig. Diese Behauptung ist gleichbedeutend mit der 
folgenden : 

Es sei [^ 0 , , und die Punkte a^, a^, , . a^ seien 

linear abhàngig; dann ist a in der baryzentrischen Hülle eines echten 
Teilsystems von {a^, a^, . , . , a^ enthalten, 

^ Der einzige Punkt eines nulldimensionalen Simplexes ~x^ ist demnach innerer 
Punkt von 

2 Die Reihenfolge der Eckpunkte ist gleichgültig. 
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Beweis dieser Behauptung: Die lineare Abhàngigkeit der Punkte 
Ui, . . bedeutet (vgl. §1, Nr. 1) die Existenz von Zahlen 

Xq, Xi, . . . , die nicht sâmtlich 0 sind, so dafi die beiden Gleichungen 

(6) ^0^0 ‘ • “b K^r = 0, 

(7) ^0 + + • • • + 0 

gelten. Der Punkt a lâBt sich, da er zu [«o, . . a J gehôrt, als 

(8) a = ^o«o + fh‘^1 H + 

mit 

(9) ■ è 0, = '•> e = 0,1,...,r 

darstellen. 

Unter den Zahlen gibt es, wie man ans (7) sieht, wenigstens eine, 
die positiv ist ; unter allen Indexen q mit 7^ > 0 sei r ein solcher, 

daB der Quotient môglichst klein ist. Dann ist 
h’ 

(10) ^X^^o für aile q 

(für ^ 0 ist dies trivial, und ftir > 0 folgt es aus der Minimal- 
eigenschaft von Ferner folgt aus (7) und (9): 

(H) 

Q 

Multipliziert man (6) mit — und addiert (8), so erhâlt man 

(12) a ^ Uf,] 

e 

in dieser Summe ist der Koeffizient von a, gleich 0. Aus (12), (11) 
und (10) sieht man daher: es ist a c («„, . . ., a,_i); damit ist die 
Behauptung bewiesen. — 

Ist das Simplex Uq ... unter allen Simplexen, welche die Be- 
hauptung des Satzes IX erfüllen, eines mit der kleinsten môglichen 
Dimensionszahl, so ist a innerer Punkt dieses Simplexes. Da «o • • • 
c[ao, . . ., «j] ist, so ist, falls r = n ist, a auch innerer Punkt der 
Menge [«„> • • •. «J relativ zu dem i?", in dem die Punkte «q, . . 
gegeben sind. Daher gilt; 

Satz X. Jeder Randpunkt der konvexen Hülle [«o,...,«J der 
im iî” gelegenen endlichen Punktmenge {a^, . . ., a,^ liegt in einem hôch- 
stens {n — \)-dimensionalen Euklidischen Simplex, dessen Eckpunkfe der 
Menge {a^, . . ., angehôren. 

7. Die Dimension einer konvexen Menge M im E” wird folgender- 
maBen erklârt: sie ist gleich der grôBten Zahl r von der Eigenschaft, 
daB es r -f 1 linear unabhàngige Punkte in M gibt. 
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Satz XL Eine konvexe r-dimensionale Menge Ma liegt in einer 
eindeutig bestimfnten r-dimensionalen Ebene a 2?” und enthàlt innere 
Punkte relativ zuR\ 

Beweis. Man wâhle r \ linear unabhàngige Punkte Æq, . . 
der Menge M, Sie spannen eine Ebene R^ auf. Gâbe es einen auüer- 
halb von R^ gelegenen Punkt von M, so wâren die Punkte «q, 

linear unabhàngig, und die Dimension von M wâre 2^ r + 1 • 
Es ist also M a R^, Da M das Simplex enthâlt und dieses 

Simplex innere Punkte relativ zu R^ besitzt (Korollar des Satzes VIII), 
enthâlt auch M innere Punkte relativ zu R^. — 

Bemerkung. Der Satz XI gestattet es hâufig, sich bei der Unter- 
suchung der konvexen Mengen auf die konvexen Mengen des R^ mit 
inneren Punkten zu beschrânken. Sàtze über diese Mengen haben wir 
in den Nummern 4, 5 des § 2 bewiesen. 

§ 4. Konvexe Raumstücke. Konvexe Zellen. 

1. Définition. Der Diirchschnitt von endlich-vielen (abgeschlossenen) 
Halhràumen'^ heifit ein konvexes Raumstück. 

Ein konvexes Raumstück ist konvex nach § 2, Satz II; nach Kap. I, 
§ 2, Satz III ist es abgeschlossen. 

Dieselbe Définition kann auch wie folgt formuliert werden: 

Ein konvexes Raumstück ist eine durch endlich-viele Ungleichungen 
von der Form 

(1) L(/i, . . — b 0 

definierte Punktmenge des R”. ^ 

Offenbar ist die abgeschlossene Hülle eines jeden der endlich-vielen 
Gebiete, in die der R^ durch ein endliches System von {n — l)-dimensio- 
nalen Ebenen zerlegt wird, ein konvexes Raumstück. 

In unserer Définition ist ferner enthalten, daB der Durchschnitt 
endlich-vieler konvexer Raumstücke, sowie der Durchschnitt eines kon- 
vexen Raumstückes mit einer Ebene stets ein konvexes Raumstück 
(evtl. niedrigerer Dimensionszahl) ist. 

2. Der Rand eines konvexen Raumstückes. Wir untersuchen den 
Rand eines konvexen Raumstückes P. Wir konnen (auf Grund der „Be- 
merkung"' in § 3, Nr. 7) annehmen, daB P w-dimensional, folglich durch 
ein System von Ungleichungen 


Li(/i, . . 

•-Oîs 

^mihy • • 



definiert ist, welches kein Teilsystem enthâlt, das einer oder mehreren 
Gleichungen âqui valent ist. 


1 Vgl. § 2, Nr. 4. 

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 
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Anhang II. Der R" und seine konvexen Zellen. 


Man erhâlt aile Randpunkte von P, indem man in je einer der 
Ungleichungen (2) das Zeichen èï durch das Gleichheitszeichen ersetzt. 
Somit Uegt der Rand von P auf endlich-vtelen {n •— \)-dimensionalen Ebenen 

(3) ift (^1 > • • • • O ~ 0 . h ~ \ , . . . , ni. 

Es lâBt sich auch umgekehrt zeigen: Liegt der Rand der konvexen 
ahgeschlossenen MengeQd Jî" auf endlich-vielen Ebenen^ R^, R^, • • R^r 
so ist Q ein konvexes Raumstiick. 

Beim Beweise dieser Behauptung konnen wir zunâchst annehmen, 
daC aile R^ die Dimensionszahl « — 1 haben [batte z. B. R^ eine kleinere 
Dimensionszahl, so würden wir durch R^ cine (m — l)-dimensionale 
Ebene ziehen und R^ durch dieselbe ersetzen]. Unter den Ebenen 7?^ 
konnen ferner gewisse — etwa R^, . . R( • — Schnittebenen von Q 
sein. Nach § 2, Satz IX konnen jedoch diese Ebenen insgesamt nur 
eine nirgends-dichte Teilmcnge F des Randes Q von Q enthalten; die 
in Q dichte und offene Menge Q — F liegt also auf den übrigen Ebenen 7?^, 
d. h. auf lauter Stützebencn von Q (§ 2, Nr. 4). Dann enthalten aber 
diese Stützebencn die ganze Menge Q. Wir haben also nur zu zeigen; 
Liegt Q auf endlich-vielen Stützebenen R”' 7?'' \ so ist Q ein 

konvexes Raumstück. Zunâchst liegt Q in eincm durch die Ebene R^. 
bestimmten Halbraum (Æ = 1 , . . . , . 9 ) , folglich in dem Durch- 
schnitt dieser Halbrâume, d. h. in einein konvexen n-dimensionalen 
Raumstück P. Um zu zeigen, daB Q — P ist, genügt es zu beweisen,. 
daB jeder innere Punkt von P zu Q gehôrt. Wâre dies nicht der FalL 
so müBte die Strecke ab, wclche einen nicht zu Q gehôrenden inneren 
Punkt b von P mit einem inneren Punkt a von Q verbindet, notwenchg 
den Rand von Q treffen. Dies ist jedoch unmôglich, denn die Strecke ab 
verlàuft ganz im Innern von P, ist also zu den Ebenen R'f \ 
fremd, wâhrend andererscits der Rand von Q auf diesen Ebenen liegt. 

Somit gilt 

Satz I. Die konvexen Raumstücke des P" sind identisch mit den- 
jenigen konvexen abgeschlossenen Mengen, der en Rànder auf je endlich- 
vielen [hôchstens [n — i)-dimensionalen] Ebenen liegen. 

3. Die (n — l)-dimensionalen Seiten eines n-ditnensionalen kon- 
vexen Raumstückes. Der Durchschnitt des konvexen Raurastückes P 
und einer Stützebene von P ist eine nicht-leere konvexe abgeschlossene 
Menge; ist diese Menge (« — l)-dimensional, so nennt man die Stütz- 
ebene eine Seitenebene von P, ihren Durchschnitt mit P eine {«— -1)- 
dimensionale Seite von P. 

Es ist nun klar, dafi aile Seiienebenen von P unter den m Ebenen 
Lh{h> ' • •>Q ~ [vgl. (2)1 enthalten sind. Eine beliebige 

Seitenebene P”"^ enthalt in der Tat ein aus Randpunkten von P be- 

^ Unter eifter ,, Ebene" des 7?" soll im folgenden immer eine hôchstens (n — 1)- 
dimension ale Ebene verstanden werden. 
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stehendes (w — l)-dimensionales Simplex. Da aile Randpunkte von P 
auf den Ebenen Q = 0 liegen, liegt das erwàhnte Simplex 

auf einer dieser Ebenen und ist mit ihr identisch. 

Wir beweisen jetzt andererseits, daB zur Bestimmung des konvexen 
Raumstückes P diejenigen unter den Ungleichungen (2) genügen, für 
welche ~ 0 eine Scitenebene von P ist. 

Für w = 1 ist die Behauptung klar. Wir nehmen an, daB sie für 
w — 1 bewiesen ist iind beweisen sie für das durch die m Ungleichun- 
gen (2) definierte Raumstück P. Es sei P' das durch die ersten m—\ 
unter den Ungleichungen (2) definierte konvexe Raumstück. Nach Induk- 
tionsannahme konnen wir voraussetzen, daB die Ebenen 
h ~ \ , Seitenebenen des Raumstückes P' sind. Die letzte unter 
den Ungleichungen (2) liefert aber nur dann etwas Neues — d. h. es 
ist nur dann P f P' — , wenn die durch (^i , • • • , ” 0 gegebene ’ 

Ebene eine SchniÜQhQne von P' ist; sie ist Stützebene von P, und 
jeder Punkt des Durchschnittes P' - ^ ist Punkt von P. Die kon- 

vexe Menge P' • enthalt einen inneren Punkt von P' (§ 2, Satz VIII) ; 
sie enthalt daher eine offene Menge der Ebene P”” ^ und ist infolgedessen 
(n l)-dimensional. Da P'» überdies zu P gehort, ist die Stütz- 

ebenc P”“^ eine SciicnehenQ von P. 

Darnit ist bewiesen: 

vSatz II. Der Rand eines konvexen n-dimensionalen Raumstückes P 
besteht ans endlich-vielen, eindeutig hestimmten {n ~ \)’-dimensionalen kon- 
vexen Raumstücken — den {n — \)-dimensionalen Seifen von P. Sind 
, /J — 0, = 1 , 2, . . . . w, die Gleichungen der Seitenebenen 

des n-dimensionalen Raumstückes P c R^^ so ivird P durch m Unglei- 
chungen ± 1 • • • ) ^n) ' 0 definiert, wobei dieses System von Un- 

gleichungen durch kein édités Teilsystem ersetzt werden kann. 

4* Die r-dimensionalen Seiten. Der Durchschnitt von endlich-vielen 
{n — l)-dimensionalen Seiten des w-dimensionalen Raumstückes P ist ein 
kon vexes Raumstück; wir nennen es eine Seite von P. Man kann also 
bei jedem r : n — 1 von r-dimensionalen Seiten des Raumstückes P spre- 
chen, wobei man für r n — \ auf die alte Définition zurückkommt. 

Bemerkung. Zu den Seiten des Raumstückes P zâhlen wir noch: 
1) das Raumstück P selbst (als einzige ^z-dimensionale), 2) die leere 
Menge (als einzige ( — l)-dimensionale Seite). Dièse beiden Seiten heiBen 
gelegentlich die uneigentlichen Seiten des Raumstückes. 

Analytisch erhâlt man die Seiten von P, wenn man in dem System 
von Ungleichungen (2) gewisse Ungleichheitszeichen durch Gleichheits- 
zeichen ersetzt^. 

Ersetzt man nur je eine Ungleichung durch die cntsprechende Glei- 
chung, so erhâlt man die (n — l)-dimensionalen Seiten von P. 

^ Hier und im folgenden sctzen wir voraiis, daO das Ungleichungssystem (2) 
irrecluzibel ist, d. h. daB . . . , t) = o die Seitenebenen von P sind. 


39 * 
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Anhang II. Der i?** und seine konvexen Zellen. 


Es sei jetzt Q eine r-dimensionale Seite von P; die Punkte von Q 
seien durch das System 

Li (^1 , . . . , / J =0 

Lg (^1 > • • • ; ^n) ~ ^ 

+ 1 (^1 » * • • » ^ n ) --- ^ 

^8 + t (^1 > * * • » ^n) ^ ^ 

definiert. Die in (4) enthaltenen s Gleichungen definieren die r-dimen- 
sionale Ebene P'’, in der Ç liegt. Adjungiert man zu dem System dieser 
Gleichungen je eine der Ungleichungen , . . . , / J 0 , i = 1 , 2 , . . . , 

so erhalt man entweder nichts Neues (d. h. es zeigt sich, daB die be- 
treffende Ungleichung ans den obigen s Gleichungen folgt), oder aber 
einen Halbraum von P", in welchem Q liegt. Q ist dabei der Durch- 
schnitt von P^ und diesen Halbrâumen, so daB insbesondere aile Seiten- 
ebenen von Q unter den Ebenen mit den Gleichungen 

Lj (^1 , . . . , /J = 0 

Lg(ti, . . . , G) — 0 

^n) ^ 

vorkommen. Es folgt daraus insbesondere, daB aile [r — \ydimensio- 
nalen Seiten von Q Seiten von P sind, worin seinerseits enthalten ist, 
daB der Rand (d. h. die Menge aller Randpunkte) einer r-dimensionalen 
Seite von P (in bezug auf den durch diese Seite bestimmten z-dimen- 
sionalen linearen Raum) aus {r — \)-dimensionalen Seiten von P besteht, 

Satz III. Jede {r ~ \ydimensionale Seite von P liegt auf mindestens 
einer r-dimensionalen Seite von P. 

Denn wâre dies nicht der Fall, so gâbe es eine (r — 1)-dimensionale 
Seite Ç', die zu einer /?-dimensionalen Seite Ç, ^ z + 1 , und zu 
keiner Seite niedrigerer Dimensionszahl von P gehôrte^. Da aber Ç' 
auf dem Rande von Q liegt und dieser aus lauter — l)-dimensiona- 
len Seiten von Q besteht, ist die obige Annahme widerspruchsvoll und 
der Satz III bewiesen. 

Satz IV. Jede (z~ \ )-dimensionale Seite Q' von P, die auf einer r-di- 
mensionalen Seite Q von P liegt, ist eine (r — i)-dimensionale Seite von Q, 

Beweis. 

Hilfssatz. Ist die r-dimensionale Seite Q von P durch das System (4) 
gegeben, so kann man in (4) das System der ersten s Gleichungen durch 
ein aus n — r Gleichungen bestehendes Teilsystem ersetzen. 

Für r = n — 1 ist dieser Hilfssatz offenbar richtig. Wir nehmen 
ihn für r als bewiesen an und beweisen ihn für die (r-— l)-dimensionale 

^ P selbst wird dabei als seine einzige w-dimensionale Seite betrachtet. 
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Seite Q' von P. Die Seite Q' liegt auf einer r-dimensionalen Seite Q, 
die durch (4) bestimmt sein môge. Wir dürfen dabei voraussetzen, daB 
s = n — r ist und die Gleichungen in (4) ein linear-unabhângiges System 
bilden. Sodann erhâlt man Q', wenn man in (4) einige weitere Un- 
gleichungen durch Gleichungen ersetzt. Man erhâlt so etwa 


(5) 


^n ~r^ \ (^1> • • • > O ~ 0 

• • •> “ C). 


Unter den Gleichungen in (4) und (5) kann es hochstens w — r + 1 
linear-unabhangige geben [denn sonst würden die entsprechenden Ebenen 
einen hochstens (r — 2) -dimension alen Durchschnitt haben]. Folglich 
genügt es zu den Gleichungen des Systems (4) aus (5) nur noch eine 
hinzuzufügen. Der Hilfssatz ist hiermit bewiesen. 

Beweis des Satzes IV. Die beim Beweis des Hilfssatzcs gewonne- 
nen Gleichungen ergeben eine (r — 1)-dimensionale Ebene, die mit Q 
den (y — 1)-dimcnsionalen Durchschnitt Q' hat und folglich (da sie in 
dem durch Q bestimmtcn /'-dimensionalen Raume liegt) eine Seiten- 
ebene von Q bildet. Q' ist also eine (r — 1)-dimensionale Seite von Ç, 
w. Z. b. w, 

Aus dem Satz IV folgt, daB die (w — 2)-dimcnsionalen Seiten des 
w-dimensionalen konvexen Raumstückes P nichts anderes als die (n — 2)- 
dimensionalen Seiten seiner (w — 1)~àimensionalen Seiten sind, usw. — * 
bis zu den nulldimensionalen Seiten oder Eckpimkten. 

Zusammenfassend kônnen wir sagen: Der Durchschnitt von zwei 
oder mehreren Seiten eines konvexen n-dimensionalen Raumstückes P ist 
stets eine Seite dieses Kanmstückes, 

Der Rand des Raumstückes besteht aus seinen (n — 1)-dimensio- 
nalen Seiten; der Rand einer r-dimensionalen Seite von P aus den auf 
ihr liegenden l)-dimcnsionalcn Seiten von P; diese sind die (r — 1)- 
dimensionalen Seiten der gegebenen r-dimensionalen Seite. 

Die eindimensionalen Seiten eines Raumstückes heiBen seine Kanten^ 
die nulldimensionalen seine Eckpunkte, 

5. Konvexe Zellen. Définition. Ein beschranktes kon vexes 
Raumstück heiBt eine konvexe Zelle, 

Satz V. Die konvexen Zellen sind identisch mit den konvexen Hüllen 
endlicher Punkt système'^, 

Beweis. Erste Behauptung: Jede konvexe Zelle ist die konvexe 
Hülle der Menge ihrer Eckpunkte. Diese Behauptung ist fur null- 
dimensionale Zellen trivial; sie sei für aile (w — l)-dimensionalen ^ellen 
bewiesen. Es sei P eine w-dimensionale konvexe Zelle und P' die konvexe 


^ Einen rein algebraischen, d. h. von Stetigkeitsbetrachtungen freien Beweis 
dieses Satzes findet man in der Arbeit von H. Weyl: Elementare Théorie der 
konvexen Polyeder. Comment math. hclv. Bd. 7 (1935)- 



614 


1. Nachtrag: Zentralprojektion. 


Hülle der Menge ihrer Eckpunkte. Dânn ist gewiB P' c P, und man 
hat noch zu zeigen, daB Pc P' ist. Infolge der Induktionsvoraus- 
setzung enthâlt P' jede (w ~ l)-dimensionale Seite von P, also (Satz II) 
den ganzen Rand von P, und daher (nach § 3, Satz II) die ganze Menge P. 

Zweite Behauptung: Die baryzentrische Hülle endlich-vieler Punkte 
ist eine konvexe Zelle. Nach § 3, Satz X ist der Rand der baryzentri- 
schen Hülle [Uq, , . a J in der Vereinigungsmenge der endlich-vielen, 
hôchstens (m — 1 )-dimensionalen Simplexe enthalten, deren Eckpunkt- 
gerüste dem Punktsystem {^ïq, . . angehoren; nach § 3, Satz V ist 
[«Q, . . abgeschlossen und beschrànkt. Nach Satz I des gegen- 

wârtigen Paragraphen ist daher [^^o, . . ein beschranktes Jcon vexes 
Raumstück, d. h. eine konvexe Zelle. 

Korollar. Unter allen konvexen Zellen sind die Euklidischen Sim- 
plexe daduYch ausgezeichnet , dafi sic die für ihre Dimensionszahl kleinst- 
môgliche Anzahl von Eckpnnkien hesitzen. 

Denn weniger als w + 1 Punkte bestimmen, da sie in einer {n — \)- 
dimensionalen Ebene liegen, als konvexe Hülle eine Zelle von einer 
Dimensionszahl 5 n — \ . 

1. Nachtrag: Zentralprojektion. 

Es sei ein Punkt oc , das Zentrnm der Projektion, gegeben; wir 
betrachten aile in 0 beginnenden Halbgeraden h{o) des R*\ Liegt eine 
den Punkt 0 nicht enthaltende Punktmenge M des R^^ vor, so ver- 
stehen wir unter Projektion ivon M ans dem Pnnkt 0 die Vereinigungs- 
menge oM aller Punkte, die auf gcradlinigen Strecken liegen, welche o 
mit Punkten von M verbinden. Unter erweiterter Projektion von M 
ans O verstehen wir ferner die Vereinigungsmenge aller Punkte, die auf 
Halbstrahlcn liegen, welche durch 0 und einen Punkt von M gehen. 
Es sei schlieBlich N irgendeine Punktmenge des P”, welche den Punkt 0 
nicht enthalt und mit jeder Halbgeraden A(o), die durch einen Punkt 
von M geht, genau einen gemeinsamen Punkt hat. Den Durchschnitt 
von N mit der erweiterten Projektion von M ncnnen wir die Projek- 
tion von M ans 0 atif N, Offenbar liegt auch eine Abbildung von M 
in N vor, denn jedem Punkt von M entspricht ja der Schnittpunkt 
der Halbgeraden h{o) durch diesen Punkt mit der Menge N] diese Ab- 
bildung wird ebenfalls als Projektion von M aus 0 auf N bezeichnet; 
falls MiBverstândnisse zu befürchten sind, spricht man von Projektions- 
abbildung) fehlt dabei die Angabe der Menge M, spricht man also 
schlechtweg von Projektion aus 0 auf N, so heiBt das, daB als Menge M 
die Menge R^ —■ 0 gedacht ist; dann wird natürlich vorausgesetzt, 
daB N mit jeder Halbgeraden h (0) einen einzigen gemeinsamen Punkt hat. 

Ist die Menge M leer, so wird unter ihrer Projektion aus 0 sowie 
unter ihrer erweiterten Projektion der Punkt 0 selbst verstanden. Die 
Projektion von M auf N ist dementsprechend leer. 



2. Nachtrag: Der Schwerpunkt. gj5 

Wir nehmen jetzt an, dafi die Menge M mit jeder Halbgeraden h{o) 
hôchstens einen gemeinsamen Punkt hat. Dann gilt folgender 

Satz I. Es seien und zwei Teilmengen von M; der Durch- 
^ohniii ihrer Projektionen ist gleich der Projektion ihres Durchschnittes : 
• oMg ~ O (Mj • Mg) . 

Beweis. Ist p ein von o verschiedener Punkt von oM^* oM^, so 
gehôrt P (als Punkt von oM^ zu einer Strecke wobei ein Punkt 
von ist; ebenso gehôrt p (als Punkt von oM^ zu einer Strecke 
oq^ mit q^^ Mg. Da die beiden Punkte q-^ und q^ auf derselben Halb- 
geraden h{d) — nâmlich auf der Halbgeraden durch o und — liegen, 
und diese mit M hôchstens einen gemeinsamen Punkt hat, ist 
=1 qc. • Mg und p a oq a o {M^ • . Da stets auch 

oc: o{M^ - ist, ist die Inklusion oM^- oM^c: o{M^ - bewiesen. 

Es sei jetzt /)C o(Mi • Mg), 4" o; dann gibt es einen Punkt 
qczM^- Mg, so daû pcz'oq ist. Die Strecke oq gehôrt zu oM^ und 
zu oMg, so daB insbesondcre auch pczoM^^oM^ ist. Somit ist 
• Mg) c oMy • eAfg, und unser Satz ist bewiesen. 

Wir überlassen dcm Leser dcn Beweis der folgenden Sâtzc: 

Satz II. Die Projekiion einer konvexen Menge ist konvex. 

Satz III. Es sei N cine (w ~ 1)-dimensionale Ebene des R^\ o ein 
Punkt auBerhalb N, M eine Punktmengc, die mit keiner zu N paral- 
lelen Halbgeraden h{o) gcmeinsame Punkte hat. Die Projektion von M 
aus 0 auf A' ist eine stetige Abbildung von M in N. 

Satz IV. N und o haben dieselbe Bedeutung wie in Satz III. Es 
sei M eine Punktrnenge in N. Bedeutct X den Rand von M in bezug 
auf N und Y den Rand von oM in bezug auf R^\ so ist 

oX + M. 

Aus diesen Satzen II und IV sowie dem Satz I des § 4 folgt un- 
mittelbar 

Satz V. Ist eine Zelle des R", o ein auBerhalb der durch be- 
stimmten Ebene liegender Punkt, so ist oQ^ eine (r + 1)-dimensionale 
Zelle. 

Eine Zelle von der Form oÇ'* wird gelegentlich ein Kegel mit der 
Spitze 0 und der Basis genannt. 

2. Nachtrag: Der Schwerpunkt. 

Den Schwerpunkt einer Verteilung gleicher Massen in den Punkten 

«g, . . ., also den Punkt ^ 

0 ) (^1 + ^2 + * * * + ^ k ) 

nennt man kurz den Schwerpunkt des Pnnktsystems (æj, «g, . . ., «J 


1 Vgl. § 1, Nr. 2. 
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2. Nachtrag: Der Schwerpunkt. 


Satz. Es sei M eine Punktmenge vom Durchmesser d, ferner ein 
aus kl Punkten bestehendes Teilsystem von M und ©j ein Teilsystem 
von ©!■ Dann gilt für die Entfernung der Schwerpunkte «i, «2 
Système ©i, ©2; 



Beweis. Es sei = {«i, • • «J, @2 = K. • • •> «tj. 



i^l j^\ 


Dann ist 


«2 


h = 



k 


1 > 


also 

( 3 ) 



Al lc% 

h- h = J~k2 2^ ~ 

i-i y-1 


Die Anzahl der Summanden [a^ — ist • ^2! dicjcnigen mit 
j = i^g^k^, also ^2 unter den Summanden, sind gleich 0 ; die Anzahl 
der von 0 verschiedenen Summanden ist somit ky k^ — k^ — - {ki—\)\ 

daher folgt aus (3) und der Voraussetzung \aj — ai\gd\ 


1^2 Sj I ‘ ^2(^1 ' d , 

also die Behauptung ( 2 ). — 

Korollar. Es sei x”' ein n-dimensionales Simplex vom Durchmesser 
gd, x' eine [beliebig-dimensionale , eigentliche oder uneigentliche) Seiie 
von x”, und x" eine Seite von x'. Dann gilt für die Entfernung der Schwer- 
punkte s' und s" der Eckpunktsysteme von x' bzw. x": 


\s-s"\ 


n + 1 


•d. 


Denn ist x' r-dimensional, so ist nach ( 2 ) |s' — s” 

■ . r . n r.. 

es ist — mv r s^n. 

r + \ ■ w + 1 


r 

r ~-\- 1 


d, und 
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[Darstellung der Urysohn-Mengerschen Dimensionstheorie.] 

Fréchet; Les espaces abstraits (Coll. Borel). Paris 1928. 
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® 2. Auflage: 193L 
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Cartan: La Théorie des Groupes Finis et Continus et h Analysis Situs (Mémorial 
des Sciences Math.) Paris 1930. 

[Vgl. Einleitung, § 3, Nr. 17.] 

Lusin: Leçons sur les ensembles analytiques. Paris 1930. 

[Vgl. Einleitung, § 3, Nr. 12.] 
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Abànderung, stetige, einer Abbildung 
56, 489 (vgl. homotope Abbild.). 
Abbildungen auf oder in einc Menge 5lf. 
“ eiiies topologischen Raumes in cincn 
beschrànkten metrischen Rauni 5 Sf. 
— , abgeschlossene 54, 65 f-, 95, 99- 
— , âquivalente 61 f., 96 . 

-, affine 165ff., 471, 538f., 597f- 
— , antipodentreue 483 ff. 

, eineindeutige (— schlichte) 52 . 

-, - stetige 95 , 99 . 

— , gleichmàûig stetige l() 2 f. 

” , homomorphe s. homomorphe Abbild. 
-.isomorphe, von Gruppen 558f. (s. 

Isomorphismus). 

-, —, von Komplcxcn 127 f. 

- .kanonische 352 f. 

, Kuratowskische 366 f., 487 . 

— , relativ-wescntliche s. Abbildungen, 
wesentliche. 

— , retrahierende Retraktion) 342ff. 

.schlichte (—eineindeutige) 52 . 

■ , simpliziale s. simpliz. Abbildung. 

- , stark-stetige 65 f- 
---.stetige s. stetige Abbildung. 

- , — , in einem Punkt 54 . 

, stückweise affine 174 . 

- , topologische s. topolog. Abbildung. 

- , wesentliche 372ff., 405ff., 492f., 

508 f., 5i3f., 5i7f., 526 f. 
^-Abbildung l03f., 109f-, 364 ff. 
Abbildungsgrad s. Grad. 
Abbildungsklasse 320ff. (Kap. VIII, 
§ 3), 509ff. (Kap. XIII, § 2 ). 547- 
Abbildungssatz von Hurewicz 369 . 
Abelsche Gruppe (i. a. kurz: Gruppe) 
554ff. (Anhangl). 

Abgeschlossene Hülle 26 , 33 , 37 ff. 
(Kap. I, § 2 ), 59, 70 f. 

- Menge 26 , 39ff., 44, 53f., 61 ff. 
(Kap. I, § S), 71 ff., 84 fl, 99fl, 105, 

107 , 112 fl, 119 . 

- Überdeckung 47, 73, 104, 352ff., 
3771 , 487. 


Absolute Gebietsgrenze 391 ff- (Kap. X, 

§ 2 ). 

Absoluter Komplex Kap. IV— VII, be- 
sonders l56ff. (Kap. IV, § l), 162, 

1711 , 177 , 184, 185 fl. 206 , 208 fl, 
213fl, 225fl. 228fl (Kap. V, § 4), 
240fl (Kap. VI, § 1), 285fl, 301 fl 
Absolûtes Simplex l55ff-, 161 f., l64f. 
Absolute Umgebung 42, 58ff. 
Absolûtes Umgebungssystem 42. 
Abweichung zweier Punktmengen 112. 
Abzâhlbare Basis in topologischem 
Raum 78 ff. (Kap. I, § 7 , 8 ), 87 ff. 
Additionssâtze für Komplexe 287 ff. 
(Kap. VII, §2). 

— für offene Mcngen 452. 

Additivitat der Range 572ff. 

— der Spuren bei Autohomomorphis- 
mus 570f. 

Âhnliche Mengensysteme 7lff. 
Alexander, simpliziale Approximationen 

31311 

Alexanderscher Dualitâtssatz 435, 440ff. 
(Kap. XI, §4). 

Alexandersches Lemma (Additionssatz) 

291 . 

Alexander s. auch Lebesgue 450 ff. 
Algebrai.sche Anzahl der Bedeckungen 
eines Punktes (— Bedeckungszahl) 

420, 474 , 492 . 

— — der Fixpunkte 536, 541 ff. 

(Kap. XIV, § 3). 

— — der u-Stellen einer Abbildung 

471 fl 

— Dualitàtssâtze von Pontrjagin 589ff. 
Algebraischer Komplex Kap. IV— VII, 

besonders l69fl, 173, I 87 I, 255f-» 
302fl; ferner 333, 3481, 362, 413ff., 
450. 

— — einer algebr. Zerspaltung oder 
Zellenzerspaltung 243 fl, 252. 

— - , ganzzahliger l62fl, l67fl, 211ff. 
(Kap.V, §2). 

— — modulom 170 . 
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Algebraischer Komplex modulo2 iyof,; 
174f.. 349. 

Algebraische Zerspaltiing 243 ff - ; in 
weiterem Sinne 252. 

Allgemeine Lage 596. 

— —, relativ 413. 

— Metrik 27, 33, 35* 
Allgemein-metrischer Raum 27 ff. 
Allgemein-metrisierbarer Raum 28, 32, 

39. 

Allgemein-topologischer Raum 25 if-, 42. 
A’Menge 19f. 

Antipode 481. 

Approximation, simpliziale s. simpliz. 
Approximation . 

Approximation einer stetigen Abbil* 
dung 341, 367ff. 

Approximationssatze für stetige Abbil- 
dungen 31 9, 543 ff- 

Aufspannen, ein Simplex, eine Ebene 
usw. 138, 155. 595 f., 598. 
Ausfegung eines Simplexes oder Kom- 
plexes 365 f. 

Autohomomorphismus eines Moduls 
568ff. 

Axiome des metrischen Raumes 27. 

— des topologischen Raumes 37ff. 

— , Hausdorffsche 43. 

— der Trennung 58ff. (Kap. I, § 4), 
67 ff. (Kap. i; § 6). 

Azyklischer Komplex 281, 309; bis auf 
einen Teilkomplex 252. 

Azykli.sches Polyeder 490f., 511- 

Baire-Hausdorff, Satz von 79. 
Bairescher Dichtigkeitssatz 108. 
Baryzentrische Hülle 602 ff. (Anh. IT, 
§3). 

— Koordinaten 595* 

Baryzentrischer Stern 147ff. 
Baryzentrische Überdeckung 147 ff. 

(Kap. III, § 4). 

— Unterteilung 135ff. 

Basis eines Moduls (=freies Erzeugen- 
densystem) 562, 565 f- 
Basen (insbesondere kanonische) der 
Komplex-, Zyklen- u. Rândergrup- 
pen 2l5ff., 225. 229ff., 303ff. 

Basis eines topologischen Raumes 42, 
45, 78ff. (Kap. I, § 7, 8), 87ff. 
Baum 201. 

Baustein einer Zerspaltung 243 ff. 
Bedeckung, wesentliche oder unwesent- 
liche 372. 


Bedeckungszahl 420, 474, 492. 

Begrenzung einer Punktmenge 40. 

Begrenzungskomplex 131, 286. 

Beranden in einem Eckpunktbereich in 
bezug auf einen Koeffizientenbereich 
I8lf. 

— in einem Eckpunktbereich bis auf 
einen Teileckpunktbereich 185. 

— modulo m 227. 

— ,schwach oder stark 183, 212f. 

-,stetig 335. 

Berandete Flâche 269 f-, 532. 

— Pseudomannigfaltigkeit 194, 491. 

Berandungsfâhiger Zyklus 179ff. 

Berührungspunkt 26 ff., 39, 42, 45, 52. 

Beschrânkter metrischer Raum 33, 55f' 

Beschrilnkte Punktmenge 88. 

Bettische Gruppen 205ff. (Kap. V). 

— — eines Eckpunktbereiches oder 
Komplexes in bezug auf beliebige 
Kocffizientenbereiche, r-dimensio- 
nale 205ff. (Kap. V. § 1), 225f., 23lff. , 
248ff.,258, 262f., 269, 293f., 307ff., 
323f., 326ff., 339, 345f., 351 f,, 355ff-, 
426 ; O-dimensionale eines Komplexes 
208ff., 293f. ; w-dimensionale eines 
w-dimens. Komplexes 210. 

— — in bezug auf die additive Gruppe 
der mod 1 reduzierten rationalen 
Zahlen 234 f., 441. 

— —, ganzzahlige, r-dimens. 211ff. 
(Kap. V, § 2). 234 ff., 253 f., 265 f., 
355 ff., 442, 445 ff.; w-dimens. eines 
w-dimens. Kompl. 277ff. 

„ „ in bezug auf den rationalen 

Koeffizientenbereich 213, 441. 

— — modulo 0 213f., 218, 529. 

— — modulo w , r-dimens. 21 Sff. (Kap. 
V, § 3), 235ff., 355ff., 441 f., 445ff.; 
w-dimens. eines M-dimens. KompL 
277ff- 

— —, rationale 218, 355ff., 441. 

— — erster und zweiter Art 22lff., 
232f. 

— A^-Gruppen 356f. 

— N-Zahlen (mod ü u. mod m), r-di- 
mens. 354f., 357; (w — l)-dimens. 
eines Kompaktums im w-dimens. 
Raum 380 ff., 390 f., 405- 

— Zahlen, r-dimens. 211 ff., 218, 248, 
254, 265. 270f.. 288, 292. 299. 309, 
353 ff., 358, 393 f , 440, 442; 0-dimens. 
212; 1-dimens. 517!.; (w— l)-dimens. 
eines Polyeders im w-dimens. Raum 
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380, 393; «-dimens. eines w-dimens. 
Komplexes 277- 

Bettische Zahlen mod m, r-dimens. 
227 ; — l)-dimens. eines Polyeders 

im w-dimens. Raum 380. 
Bikompakter Raum 86ff. (Kap. II, § 1), 
95 ff. (Kap. II, §2). 

— —, in einem Punkt u. im Klein en 93- 
Bild eines Punktes oder einer Menge 5 1 • 
Bildgruppe (eines Homomorphismus) 

557. 

Bohl s. Poincaré 459. 479- 
Bolzano, Satz von 57, 469* 
Bolzano-Weierstrafîscher Satz 88, 107* 
Borelscher Kôrper, Borelsche Menge 19f. 
Borel s. auch Heine. 

Borsukscher Satz über antipodentreue 
Abbildungen 483 ff* 

Borsuk-Ulam, Satz über Abbildung der 
«-dimens. Sphàre in den w-dimens. 
Raum 486. 

Borsuk s. auch I.usternik; Retrakt, 
Brouwer, simpliziale Approximationen 
9, 313ff. 

Brouwerscher Abbildungsgrad 9, 457ff. 
s. Grad. 

— Fixpunktsatz 377, 480. 

— Reduktionssatz 123, 408. 
Brouwersches Invarianzprinzip 364. 
Brouwer s. auch Jordan-Brouwerscher 

Satz ; Poincaré-Brouwerscher Satz ; 
Topologische Invarianz des Gebietes 
U. der Dimensionszahl ; Verschlin- 
gungszahl. 

Cantorsches Diskontinuum 45 f-. 50, 
12lff. 

Cantorscher Durchschnittsatz 85- 
Cantorsche Kurve 5- 

— Mannigfaltigkeit 399. 

Cauchysches Konvergenzkriterium 106, 

114f. 

Cauchysche Stetigkeitsbedingung 53 
Charakter einer Gruppe 586 ff. (Anh. I, 
§5). 

Charakteristik (Kroneckersche) eines 
Funktionensystems 470. 

— eines Vektorfeldes 478, 534f. 

— , Eulersche s. Eulersche Charakte- 

ristik! 

Deformation in einem Raum 56, 343, ‘ 
424. 

— eines Polyeders in sich 5l8ff. 


Deformationssatz für Verschlingungs- 
zahlen 424, 464. 

Deskriptive Punktmengenlehre 19f. 
Dichte Menge, in einem Raum 46, 79f., 
108f. 

— Mengen, zueinander; Dichtigkeits- 
klassen 1 1 3 f . 

Dichtigkeitssatz von Baire 108. 
Differenz zweier Mengen 24. 
Differenzgruppe — Restklassengruppe. 
Differenzierbare Mannigfaltigkeit 548 ff. 
(Kap. XIV, § 4). 

Dimension eines Kompaktums 363 ff* 
(Kap. IX, §3). 

— einer konvexen Menge 608 f. 
Dimensionszahl von Komplexen und 

Polyedçrn 127, 133, 150f., 157, 162, 
169, 172f., 354f., 364. 

— von Simplexen u. Zellen 126, 149, 
156, 300. 605, 609f. 

Di mensionstheoretischer Überf ührungs- 
satz 370f. 

Direkte Summe von Gruppen 560ff. 
Disjunkte Mengen 24. 
Diskontinuierliches Kompaktum 1l8ff. 
Diskontinuum, Cantorsches 45ff-, 50, 
121 ff. 

Diskreter Raum 38, 132f., 185, I88. 
Divergente Menge 85. 87. 
Drciecksaxiom 27, 30, 35, 57, 594. 
Duale Gruppen, in bezug auf eine 
Gruppe 590- 

— Homologiebasen 442 f. 

— Zellenzerlegungcn des Euklidischen 
Raumes 427 f. 

Dualitâtsformel für Verschlingungszah- 

len 417, 497. 

Dualitatssatz, Alexandcrscher 435, 
440ff. (Kap. XI, §4). 
Dualitâtssàtze, algebraische, von Pontr- 
jagin 589ff. 

Durchmesser einer Punktmenge 28. 
Durchschnitt eines Mengensystems 24. 
Durchschnitte abnehmender Mengen- 
folgen 85, 107, 112, II8. 
Durchschnittsatz von Cantor 85- 

Ebene, r-dimens., des «-dimens. Raums 
594. 

— , projektive 65, I68, l8lf., 218, 237f., 
. 251, 267, 273. 

— , pseudoprojektive 266, 357- 
Eckpunkt eines Eckpunktbereichs 

155. 
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Eckpunkt eines konvexen Raumstücks 
U. einer konvexen Zelle 126, 613- 

— eines Simplexes 126, 605, 607. 
Eckpunktbereich, der von einem Kom- 

plex erzeugte I58f., 171. 

— der offenen Mengen des Euklidi- 
schen Raums 159, 188, 34lf. 

— , Euklidischer 156. 

Eckpunktbereiche 153, I55ff- (Kap. IV, 

§ 1 ). 

— , homologie-àquivalente u. vollstân- 
dig homologie-àquivalente 21 Of. 

— , isomorphe 158. 

Eckpunktgerüst ( = Gerüst) 1 5 5 f • , 1 59f • , 
605. 

Eckpunkt-Identifizierung 262 f. 
Eckpunktzuordnung, kanonische u. na- 
türliche 349^1. 

Eigentliche Metrik 27. 

Einbetten, topologisch 90. 

Einbettung der Bettischen Gruppen 
eines Polyeders in die eines umfas- 
senden Polyeders 345 f- 
Einbettungssatz für Polyeder und Kom- 
plexe 139, 158. 

— - von Menger-Nôbeling 369- 

— von Urysohn 8lff. (Kap. 1, § 8), 111. 
Eineindeutige Abbildung (^schlichte) 52. 

— stetige Abbildung 95, 99- 
Einfach geschlossener Komplex 280, 

331, 461. 

— geschlossenes Polyeder 33 1, 390, 
395f., 4441, 490, 493, 512, 533. 

Einfacher Zyklus 280. 

Elément (= krumme Zelle) 149, 358, 
399, 435. 453f., 480. 

— eines Komplexes 126, 169- 

einer Bedeckung oder Zerspaltung 
242 ff. 

— einer Zerlegung eines Raumes 61 f., 

70. 

Elementarteiler 586. 
Elementarzerlegung eines Simplexes in 
bezug ai#f eine Seite 137- 
Endlich-dimensionaler Komplex 157- 
Endlicher Komplex 127, 134, 157, 162, 
169, 213ff., 225 ff., 228 ff. (Kap. V, 
§4), 499ff. 

Endliches Polyeder 128, 141 ff., 326 f., 
344ff., 353, 3S6f., 365, 370, 380, 
509f. 

Entfernung von Punkten u. Mengen 
27f.. 57, 100, 102, 594. 
Entschlingung von Zyklen 425, 514f. 


Erhaltungssatz, erster (des Randes) 
175f. ; zweiter u. dritter 3481 

Erweiterung von Abbildungen 76, 406, 
498 ff. (Kap. XIII). 

— von Râumen 89f. ; schwache u. 
starke 93 ff. 

Erweiterungsaufgabe für Abbildungen 
eines Komplexes 499 ff-, 503 ff., 517. 

Erweiterungssâtze für Abbildungen 
498ff. (Kap. XIII). 

— für Gruppencharaktere 591 ff. 

— für stetige Funktionen 73 ff. 

Erzeugendensystem einer Gruppe 575. 

— ,freies, (= Basis, s. dort) eines Mo- 

duls 562. 

Euklidischer Eckpunktbereich 156. 

Euklidische Hülle eines krummen Poly- 
eders 346 f. 

Euklidisches Kompaktum 88, 1 10,365ff. , 
380fl (Kap. X, § 1, 2), 397ff., 405f. 

Euklidischer Komplex (— lokal-end- 
licher, s. dort) 129, I50ff., 158, 161, 
174, 195, 212, 297, 300fl, 314ff., 
349ff., 356ff., 368. 467ff., 499ff., 
528 fl 

Euklidisches Polyeder 128ff., 139f., 

149ff., 174, 3l8f., 320ff., 326, 357ff., 
487ff., 541 ff. 

Euklidischer Raum 29, 36, 88, 105ff., 
139ff., I58f., 165ff., 198, 341ff., 
36lff.. 365f., 369f., 379ff. (Kap. X, 
§ 1, 2), 397 ff., 405 ff. (Anh. zu 
Kap. X). 409ff. (Kap. XI), 458ff. 
(Kap. XII, § 1 — 3), 493 ff. (Anh. zu 
Kap. XII), 499f., 508f., 5l4f., 593 ff- 
(Anh. II). 

Euklidische Réalisation des Nerven 
(== singularitàtenfreie) 161, 368 ff. 

Euklidisches Simplex 126, 605 ff., 614. 

Euklidische Umgebung 3, 7, 401, 404. 

Euler-Poincarésche Formel 21 4 f., 227, 
248, 250, 262, 358; verallgemeinerte 
530. 

Eulersche Charakteristik 3, 214, 248, 
260, 262, 288. 358, 532, 549ff. 

Eulerscher Polyedersatz 1, 4, 214, 250. 

Existenzsâtze der Verschlingungstheorie 
426 ff. (Kap. XI, § 3). 

~ für Fixpunkte s. Fixpunktsâtze. 

— , Kroneckersche, für o-Stellen 467 ff., 

499. 

Fixpunkt 480 fl, 527 fl (Kap. XIV). 

— ,isolierter 536. 
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Fixpunkt, normaler 538. 

— , regulârer, eines Polyeders 541 f. 
Fixpunktklassen, Nielsensche 534, 547* 
Fixpunktsâtze 377, 480ff., 531 ff.. 5381 
Fixsimplex 528 ff., 542 f. 

Flâche 3, 16, 177. 266fl, 532. 

Folge, konvergente s. konvergente 
Punkt- U. Mengenfolgen. 
Fortsetzung eines Komplexes 261, 348. 
Fréchetsches Trennungsaxiom 59. 
Freies Erzeugendensystem (= Basis, s. 

dort) eines Moduls 562. 

Freie Gruppe (= Modul) 562ff. (Anh. I, 

§ 2 ), 577. 

Freie Seite, freies Simplex 383, 51 9f. 
Frobenius, Satz über charakteristische 
Wurzeln 480. 

Fundamentalfolge 104f. 
Fundamentalgruppe 12, 425, 526, 

527. 

Fundamentalquader des Hilbertschen 
Raumes 37, 81 f., 111. 
Fundamentalsatz der Algebra 469. 
Funktion, reelle 26. 

— , stetige s. stetige Funktion. 
Funktionaldcterminante 477. 

^ = Ring der ganzen Zahlen. 

der ganzen Zahlen mo- 

dulo m, 

Ganzzahlige Bettische Gruppen s. Betti- 
sche Gruppen. 

Ganzzahliger Komplex I62ff., I67ff., 
211 fl (Kap. V, §2). 

— Rand mod m 227 f. 

— Zyklus 183, 217, 275, 430fl 
GauÛsches Intégral 497- 
Gebiet 51, 188, 390fl, 456, 475- 
Gebietsgrenze 390ff. (Kap. X, § 2), 444, 

456. 

Gebietsinvarianz 312, 396, 456, 475- 
Gegenstern einer Teilmenge eines Poly- 
eders 131. 

Geometrisches Simplex 607. 
Geometrischer Zellenkomplex 126ff. 

(Kap. I, § 1, 2), 2491, 301 fl 
Gertist (= Eckpunktgerüst) I55f-, l59l, 

605. 

e-Gerüst 159. 

Geschlecht einer Flâche 3, 269. 
Geschlossene Flàche 3, 16, 177, 266 ff., 
532. 

Geschlossenes Gebilde, (w — l)-dimens. 
im w-dimens. Raum 3921 


Geschlossener Komplex 274 ff. (KapVII, 
§ 1), 309, 3301, 519, 521 fl (s. auch 
einfach u. irreduzibel geschlossen). 
Geschlossene Mannigfaltigkeit 7, 16, 404, 
549ff. 

Geschlossenes Polyeder 331, 5l8ff. 
(Kap. XIII, § 4) (s. auch einfach u. 
irredu zibel geschlossen ) . 
Geschlossene Pseudo mannigfaltigkeit 

194, 220, 268, 2811, 390, 395, 403, 
440, 491, 513. 

Geschlossener Weg 332, 341, 462 fl, 526. 
Gestalt 2, 210, 288, 311- 
GleichmâBig konvergente Folge von Ab- 
bildungen 55, 1()7- 

— stetige Abbildung 102f. 
Gleichwertige Umgebungssysteme ; 

Gleichwertigkeitskriterium von 
Hausdorff 3lf. 

Grad einer Abbildung 490 ff., 504, 511, 
533, 535. 

— im GroBen 461 f., 490ff. ; mod 2 490; 
mod m 491 . 

— , lokaler 474 ff., 487 ff- 
Grundelement eines Komplexes 126, 

157. 

Grundsimplex eines Komplexes 157, 162. 
Grundzelle eines Komplexes 126. 
(jruppe (i. a. = Abelsche Gruppe) 554ff. 
(Anh. I). 

Gruppen (verschiedener Eckpunkt- u . 
Koeffizientenbereiche) der algebra- 
ischen Komplexe 17I, I87, 2l5ff-, 
225, 229I, 243, 2561, 302fl, 528ff. 

— — — — der Rânder l8lf., I87, 
2l6fl, 231 fl, 2441, 2561, 3061, 
5291 

der Zyklen 177, 187, 2l6ff., 
230ff., 245fï-, 2S6f., 279, 283, 304 ff., 
529; Zyklen erster u. zweiter Art 
2311 

— der Randteiler 183- 

H-abgeschlossener Raum 'Çoff. 
Hâufungspunkt 45, 60, 84. 

Hauptsatz der Topologie der geschlosse- 
nen Flàchen 269- 

Hauptvermutung der kombinatorischen 
Topologie 152, 254. 

Hausdorffsches Gleichwertigkeitskrite- 
rium 31 f. 

Hausdorffscher Raum (= T^-Raum) 43, 
67fl (Kap. I, §6), 89fl 
Hausdorffsches Trennungsaxiom 43, 47. 
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Hausdorffsche Umgebungsaxiome 43. 

— Zerlegung eines Raumes 69f., 97 f. 
Hausdorff s. auch Baire 79. 
Heine-Borel-Lebesguescher Satz 87, 

101 . 

Heine-Borelscher Überdeckungssatz, 
schwacher 85- 

Heinesche Stetigkeitsbedingung 58. 
Hellysche Additionssâtze für H-Sim- 
plexe 295 f- 

Hilbertscher Raum 36 f., 80 ff., 88 f., 
105 ff., 366, 370. 

Homôomorphe Ràume u. Mengen 52, 
127, 133, 390, 396. 

— konvexe Kôrper 601 f. 

— Polyeder 254, 326 ff., 355ff- 
Homôomorphie (= topologische Abbil- 

dung, s. dort) 52, 95. 99- 
Homogen-dimensionaler Komplex 127, 
157, 162, 169, 190ff., 400 f. 
Homologe Abbildimgen, in bezug auf 
verschiedene Koeffizicntenbereiche 
211. 229, 236ff.. 315. 323, 517, 533 
(s. auch vollstàndig homolog). 

- Zyklen, zueinander oder zu Null, in 
bezug auf verschiedene Koeffizien- 
tenbereiche I8lff., 329, 451- 
™ , bis auf einen Teileckpunktbcreich 
185. 

— —, schwach oder stark 183- 

— —, stetig 335 ff. 

Homologie mit Division 183, 217. 

— modulo w 183- 
e-Homolügie 184. 

Homologie-aquivalente Eckpunktberei- 
che, Komplexe 11. Polyeder 210f., 
218, 229. 309, 442, 449 (s. auch voll- 
standig ho mologie-àqui valent). 
Homologiebasis 217. 432, 436, 443- 
Homologieklassen, in bezug auf ver- 
schiedene Koeffizientenbereiche, von 
Eckpunktbereichen u. Komplexen 
181, 205. 245ff.. 29()ff., 326ff.. 419, 

451. 

von Polyedern 329- 
.stetige 336. 341 f.. 345 ff. 
Homologie-Simplex s. //-Simplex. 
Homologie-Sphàre s. //-Sphàre. 
Homologietypus von Abbildungen in 
bezug auf verschiedene Koeffizien- 
tenbereiche 21 1, 315. 323. 331 f., 491. 
54*1 (s. auch homologe u. vollstàndig 
homologe Abbild.). 

— von Abbildungsklassen 321 ff. 


Homomorphe Abbildung einer Gruppe 
(— Homomorphismus) 557 ff., 575. 
586ff. 

— — der Bettischen Gruppen bei sim- 
plizialer Abbildung 211, 315, 323, 
491 f., 529ff. 

— — der Gruppe der algebraischen 
Komplexe bei simpliz. Abbild. 173, 
315, 492, 528. 

_ der Rànder bei simpliz. 

Abbild. 183, 315, 529. 

_ ™ „ der Zyklen bei simpliz. 

Abbild. 177, 315, 529. 

Homomorphiesâtze von E. Noether 
558f. 

Homomorphismus (= homomorphe Ab- 
bild., s. dort) 557ff.. 575, 586ff. 
Homotope Abbildungen 319ff. (Kap. 
VIII, § 3), 343. 482, 498ff. (Kap. 
XIII). 532. 

e-homotope Abbildungen 343. 
Homotope stetige Zyklen 337. 339f., 

459. 525. 

Homotopieklassen von Abbildungen 
— Abbildungsklassen, s. dort. 

— von stetigen Zyklen 339. 
Homotopiesàtze für Abbildungen 498 ff. 

(Kap. XIII). 

Homotopietypus einer Abbildung 320ff. 
(Kap. VIII. § 3). 

//-Simplex {= Homologie-Simplex) 201, 

211f., 215, 271. 294ff., 4521, 532. 

//-Sphàre (//5” == Homologie-Sphàre) 
202, 21 If., 215, 240, 27 If., 294 f. 
Htille einer Teilmenge eines Komplexes 
130 . 

, abgeschlossene s. abgeschlossene 
Hüllc. 

, baryzentrische 602 ff. (Anh. II, § 3). 
, Euklidische 346f. 

.konvexe 602ff. (Anh. II, §3). 
Hurewicz, Satz über Dichtigkcit topo- 
logischer Abbildungen 109. 
Hurcwiczscher Abbildungssatz 369. 

Identifizierung von Punkten 64, 250, 
262ff.. 287. 

Index eines Fixpunktes 536ff. 

- einer Nullstelle eines Funktionen- 
systems oder Vektorfeldes 471, 534f. 
einer o-Stelle einer Abbildung 470f., 
474 ff., 534. 

— einer Singularitât eines Richtungs- 
feldes 535, 537f., 540f., 549f. 

40 * 
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Induktive Eigenschaft einer Menge 123, 
408. 

Innengebiet eines einfach geschlossenen 
Polyeders 445- 

Innerer Punkt einer Menge 40, 396. 

— — einer konvexen Menge oder Zelle 

126, 599f. 

— — eines r-dimens. Simplexes im 
«-dimens. Raum 606 f. 

Insichdichte Menge 45- 
Invarianz gegen isomorphe Abbildung, 
der Dimensionszahl eines Komplexes 
1^7f. 

~ gegen Unterteilung, der Bettischen 
Gruppen eines Komplexes 2 58 f., 327. 

— — — , der Orientierbarkeit U. Nicht- 
Orientierbarkeit 404. 

— , topologische s. topologische In- 
varianz. 

Invarianzprinzip von Brouwer 364. 
Invarianzsatz, allgemeiner 354. 
Irreduzibel geschlossenerKomplex 276ff. 
(Kap. VII, § 1), 309, 330f. 

— geschlossenes Polyeder 331, 390, 
445ff., 490f., 513. 

Irreduzibles Kontinuum, zwischen zwei 
Punkten I8f., 123f. 

Irreduzibler Zyklus 279f., 341, 445. 525. 
Isolierter Punkt einer Menge 45. 

— Fixpunkt, isolierte o-Stelle, Singu- 
laritât usw. 470, 534, 536, 549. 

Isometrische Ràume (— kongruente) 

113. 

Isomorphe Abbildung von Gruppen 
(= Isomorphismus, s. dort) 558f. 

— — von Komplexen 127 (s. isomor- 
phe Komplexe). 

— Eckpunktbereiche 158. 

— Eckpunkt-Identifizierung, bis auf 
einen Teilkomplex 263. 

— Einbettung der Bettischen Gruppen 
eines Polyeders in die eines umfas- 
senden Polyeders 345 f- 

— Gruppen 559- 

— Komplexe 127f., 133, 1381, 158, 

179. 

Isomorphie-Kriterien f tir Gruppen, erstes 
U. zweites 558; drittes 578. 
Isomorphiesatz, topologischer 326. 
Isomorphismus 558f. 

— der Bettischen Gruppen bei topo- 
logischer Abbildung 326, 358. 

— ~ — bei Unterteilung u. Zerspal- 
tung 248, 258, 327, 351. 


Jordan-Brouwerscher Satz 10, 3951, 
410, 436, 4441, 450ff. (Anh. zu 
Kap. XI). 

Jordankurve 426, 434, 457- 
Jordanscher Satz 17, 31 11, 391. 

Kanonische Abbildung 352f. 

— Basen der Komplex-, Zyklen- u. 
Rândergruppen 21 5 K-, 229ff. 

— Eckpunktzuordnung 349 ff.; in be- 
zug auf den Nerven 352f. 

— Verschiebung 349, 362; in bezug 
auf den Nerven 352f. 

Kan te einer Zelle 126. 

Kegel tiber einem Eckpunktbereich oder . 

Komplex 180, 1951, 340, 521, 615- 
Kem eines Homomorphismus 557- 
, offener, einer Menge 40. 

Kette von Mengen 48. 

Kette von Simplexen, starke u. regulâre 
1891 

Kette 116. 

^^-Zelle (— konvex-kombinatorische 
Zelle) 249. 

Kleinscher Schlauch 207, 212, 267, 532. 
Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz , Be- 
weis des Pflaster- u. des Fixpunkt- 
satzes ftir das Simplex 377- 
Knotenproblem 15, 449- 
Koeffizientenbereich 168ff. 

— , nattirlicher, eines irreduzibel ge- 
schlossenen Komplexes oder Poly- 
eders 279, 331. 

Kôrper, Borelscher, Lusinscher, topo- 
logischer 19f. 

— , kon vexer 601f. 

Kogrediente Eigenschaften 34, 44, 69. 
Kohârente Orientierung 192. 
Kolmogoroffsches Trennungsaxiom 58. 
Kombinatorisch âquivalente Komplexe 

127. 

Kombinatorischer Stern 131f. 

— Typus eines Komplexes 127. 
Kombinatorisch verwandte Komplexe 

254, 260. 

Kombinatorische Zelle 241, 245 f., 249ff., 
259; in weiterem Sinne 251 ff. 
Kompakte Menge (== in sich kompakt) 
84, 88, 110, 132. 

— —, in bezug auf den Raum 84. 
Kompakter Raum 84 ff. (Kap. II). 

— —, metrischer (= Kompaktum, s. 
dort) 105, 114fl, 153. 

— , in einem Punkte u. im Kleinen 93 . 
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Kompaktum (= kompakter metrischer 
Raum, s. dort) 85, 87, 99ff. (Kap.II, 
§3), tiôff. (Kap.II, §6), 342ff., 
352ff. (Kap. IX, § 2. 3). 380ff. (Kap. 
X. § 1), 502. 

— , y-dimensionales 364 ff. 

— , diskontinuierliches 1 1 8 ff . 

— , Euklidisches s. Euklid. Kompaktum. 
- , unendlich-dimensionales 364, 371- 

Komplement einer Menge 26. 

Komplex 1, 7f., 38, 47, i24ff. (Kap. III 
bis VII), 

— ,absoluter s. absol. Komplex. 

— , algebraischer s. algebr. Komplex. 

— , azyklischer s. azykl. Komplex. 

— , «-dimensionaler s. Dimensionszahl 
eines Komplexes. 

-, einfach geschlossener 28O, 331, 461. 

— , endlicher s. endl. Komplex. 

— , Euklidischer s. Euklid. Komplex. 

- , ganzzahliger I63ff., I67ff., 21lff. 
(Kap.V, §2). 

— , geschlossener s. geschloss. Komplex. 

— , homogen-dimensionaler 127, 157, 

162, 169, 190ff., 400 f. 

— , irreduzibel geschlossener 276 ff. 

(Kap. VII, § 1), 309, 330f. 
Komplexe, isomorphe 127 f., 133, 138f., 
158, 179. 

, kombinatorisch âquivalente 127. 

— , — verwandte 254, 260. 

Komplex, krummer 149ff., 328, 333- 

— ,leerer 157. 

— , lokal-endlicher ( = Euklidischer, s. 
dort) 129, 134, 138, 147ff. 

— modulo w 170; modulo 2 170f., 

1741, 349. 

— , monozyklischer 201 ; bis auf einen 
Teilkomplex 201 ff., 243 ff- 
— , neutraler, bis auf einen Teilkomplex 

252. 

— , orientierbarer (regulâr zusammen- 
hângender) 192ff., 202, 403 f- 
— , orientierter l62f. 

— , regulâr zusammenhângender 190ff., 

253, 264, 266f., 270, 281 f., 4021 
— , simplexartiger, bis auf einen Teil> 

komplex 203 1, 245 ff-, 257, 262 f. 
-, simplizialer 127, 136, 141, 149, 1521, 
254 fl, 334, 528 fl 

— , stark zusammenhângender l89f., 

280, 399. 

-,stetiger 333 1, 341. 

— , unendlicher 127, 253. 


Komplex, unikohârenter 292. 

— , zusammenhângender 185 fl, 2081, 

292 (s. auch regulâr und stark zu- 
sammenhângend) . 

«-Komplex 159. 

Komplexsphâre = Zellenrand. 
Komponente eines Komplexes l86ff., 
208; regulâre 190I; starke l89f. 

— eines Raumes 49 f- 
«-Komponente 116. 

OKomponente 11 7. 

Komponentenzahl eines Komplexes 209, 

212 . 

— der Komplementârmenge eines Poly- 
eders oder Kompaktums im Euklid. 
Raum 380, 390, 444. 

Kongruente Râume (— isometrische) 

113. 

Kongruenz modulo einer Untergruppe 

555. 

Konjugierter Raum, zu einer Zerlegung 
des Raumes 62ff., 96. 

Kontinuum 118. 

, irreduzibles l8f., 123f. 

— , lokal-zusammenhângendes 5, 181 
unzerlegbares 19, 391- 
Konvergente Mengenfolgen 1 1 1 ff. (Kap. 

n, §5). 

— Punktfolgen 27, 30, 85, 104. 
Konvergenz, gleichmâfiige 55, 107. 

— , metrische 1 1 3 f f . 

— , topologische 112. 
Konvergenzkriterium, Cauchysches 106, 
1141 

Konvergenzraum 27. 

Konvexe Hülle einer Menge 602 ff. 

(Anh. II, § 3). 

Kon vexer Kôrper 601 f. 
Konvex-kombinatorische Zelle (— kk- 
Zelle) 249. 

Konvexe Menge 297, 598 ff. (Anh. II, § 2). 
Konvexes Polyeder 128, 258. 

— Raumstück 609ff. (Anh. II, § 4). 
Konvexe Zelle 1251, 133f., 141, 194, 

2631, 300, 61 3 1 
Koordinaten, baryzentrische 595- 
Kreislinie 5l5ff. (Kap. XIII, § 3), 533- 
Kroneckersche Bedingung ftir Erweite- 
rung von Abbildungen 500, 517- 

— Charakteristik 4 ; s. Charakteristik. 

— Existenzsâtze 467 ff.; Umkehrung 
500fl (Kap. XIII, § 1). 

Kroneckersches Intégral 465 ff. 
Krummer Komplex 149 fl, 328, 333- 
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KrummesPolyedcr l49ff., 328 ff., 344 ff., 
380 ff., 393 ff.. 431 ff. 

Krumme Simplizialzerlegung 150, 328 ff. 

— Zelle (= Elément, s. dort) 149, I5l- 

— Zellenhtille 149. 

— Zellenzerlegung 149. 

Krummer Zyklus 328 ff., 333. 

Ktinneth, Satz über Produktkomplexe 

308 . 

Kuratowskische Abbildung 366 f., 487. 

— Axiome 37. 

Kuratowski s. auch Knaster 377. 

Labiler Punkt 523; Raum 524. 

Lage 2. 15f., 311. 4o9, 447. 449- 
Lebesgue-Alexanderscher Beweis des 
speziellen Jordan- Brou werschen 

Satzes 450 ff. (Anh. zu Kap. XI). 
Lebesgue, Verschlingung u. Zerlegung 

409. 

Lebesguesches Beinnia, Lebesgiiescho 
Zabi lOlff. 

Lebesguescher Pflastersatz 353, 363,378. 
Lebesgue s. auch Heine-Borel 87, 101. 
T^eerer Koinplex 157- 
Leere Menge 24, 37 f. 

Leeres Simplex 1551. 

Lefschetz, Relativzyklus I84. 
Lefschetzsche Zabi 531 ff.. 542. 

Limes einer Punktfolgc 27, 30. 

“ , metrischer, einer Mengenfolge 1 1 3 ff . 
— , topologischer, einer Mengenfolge 
1 12ff. ; obérer u. unterer 1 1 1 f. 
Linear abhàngige Gruppenelemente, 
modo u. mod w 571 f. 

— unabhàngige Punkte des Euklid. 
Raums 595- 

-- unabhàngige Zyklen, im Homologie- 
sinn 353. 

J vôsungen von Gleichungssystemen, Exi- 
stenzsâtze 21, 469. 479, 481, 485 f. 
Lokal-endlicher Komplex (— Euklidi- 
scher, s. dort) 129, 134, 138, 147ff. 
r.okal-zusanimenhangendes Kontinuum 
5. I8f. 

Lusinscher Kôrper 20. 
Lusternik-Schnirel mann-Borsuk, Satz 
über Bedeckung der Sphare mit ab- 
geschlossenen Mengen 487. 

Mannigfaltigkeit 3f., 7, 12, 16, 404 f., 
548ff. 

— , Cantorsche 399- 

— , differenzierbare 548ff.(Kap. XIV, §4). 
— , geschlossene 7, 16, 404, 549ff. 


Mayer- Vietoris, Formel für Bettische 
Zahlen bei Addition absoluter Kom- 
plexe 299. 

Mazurkiewicz s. Knaster 377. 

Menge, abgeschlossene usw. s. abge- 
schloss. Menge usw. 
Mcnger-Nôbelingscher Einbettungssatz 
369. 

Metrik, allgemeine u. eigentliche 27. 
Metrische Konvergenz, metrischer Li- 
mes 113ff. 

Metrisches Produkt metrischer Raume 

35 - 

Metrischer Raum 27 ff., 55ff.. 80 f., 87 f., 
99ff., 104 ff., 112ff., 116ff., 352ff., 
366 ff. 

, vollstandiger 104ff. (Kap. II, §4). 
Metrisationssatz von Urysohn 88 f. 
Metrisierbarer Raum 28, 30, 32 f., 38, 
45. 68f., 81. 85, 88f. 

Modifikation simplizialer Abbildungen, 
Modifikationssatz 3 16. 

Modul (=- freie Gruppe) 562ff. (Anh. 1, 

§ 2 ), 577. 

, natürlicher, eines Komplexes oder 
Polyeders 279, 331- 
Mobiussches Band 168, 208, 21 if., 251, 

532. 

— — modulo w 270ff., 310. 
Monotones Mengensystem 79. 
Monozyklischer Komplex 201 ; bis auf 

einen Teilkomplex 201 ff., 243 ff. 
Morse, kritische Punkte reellcr Funk- 
tionen 552. 

n-abgc.schlossener Raum 90, 92. 

Naht eines Zyklùs, Naht-Homomorphis- 
mus, Nahtklassc, Naht zyklus 290 f. 
Natürliche Eckpunktzuordnung 349f. 
Natürlicher Koeffizientenbereich u. Mo- 
dul eines irreduz. geschloss. Kom- 
plexes oder Polyeders 279, 331. 
Natürliche Verschiebung eines Kom- 
plexes in bezug auf einen Euklid. 
Komplex 349 f. 

Nebenelement eines Komplexes, Neben- 
simplex,Nebenzellel26, 127, 157, 162. 
Nerv eines Mengensystems 152, 161. 

— einer Überdeckung eines metrischen 
Raums 352ff. 

der baryzentrischen Überdeckung 
eines Komplexes 152. 

— einer Überdeckung der w-dimens. 
Sphâre mit m -f 2 Mengen 487. 
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e-Netz 87, 104. 

Neutrales Elément einer Zerspaltung; 
neutraler Komplex, bis auf einen 
Teilkomplex 252. 

Nielsensche Fixpunktklassen 534. 547- 
Nirgendsdichte Menge 46, 60, 108, 1 19f-> 
366 . 

Nôbeling s. Menger 369. 

Noethersche Homomorphiesàtze 558f. 
Normaler Fixpunkt 538. 

— Raum (= r4-Raum) 68 f., 71 ff., 81, 

88 f., 92, 98. 

— —, vollstândig (= r^-Raum) 69- 
Normale Zerlegung eines Raumes 69f , 

98. 

Nullkomplex 163, 169 
Nullstelle eines Fiinktionensystems 
4701. : eines Vektorfeldes 534 f- 

Oberflàche eines Eléments einer Zer- 
spaltung 242 ff., 256ff. 

Offener Kern einer Menge 40. 

Offene Menge 26, 39f., 42 ff., 5of., 53, 
721. 95. 143ff.. I59f.. 184. 198. 
361 ff.. 450ff. 

Offener Stern 131, 317. 545 f- 
Offene Überdeckung 47 f., 73. 78f., 85 f-. 

90, lOOf., 317. 364 ff. 

Ordnung eines Gebiets in bezug auf 
einen Zyklus 426, 445- 
~ eines Punktes in bezug auf einen 
Zyklus 419f-, 425f-. 458ff. (Kap. 
XII, § 1), 469f., 472, 474, 476. 

— einer Überdeckung 47, 149, 363 ff-, 
398. 

— eines Zyklus 212, 347- 
Orientierbare u.nicht-orientierb. Flâche 

177. 269- 

— -- -- Pseudomannigfaltigkeit 193ff-. 
220, 268, 281 f., 390, 395. 440. 

Orientierbarer u. nicht-orientierb. regu- 
lar zusammenhângender Komplex 

192ff., 202, 403 f. 

Orientierter Komplex l62f. 

Orientiertes Simplex 161 f.. 172. 
Orientierte Sphâre des orient. Euklid. 
Raums, in natürlicher Weise 461. 

— Zelle 249. 303. 

Orientierung eines regulàr zusammen- 
hângenden Komplexcs ( kohârente 
Orientierung) 192. 

— des Euklidischen Raumes 166. 

— erhaltende oder umkehrende topo- 
logische Abbildung 476. 


Orientierung, kohârente 192. 
Originalmenge 51. 

Pannwitzscher Entschlingungssatz 425- 
Parameterdarstellung eines stetigen 
Komplexes 333- 
Perfekte Menge 45. 121. 

Pflastersatz von I.ebesgue 353, 363, 378. 
Poincaré-Bohlscher Satz 459, 479. 
Poincaré-Brouwer, Satz tiber Rich- 
tungsfelder auf der Sphâre 481. 
Poincarésche Vermutung 16. 

Poincaré s. auch Euler-Poincarésche 
Formel. 

Polyeder 7f., 11, 153f., I86f., 209 n. 
Kap. VIII~XIV. 

, azyklisches 490 f., 511- 
, r-dimensionales I50f., 354f., 364. 

, einfach geschlossenes 331, 390, 395 f-, 
444f., 490, 493, 512, 533. 

, endliches s. endl. Polyeder. 

, Euklidisches s. Euklid. Polyeder. 

, geschlossenes 331, 5l8ff. (Kap.XÎII, 
§ 4) (s. auch einfach u. irreduzibel 
geschlossen). 

— , homôomorphe 254, 326ff., 355ff- 

— , irreduzibel geschlossenes 331, 390, 

445 ff.. 490f.. 513. 

— .konvexes 128, 258. 

- , krummes 149ff., 328ff. , 344ff. , 380ff., 
393 f.. 431 ff. 

, labiles 525. 

, regulàr zusammenhàngendes 403- 

— , stabiles 524 f. 

— , unendliches 129, 143ff., 358ff. 

— , wesentliches, auf sich 5l9ff., 525. 

— , zusammenhàngendes I87, 532, 542 

(s. auch regulàr zusammenhàngend). 
Polyedersatz, Eulerscher 1, 4, 214, 250. 
Polyederumgebung 431. 

Pontrjaginsche Dualitàtssâtze 589 ff. 
Prisma über eincm Komplex 199ff. 
Produkt zweier Komplexe 299 ff. (Kap. 
VII, § 3). 

zweier kon vexer Zellen 300. 

zweier Mengen 34. 

zweier Umgebungssysteme 34. 

— , mctrisches, metrischer Râume 35- 

, topologisches, von Umgebung.sràu- 
men 35, 56, 86. 

Produktsatz für stetige Abbildungen 
323 f. 

Projektion einer Menge aus einem Punkt 
6l4f. 
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Projektive Ebene 65, 168, I8lf., 218, 
237t» 251. 267, 273- 

— Menge 19f- 

Projektiver Raum 264 ff., 532f. 
Pseudomannigfaltigkeit 193f-, 220, 268, 
28lf., 390, 395, 403, 440, 491 , 51 3, 550. 
Pseudoprojektiver Raum 266; pseudo- 
projektive Ebene 357- 
Punkt, innerer usw. s. innerer Punkt usw. 

9t == Kôrper der rationalen Zahlen. 
gîj = additive Gruppe der module 1 
reduzierten rationalen Zahlen 
/?'* = Euklidischer Raum, n-dimensio- 
naler. 

r-abgeschlossener Raum 90. 

Rand eines absoluten Komplexes 285 ff., 
524 ff. 

— eines algebraischen Komplexes 
I67ff., 172, 175f-. 178, 182, 220, 255; 
eines stetigen Komplexes 335; ganz- 
zahliger module w 227. 

— eines konvexen Raumstücks 609 f. 

— einer Menge 40, 396. 

— einer Pseudomannigfaltigkeit 194. 

— eines Simplexes 164, 178. 
Rand-Identifikation 250; gleichsinnige 

U. ungleichsinnige 263 f. 
Randorientierung 167, 

Randpunkt eines Euklid. Simplexes 
606f. 

— einer Menge 40, 396. 

~ einer konvexen Menge 599. 
Randteiler l83, 438 ff. 

Randzelle 126, 151. 

Rang einer Gruppe 563 f-, 571 ff- 
Raum der Abbildungen eines topologi- 
schen Raums in einen beschrankten 
metrischen Raum 55 f- 
der abgeschlossenen Mengen u. der 
Dichtigkeitsklassen eines metrischen 
Raums 113ff. 

— der stetigen Abbildungen eines Kom- 
paktumsin ein Kompaktum 103, 107. 

> einer Zerlegung Zerlegungsraum) 
63, 96 f. 

mit abzàhlbarer Basis 78 ff. (Kap. I, 
§ 7, 8), 87ff. 

- , allgemein-metrischer 27 ff, 

- , allgemein-metrisierbarer 28, 32, 39- 
- , allgemein-topologischer 25 ff*. 42. 

, bikompakter 86 ff. (Kap. II, § 1, 2). 

— , —, in einem Punkt oder im Kleinen 

93. 


Raum, diskreter 38, 132f., 185, 188. 

— , Euklidischer s. Euklid. Raum. 

— , H-abgeschlossener 90ff. 

— , Hausdorffscher (= Tj-Raum) 43, 
67ff. (Kap. I, §6). 89ff. 

— , Hilbertscher 36 f, 80 ff., 88 f., 105ff-, 

366, 370. 

Râume, isometrische (~ kongruente) 

113* 

Raum, kompakter 84 ff. (Kap. II). 

— , — , in einem Punkt oder im Kleinen 

93. 

Râume, kongruente isometrische) 

113. 

Raum, konjugierter, zu einer Zerlegung 
62 ff., 96. 

— ,labiler 524. 

— ,metrischer s. metrischer Raum. 

~ , metrisierbarer s. metrisierb. Raum. 
~ , «-abgeschlossener 90, 92. 
~,normaler (= T4-Raum) s. normaler 
Raum. 

— , projektiver 264 ff., 532. 

— , pseudoprojektiver 266. 

“ - , r-abgeschlossener 90. 

— , regulârer (= Tg-Raum) 68, 70, 8l , 92. 
- , stabiler 524. 

- , topologischer Kap. I, insbesondere 
37ff. 

Râume, topologisch âquivalente 52. 
Raum, total -beschrânkter 104. 

— , e- U. 0-verketteter ll6f. 

— , vollstândiger metrischer 104ff. (Kap. 
Il, §4). 

— , vollstândig normaler ( = T^-Raum) 
69. 

— , auf sich wesentlicher 519- 
-, zusammenhângender 47 ff. 

Raumstück, konvexes 609ff. (Anh. II, 
§4). 

Réalisation desNerven 161, 352 f., 366 ff. 
— , Euklidische — singularitâten- 
freie 161, 368. 

Reduktionssatz von Brouwer 123, 408. 
Regulârer Fi.xpunkt eines Polyeders 
541 f. 

Regulâre Gebietsgrenze 391 ff., 444. 

- Kette von Simplexen 190. 

Komponente eines Komplexes 190f. 
~ o-Stelle einer Abbildung 471. 
Regulârer Punkt eines Polyeders 400. 

— Raum (= Tj-Raum) 68, 70, 81, 92. 
Regulâre Seite eines homogen-dimens. 

Komplexes 190. 
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Regulâxe Zerlegung eines Raumes 68 f. 

Regulâr zusammenhângender Komplex 
190ff.. 253, 264, 266ff.. 270. 281 f., 
402 f. 

— zusammenhângendes Polyeder 403. 

Relativ allgemeine Lage 413. 

— wesentliche Abbildung s. Abbildung, 
wesentliche. 

— wesentlicher Raum, auf sich 521. 

Relativraum in bezug auf einen Raum 

33 f., 44 f. 

Relativzyklus bis auf einen Teileck- 
punktbereich l84f., 191 ff., 309 f-, 
508 . 

e- Relativzyklus 185. 

Reprâsentant einer kohârenten Orientie- 
rung 192. 

Restklasse einer Gruppe modulo einer 
Untergruppe, Restklassen gruppe 
(= Differenzgruppe) 555f. 

Retrahierbare Umgebung, Retrahieren- 
de Abbildung = Retraktion, Re- 
trakt 342 ff. (Kap. VIII, § 6). 

Richtungsfeld 535 ff.» 549ff. (Kap. XIV, 
§4). 

Richtungskugel 535. 

Rouché, Satz Über die Ordnung eines 
Punktes 459. 

Runge, Satz über offene Mengen als 
Polyeder 143. 

S** = Sphâre, n-dimensionale. 

Schar, stetige, von stet. Abbild. 56, 501. 

Schlichte Abbildung {= eineindeutige) 
52. 

Schnirelmann s. Lustemik 487. 

Schnittzahl von orientierten Komplexen 
384f., 41lff., 420ff., 493ff. 

Schwach berandender Zyklus 183, 212f. 

Schwache Erweiterung eines Raums 93. 

Schwâchste topologische Zuordnung 63. 

Schwacher Zerlegungsraum 66 f., 97 f. 

Schwerpunkt 135, 366 f., 595, 597, 61 5f. 

Seite eines Eléments einer Bedeckung 

242 . 

— * eines konvexen Raumstücks 6l0ff. 

— einer konvexen Zelle 126, 300. 

— eines Simplexes 1S6, 606. 

— ,freie 519. 

— , eigentliche u. uneigentliche 126, 156, 

242, 606, 611. 

— , regulâre u. singulâre, eines homogen- 
dimens. Komplexes 190, 253, 400 ff. 

Simplex 173, 259, 376ff., .503ff., 537f. 


Simplex, absolûtes I55ff.. 161 f., 164 f. 

— , Euklidisches 126, 538f., 605ff., 614. 

— . geometrisches 60 7. 

— , leeres I55f. 

— ,neutrales 251. 

— , orientiertes 161f., 169, 172. 

Simplexartiger Komplex, bis auf einen 
Teilkomplex 203f., 245ff., 257, 262f. 

Simplexhûlle 127. 173, 196, 201, 203 f., 

211, 503 ff. 

Simplexrand 127, 178f., 196, 204, 210ff., 
231. 

Simpliziale Abbildung 172ff. (Kap. IV, 
§3), I83f.. 211, 229, 236ff., 313ff. 
(Kap. VIII, besonders § 1 — 3), 348 ff., 
462, 528ff., 542f. 

— Approximation einer stetigen Abbil- 
dung 3l8ff.. 473 f., 543 ff.; ^-Appro- 
ximation 341, 376ff. 

— e- Approximation eines stetigen Kom- 
plexes 341. 

Simplizialer Komplex 127, 136, 141, 149, 
I52f., 254ff.. 334, 528ff. 

Simpliziale Unterteilung eines Komple- 
xes 134ff., 243, 254 ff. (Kap. VI, § 2). 

Simplizialzerlegung eines Polyeders 129, 
140, 311, 3l8ff., 354ff.. 364. 

— ,krumme 150, 328 ff. 

Singulârer Punkt eines Polyeders 400. 

Singulàre Seite eines homogen-dimens. 
Komplexes 190, 253, 400ff. 

Singularitàten eines Richtungsfeldes 
535, 549ff. 

Singularitàten freie Réalisation des Ner- 
ven (~ Euklidische) 161, 368 ff. 

Spemer, Lemma u. Satz über Über- 
deckungen eines Simplexes 376, 378. 

Sphâre 33f., 150, 358, 453ff., 479, 48lff., 
502. 504, 509ff. (Kap. XIII, §2), 
5l5f., 527. 533. 

Sphârische Mannigfaltigkeit 92, 150. 

— Umgebung vom Radius s (— f-Um- 
gebung) eines Punktes 32, 599- 

Spiegelung des Euklid. Raumes u. der 
Sphâre 482 f. 

Spur eines Autohomomorphismus 569ff . ; 
529ff. 

Stabiler Punkt, Raum; stabiles Poly- 
eder 523 f. 

Stark berandender Zyklus 183, 212. 

Starke Erweiterung eines Raumes 93. 

— Kette von Simplexen 189. 

— Komponente eines homogen-dimens. 
Komplexes l89f. 
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Stark'Stetige Abbildung 65 f- 
$tark zusammenhàngender Komplex 
l89f., 280, 399- 
o-Stelle einer Abbildung 467 ff. 

Stem, baryzentrischer 147ff. 

— , kombinatorischer 1 31 f. 

— ,offener 131, 317» 545- 

Stetige Abânderung einer stetigen Ab- 
bild. 56, 489 (vgl. homotope Abbild.). 

— Abbildung 52ff. (Kap. 1, §3)» 61 ff. 
(Kap. I, § 5). 95ff. (Kap. II, § 2. 3). 
107ff., 119ff.. 132f.. 313ff. (Kap. 
VIII, besonders § 3 u. 6), 367 f., 
372ff., 405ff., 457ff. (Kap. XII, be- 
sonders §2 — 4), 498 ff. (Kap. XIII), 
527 ff. (Kap. XIV, §1-3). 

— —, in einem Punkt 54- 

— Funktion 29, 56f., 73ff., 80, 96, 100. 
Stetig homologe Zyklen 335ff. 

Stetige Homologieklassen 336, 341 f., 

. 345 ff. 

Stetiger Komplex 333 f-, 341. 

Stetige Schar stetiger Abbildungen 56, 501 . 

— Zerlegung eines Raumes 67, 95 ff. 
(Kap. II, §2), 122. 

Stetiger Zyklus 334 ff., 423 ff. (Kap. XI, 

§ 2 ). 

Stetigkeit, gleichmâOige 102f. 
Stetigkeitsbedingung von Cauchy 53 f. 

— von Heine 58. 

Stiefel, Système von Richtungsfeldern 

552. 

Streckenkomplex 1, 15, 212, 284 ff. 
Stückweise affine Abbildung 174. 
Stützebene 600. 

Summe von Mengen 24. 

— ,direkte, von Gruppen 560 ff. 
Summenzyklus 289, 452. 
Symmetrieaxiom des metrischcn Rau- 
mes 27. 

Teilkomplex eines Komplexes 1 30, 1 7 1 . 
Tietzesches Trennungsaxiom 68. 
Topologische Abbildung i, 52, 8lff., 
109f., 119ff., 1321, 323ff. (Kap. 
VIII, § 4), 359, 369» 474ff. 
Topologisch âquivalente Mengen u. 
Râume 52. 

— gleichwertigè Metriken 28, 31 ff. 
Topologische Invariante 310ff. 

— Invarianz der absoluten Gebiets- 
grenze 392. 

— — der Bettischen Gruppen 327, 339, 
355 ff.; der o-dimens. 209. 


Topologische Invarianz der Bettischen 
Zahlen 355. 

— — der Dimensionszahl des £uklid. 
Raumes 325 f-, 379, 486; eines Poly- 
eders 355. 

— — der w-dimens. Zyklen eines n- 
dimens. Komplexes 329 f. 

— — des einfach geschlossenen Kom- 
plexes 331. 

— — des Gebiets 312, 396, 456, 475- 

— — des geschlossenen Komplexes330. 

— — des homogen-dimens. Komplexes 
400. 

— — des Homologietypus von Abbil- 
dungen 331 f. 

— — des Indexes einer o-Stelle einer 
Abbildung 476. 

_ __ eines Fixpunktes 539f. 

_____ einer Singularitat eines 
Richtungsfeldes 540 f. 

— — der inneren Punkte u. Randpunkte 
einer Menge im Euklid. Raum 396. 

— - des irreduzibel geschlossenen 
Komplexes 33 1. 

— - der Komponentenzahl des Kom- 
plements eines Kompaktums im 
Euklid. Raum 312, 390. 

— — des lokalen Grades einer Abbil- 
dung 476. 

— — des natürlichen Moduls eines ir- 
reduz. geschloss. Komplexes 331. 

— — der Ordnung eines Punktes in 
bezug auf einen Zyklus 476. 

— -- der Orientierbarkeit eines regu- 
lâr zusammenhângenden Komplexes 
403 f. 

— — der Pseudomannigfaltigkeit (be- 
randet oder geschlossen) 403. 

— - des Randes eines absoluten Kom- 
plexes 524. 

— - der regulàren Gebietsgrenze 392. 

— — des regulàren Zusammenhangs 
eines Komplexes 402. 

— — des singulàren Teils eines homo- 
gen-dimens. Komplexes 401 f. 

_ _ des starken Zusammenhangs 
eines Komplexes 399. 

Topologischer Isomorphiesatz 326. 

— Kôrper 20. 

Topologisch konvergente Mengenfolgen, 
topolog. Limes 112ff. 

Topologisches Produkt 35, 56, 86. 

Topologischer Raum Kap. I, insbeson- 
dere 37ff. 
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Topologischer Typus eines Raumes 52. 
Topologische Zuordnung 25 ff- (Kap. I, 
§ 1). 40ff. 

~ —, schwâchste 63. 

Torsion 212. 21 8 f., 2381. 390, 440. 
Torsionsbasis 439. 

Torsionsgruppe 212ff., 216, 222f., 226, 
230 f., 277 306 ff., 440. 
Torsionskoeffizient 214, 216. 

Torus 206, 212, 267. 526, 532. 
Total-beschrânkter Raum 104 f. 

Trâger (auch: -element, -simplex) eines 
Punktes oder einer Teilmenge eines 
Komplexes 129, 133, 134, 242. 
To-Raum 58ff. (Kap. I. §4). 
r^-Raum 59ff. (Kap. I, §4 — 6), 85. 93 fl 
Tg-Raum (= Hausdorffscher, s. dort) 
67 fl (Kap. I, §6). 

Tg-Raum (= regulàrer, s. dort) 68. 
T4-Raum (= normaler, s. dort) 68. 
Tg-Raum (= vollstàndig normaler) 69* 
Trennungsaxiome 58 ff. (Kap. I, § 4), 
67ff. (Kap. I, § 6). 

- für Zerlegungen 69 f. 

Triangulation — Simplizialzerlegung. 
Typus, topologischer, eines Raumes 52. 
— , kombinatorischer, eines Komplexes 

127. 

Überdeckung eines Polyeders, bary- 
zentrische 147ff. (Kap. III, §4). 

-- eines Raumes 47 f., 90, 487. 

— , abgeschlossene 47f., 73, 104, 352ff., 

3771, 487. 

— , abzàhlbare 47, 78, 85 f. 

-.endliche 47, 73, 85f.. 104, 352fl 

(Kap. IX, §2-3). 

, offene 47f., 73, 781, 85I, 90, lOOl, 
317, 364fl 

überdeckung 47, 104, 3 53 fl 
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